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Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Curven 
und F'lachen. 


Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


In den systematischen Entwickelungen hat Steiner den Anfang 
damit gemacht, die Eigenschaften geometrischer Gestalten durch Zu- 
sammenstellung der einfachsten Grundgebilde zu entwickeln. Man 
kann die Geometrie der Lage von Reye*) als eine gelungene Fort- 
fiihrung dieser Methode geometrischer Forschung bezeichnen; die un- 
gemeine Fruchtbarkeit derselben ist gerade durch dieses Werk illustrirt. 
Im Folgenden will ich es versuchen diesen Weg fortzusetzen, indem 
ich da einsetze, wo Herr Reye aufgehért hat. Herr Reye hat 
wesentlich mit den Fliichen 3. Ordnung geschlossen, die durch drei 
collineare Ebenenbiindel erzeugt werden. Ich werde mit diesen an- 
fangen und zuniichst einige Hauptsiitze iiber dieselben voranstellen, 
indem ich die Begriindung derselben in dem genannten Werke nach- 
zulesen bitte. Bei der Pricisirung dieser Siitze lege ich besonderen 
Nachdruck auf die durch eine Erzeugung eines Gebildes bedingten 
unendlich vielen Erzeugungen desselben**); sie sind fiir meine spiiteren 
*) Reye, die Geometrie der Lage. 2. Aufl. Hannover 1877/80 (G, d. L.). 
Ich werde mich wesentlich der in diesem Buche gebrauchten Terminologie an- 
schliessen. Inzwischen erschien: Schréter, Theorie der Oberflichen 2. Ord- 
nung und der Raumcurven 3, Ordnung als Erzeugnisse projectivischer Gebilde, 
Leipzig 1880. 

**) Es. findet diese geometrische Thatsache, dass sich aus einer Erzeugung 
unendlich viele andere oder vielmehr zwei conjugirte Systeme von Erzeugungen 
ergeben, analytisch darin ihren Ausdruck, dass diese Erzeugungen durch Null- 
setzen von Matrices dargestellt sind, also etwa die ebene Curve 3, Ordnung durch: 

\Dor Wer "z| 
Per Ges s 
Per Ge, "e 
Aus dieser ergeben sich nun die unendlich vielen anderen Erzeugungen dadurch, . 
dass man mit dieser Matrix die bekannten Umformungen durch Addition der mit 
willkiirlichen Constanten multiplicirten Horizontal- resp. Verticalreihen vornimmt. 
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* Erérterungen so wichtig, dass ich mir erlaubt habe, diesen Schaaren 
von Erzeugungen ‘besondere Namen beizulegen. Ich habe dieselhen 
besonders bei den ebenen Curven 3. Ordnung studirt, indem ich die 
vollstiindige Reihe der Netze von Erzeugungen derselben durch drei 
collineare ebene Systeme aufstellte. Mit jedem dieser Netze ist eine 
eindeutige Transformation der Curve in sich selbst verbunden, welche 
in neun besonderen Fillen eine lineare wird; drei weitere besondere 
Fille fiihren auf die drei Kegelschnittnetze, deren Tripelcurve die 
Curve 3. Ordnung ist. Die Frage nach einem analogen Zusammen- 
hange der Flichen 3. Ordnung mit den Flichenbiindeln 2. Grades 
erlangt eine besonders einfache Beantwortung durch den Nachweis 
einer Fliiche 2. Grades, in Bezug auf welche die Geraden einer 
Schlafli’schen Doppelsechs reciproke Polaren sind. Dieselbe Fliche 
wird auch dadurch interessant, dass sie zu einer Construction von 
volistindigen Pentaedern fiihrt, die einer Fliiche 3. Ordnung einge- 
schrieben sind. Diesen mehr vorbereitenden Untersuchungen folgt als 
eigentlich neuer Schritt auf dem von Steiner vorgezeichneten Wege 
die Untersuchung derjenigen Curven 6. Ordnung c®, welche durch vier 
collineare Ebenenbiindel erzeugt werden. Dieselben Curven werden 
auch durch drei collineare riiumliche Systeme erzeugt und sind von 
diesem Gesichtspunkte aus von Herrn Néther*) kurz behandelt wor- 
den. Man findet dort neben einer Aufzihlung derjenigen Curven, in 
welche die c® zerfallen kann, auch den Nachweis ihrer dreifachen 
Secanten. Ich studire dieselben im Zusammenhange mit gewissen Punkt- 
quadrupeln auf c*, welche erstens zu einer eindeutigen Abbildung der 
c® auf die Fliche ihrer dreifachen Secanten fiihren und zweitens die 
Bedingungen dafiir iibersehen lassen, dass c* Kerncurve eines Fliichen- 
biindels 2. Grades ist. Ausser dieser speciellen c® untersuche ich die- 
jenige, welche von den Punkten gebildet wird, die Punkten einer 
Ebene in Bezug auf ein Flichengebiisch 2. Grades conjugirt sind. Die 
Untersuchung endlich derjenigen c*®, welche beide Besonderheiten ver- 
einigt, fiihrt zur geometrischen Beantwortung der Frage nach denjenigen 
Flaichenbiindeln 2. Grades, welche Biindel erster Polaren der Punkte 
einer Ebene in Bezug auf eine Flaiche 3, Ordnung sind, sodass fast 
alle Eigenschaften der Flichen 3. Ordnung durch das Band ihrer 
collinearen Erzeugung umschlungen erscheinen. In ein noch gar nicht 
bebautes Feld trete ich zuletzt bei der Untersuchung derjenigen Flichen 
4. Ordnuug, welche durch vier collineare riumliche Systeme erzeugt 
werden. Ich habe mich daher auch damit begniigt, einige wenige 
Haupteigenschaften derselben zu geben, unter denen ich besonders 
hervorhebe, dass die erwihnte Fliche eindeutig in sich selbst trans- 


*) Néther, eindeutige Raumtransformationen. Math. Ann. Bd. III, p. 564, 
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formirbar ist und nur von 33 Constanten abhiingt. Ich bemerke jedoch, 
dass ihre Untersuchung schon desshalb lohnend erscheint,. weil sie fast 
alle bisher behandelten speciellen F lichen 4. Ordnung umfasst. 


§ 1. 
Die Raumcurve 3. Ordnung. 


: Zwei collineare Ebenenbiischel (c,) und (c,) erzeugen das Secanten- 
: system [ einer Raumeurve 3. Grades c*; [ wird aus jedem Punkte ¢ 
von ¢* durch ein zu (¢,) und (c,) collineares Ebenenbiindel (c) projicirt. 


Nennen wir also die Gesammtheit dieser Ebenenbiindel ein Bischel 
. von collinearen Ebenenbiindeln, so kénnen wir sagen: 
5 I. Das Secantensystem 1 einer Raumcurve 3. Grades 6° wird durch 
. ein biischel von collinearen Ebenenbiindeln erzeugt, deren Centren auf 
. ce} liegen. , 
* Hiner Ebene G, von (c,) entsprechen hierbei successive die Ebenen 
. eines Biischels (c), wo ¢ = (G,, G,), irgend zwei Ebenen G, und G,’ 
“ also die Ebenen zweier projectivischen Biischel (¢) und (c’), wenn je 
- zwei Ebenen einander zugewiesen werden, die der G, resp. G,’ in 
- demselben Biindel (c) entsprechen. Nennen wir also die Gesammtheit 
~ der Biischel (c) ein Netz projectivischer Ebenenbiischel, so kénnen 
” wir sagen: 
a ll. Kine Raumcurve 3. Grades c* wird durch ein Nete projectivischer 
te Ebenenbiischel erzeugt, deren Axen ihrem Secantensysteme T angehiren*). 
or Durchschneiden wir unsere riumliche Figur durch eine Ebene S, 
te so ergiebt sich leicht folgender Satz: 
a Ill. Zwei collineare ebene Systeme (S;) und (S,) bestimmen em 
*® Biischel collinearer Systeme, welche das Tripel (3¢) sich selbst entsprechen- 
er der Punkte gemein haben. Irgend zwei Geraden g, und g, von (S,) 
ie entsprechen hierbei successive die Geraden g und g zweier projectivischen 
.t- Biischel (gy) und (gq). Unter den Systemen des Biischels giebt es drei 
en | Specielle (S); jeder Geraden g, von (S,) entspricht in (S) eine Gerade 
te g durch einen Punkt ¢, des Tripels (3c) und zwar entspricht allen Ge- 
it raden g, durch denselben Punkt der Verbindungslinie c, der beiden 
or andern Dunkte des Tripels immer dieselbe Gerade von (S); der Geraden 
ht c, selbst aber entspricht in (S) jede beliebige Gerade der bene S. 
en 
gt § 2. 
ige ‘Die Erzeugung der Fliche 3. Ordnung. 
a Drei collineare Ebenenbiindel (c,), (¢,), (¢;), welche nicht dem- 
; selben Biischel angehéren, erzeugen eine Fliiche 3. Ordnung F'*; jeder 
964, *) S. G.d. L. IL, Abth, 12. Vortr. p. 84 ff 

1* 
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Punkt ¢ von F’* ist Centrum eines zu (c,) collinearen Ebenenbiindels (c), 
welches mit irgend zwei der drei ersten Biindel ebenfalls die F'? erzeugt. 
Nennen wir die Gesammtheit dieser Biindel ein Netz collinearer Ebenen- 
biindel, so folgt: 

I. Drei collineare Ebenenbiindel, welche nicht demselben Biischel 
angehiren, bestimmen ein Netz collinearer Ebenenbiindel, deren Centren 
auf der Fliche 3. Ordnung F* liegen, welche von den drei ersten 
Ebenenbiindeln erzeugt wird. Dieses Netz enthilt doppelt wnendlich viel 
Biischel collinearer Ebenenbiindel; die diesen zugehdrigen Raumeurven 
3. Grades bilden auf F'* ein derartiges Netz, dass durch je zwei Punkte 
vor. F® nur eine solche c® geht, und je zwei solche c® nur einen Punkt 
gemein haben. Die Secanten aus einem Punkte 9 der F®* an alle c 
durch einen Festen Punkt ¢ liegen in einer Ebene durch ¢ und g. Ausser- 
dem giebt es auf F* ein anderes Netz von Raumcurven 3. Grades g° 
von derselben Beschaffenheit, welche durch die Netze projectivischer 
Ebenenbiischel erzeugt werden, die den Ebenenbiischeln (g,) von (c,) in 
allen Biindeln (c) entsprechen. Jede g°* liegt mit jeder c® auf einer 
Fliiche 2. Grades. Die Ebenen G, welche einer Ebene G, von (c,) im 
allen Biindeln (c) entsprechen, bilden ein Biindel (4), dessen Centrum 
4 auf F° liegt. Alle so entstehenden Biindel (gy) sind einander collinear 
und bilden ebenfalls cin die F* erzeugendes Netz, welches wir zu dem 
Netze der Biindel (c) conjugirt nennen wollen. Die Curven c® und g' 
resp. spielen fiir das Netz der (4) dieselbe Rolle wie die Curven g*® und 
ce resp. fiir das Netz der (c)*). 

II. Unter den Ebenen eines Biindels (c) resp. (4) giebt es sechs, 
welche sich mit den ihnen entsprechenden Ebenen der Biindel (¢) resp. 
(q) lings einer Geraden g resp. ¢ schneiden. Jede Gerade g resp. ¢ trifft 
fiinf der c resp. g, die sechste, welche ihr conjugirt heissen soll, dagegen 
nicht. Jede Gerade c resp. g bildet mit den Kegelschnitten, in welchen 
die Ebenen durch die ihr conjugirte g resp. ¢ die F* noch schneiden, 
Curven c® resp. g°**). 

Ill. Die reciproke Transformation eines Ebenenbiindels (c) resp. (9) 
auf ein ebenes Punktfeld E vermittelt eine eindeutige Abbildung der 
Fliiche F* auf die Ebene E. Den Punkten der Geraden g resp. c ent- 
spricht hierbei derselbe Fundamentalpunkt 9 resp. ¢. Jeder Schnitteurve 
der F° mit einer Fliche n. Ordnung entspricht eine Curve (5n). Ord- 
nung, welche n-mal durch jeden der Fundamentalpunkte g resp. ¢ geht; 
umgekehrt entspricht jeder Curve n. Ordnung von FE eine Curve (3n). Ord- 
nung auf F'*. Den Geraden von E entsprechen die Curven g° resp. c*. 


*) 8S. G. d. L. IL. Abth. 24. Vortr. p. 191 ff. 
**) S$. G. d. L. IL. Abth. 26. Vortr. p. 215ff, 
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§ 3. 
Die Erzeugung der ebenen Curven 3. Ordnung. Ihre eindeutige 
Transformation in sich. 


Der Satz I. des vorigen Paragraphen liefert unmittelbar den folgen- 
den fiir die Ebene: 


I. Drei collineare ebene Systeme (C,), (C,), (C,) erzeugen eine 
Curve 3. Ordnung f* als Ort derjenigen Punkte, in welchen sich ent- 
sprechende Gerade der drei Systeme treffen. Die drei Systeme bestimmen 
zugleich ein Netz collinearer Systeme, von dem je drei ebenfalls die f* 
erzeugen. Dieses Netz enhiilt doppelt unendlich viel Biischel collinearer 
Systeme; je zwei Systeme bestimmen ein solches, und je zwei solche 
Biischel haben ein System gemein. f* enthdlt die Tripel (3c) sich selbst 
entsprechender Punkte dieser Biischel. Die Geraden g und g', welche 
zwei Geraden g, und g, von (C,) entsprechen, beschreiben zwei collineare 
Systeme (G@) und (G’); alle diese Systeme (G) bilden ein neues Netz 
collinearer Systeme, von dem ebenfalls je drei die f* erzeugen; es heisse 
das zu dem Netz dex (C) conjugirte Netz. Jedes Tripel (39) sich sel 
entsprechender Punkte zweier Systeme (G) liegt auf f°, und jedes Tripe 
(3c) liegt mit jedem Tripel (39) auf einem Kegelschnitte. 

Je zwei Punkte von f*® bestimmen offenbar ein Tripel (3c) oder 
(39) durch die c® oder g*, welche durch diese beiden Punkte geht. 
Trifft die Verbindungslinie zweier Punkte (2c) eines Tripels (3c) die 
f? zum dritten Male in g, so miissen die Verbindungslinien aller 
Punktepaare (2¢’), welche mit dem festen Punkte ¢ ein Tripel (3c) 
bilden, durch g gehen, weil sie die Secanten von g an alle c* durch 
den festen Punkt ¢ sind. Es miissen aber auch umgekehrt die Ver- 
bindungslinien aller Punktepaare (29), welche mit g ein Tripel (39) 
bilden, durch ¢ gehen. Sie gehen niimlich jedenfalls durch einen festen 
Punkt. Bildet nun ry mit ¢ und g ein Tripel (3c), so muss die Gerade 
rg die f® in g berthren, und jeder Kegelschnitt durch c, g, ¢ muss 
die f* in einem Tripel (3g) treffen; ein solcher Kegelschnitt ist nun 
das Geradenpaar rg und xc, er schneidet f* in x, g und in dem dritten 
Schnittpunkte von ¢¢ mit £3, dessen Verbindungslinie mit y also durch 
¢ geht. Wir erhalten also folgenden Satz:*) 


*) S. Milinowski, tiber eine reciproke Verwandtschaft des zweiten Grades, 
Borchardt’s Journal, Bd. 79, p. 149. 

Der analytische Ausdruck der eindeutigen Transformation in sich selbst solcher 
durch Nullsetzen von Determinanten dargestellten Gebilde ist folgender. Ist x 
ein Punkt der Curve: 
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Il. Die Verbindungslinien aller Punktepaare (2¢), welche mit einem 
festen Punkte ¢ von f* ein Tripel (3c) bilden, gehen durch einen festen 
Punkt 4 von f*; die Verbindungslinien der Punktepaare (24), welche 
mit g Tripel (39) bilden, gehen dann umgekehrt durch ¢. Jeder Er- 
zeugung der f* durch zwei conjugirte Netze collinearer Systeme enspricht 
also eine eindeutige Transformation derselben in sich selbst.*) 


§ 4. 
Das volistandige System der eine ebene Curve 3. Ordnung erzeugenden 
Netze von collinearen ebenen Systemen. 


Wir haben die ebene Curve 3. Ordnung als Erzeugniss zweier 
conjugirter Netze collinearer Systeme kennen gelernt; es diirfte daher 
die Aufgabe von Interesse sein, fiir eine gegebene Curve 3. Ordnung 


| Pa» Vx» Ty 

} , 74 

Por Wer "yz | =9, 
” te fr 
te is 


so bestimme man x, 2, w aus den Gleichungen: 


@ | upptip;+ep’, «q;+4g/+uq,", «rj+ir{+ur,’ | 
P > q.» ¢. |= 0, 
fe d,> ve 


(¢=1, 2, 3). Der dem Punkte a entsprechende Punkt y ist dann bestimmt 
durch: 


xp, + ip, + upy =, 

xq, + 4q,+ ud, =9, 

“ry + ar) + ar, = 0- 
Um «@ ebenso aus y zu finden, braucht man nur die Horizontalreihen mit den 
Verticalreihen zu vertauschen. 

*) Die Verbindungslinien eines Punktes y von f? mit den einander ent- 
sprechenden Punkten c und g treffen f* jedesmal in zwei einander entsprechenden 
Punkten g’ und ¢. Sind c und g insbesondere Wendepunkte der f*, so folgt 
hieraus leicht, dass jedem Wendepunkte wieder ein Wendepunkt entspricht, und 
dass je drei Punkten in gerader Linie wieder drei Punkte in gerader Linie ent- 
sprechen, dass also die Transformation der f? in sich selbst eine lineare wird. 
Wir werden im niichsten Paragraphen sehen, dass man einem Punkt ¢ von f? 
jeden Punkt g in obigem Sinne zuweisen kann, wodurch die Transformation fixirt 
ist. Es giebt hiernach unter diesen unendlich vielen eindeutigen T'ransformationen 
der f* in sich selbst neun lineare, die identische eingerechnet. Die iibrigen neun 
linearen Transformationen der f* in sich selbst sind durch das Vorhandensein 
von Collineations-Centren und -Axen, niimlich jedesmal einem Wendepunkte und 
seiner harmonischen Polare charakterisirt; sie gehdren einer leicht zu-definiren- 
den Schaar eindeutiger Transformationen der f* in sich selbst an. Es entspricht 
diese Eintheilung der linearen Transformationen der Eintheilung der Permutationen 
dreier Elemente in zwei Classen cyklischer. S. F. Klein, Geometrisches iiber Re- 
solventen. Math. Ann. Bd. IV, p. 354. 
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solche Netze zu construiren, eine Aufgabe, die einfach unendlich viel 
Lisungen zulisst. Wir miissen hierzu von dem folgenden Satze aus- 
gehen, der sich aus der Erzeugung der f* durch ein Kegelschnitt- 
biischel und ein ihm projectivisches Strahlenbiischel leicht beweisen lisst: 

I. Verbindet man ein beliebiges Tripel von Punkten (3¢,,) einer 
[°° mit einem beliebigen nicht auf f* gelegenen Punkte ,. einer Geraden 
g, durch Kegelschnitte k?,, so treffen diese die f* noch in Tripeln (39) 
und g, in Punkten »,; verbindet man diese 4 Punkte jedesmal mit einem 
andern beliebigen, nicht auf f* gelegenen Punkte 9,, von g, durch neue 
Kegelschnitte k?,, so gehen diese durch ein Tripel (3,3) fester Punkte 
auf f*. 

Sei nun g, eine beliebige Gerade durch g,,, so werden die k®, 
auf g, Punkte p, abschneiden, welche mit einem beliebigen nicht auf 
f® gelegenen Punkte g,, von g, und mit den entsprechenden (39) 
Kegelschnitte 42, bestimmen, welche sich in einem Tripel (3¢,3) von 
festen Punkten auf f* schneiden. Da sich die entsprechenden Kegel- 
schnitte beider projectivischen Biischel der k?, und 43, in Tripeln (39) 
von /®* treffen, so treffen sie sich ausserdem in den Punkten », der 
Geraden g, durch g,, und g,,. Die Punktreihen der »,, p,, p, sind 
offenbar projectivisch und zwar entspricht dem Schnittpunkte einer 
Verbindungslinie zweier Punkte des Tripels (3¢,.) z. B. mit g, der 
Schnittpunkte derselben Linie mit g,. Hieraus folgt, dass diese pro- 
jectivische Beziehung der Geraden g,, 9, g, dieselbe ist, als wenn 
91> 9x) Jx Sich in drei collinearen Systemen (C;), (C,), (C,) entsprechen, 
die dadurch voliends bestimmt sind, dass (3¢,.), (3¢,3) resp. die ‘Tripel 
sich selbst entsprechender Puakte fiir (C,) und (C,), (C,) und (C,) 
resp. sind. Diese drei Systeme erzeugen aber die f*. Jedes Strahl- 
biischel (p,) von (C,) erzeugt nimlich mit den ihm entsprechenden 
Strahlenbiischeln (»,) und (p;) von (C,) und (C,) zwei Kegelschnitte 
2, und #®, durch (3¢y9), gi. und (3¢y3), gig resp., welche ausser ), 
drei Punkte des Erseugnissce der drei Systeme gemein haben, d. s. 
aber, wie aus der Construction folgt, drei Punkte von /*. 

Nach Annahme des Tripels (3¢,,) und den g, entsprechenden Ge- 
raden g, und g, war unsere Construction vollkommen eindeutig. Be- 
trachtet man aan g, als zu irgend einem andern Systeme (C’) des 
Biischels ((C,), (C,)) gehérig, so kann man es durch passende Wahl 
des Systemes ey und eines andern (C”) desselben Biischels immer 
erreichen, dass der g, von (C’) in (C”) eine beliebige Gerade g” ent- 
spricht; aus den Systemen des Netzes ferner kann man immer eins 
(C”) so auswihlen, dass der g, von (C’) in (C”’) eine beliebige Gerade 
g” entspricht. Hieraus folgt, dass auch die willkiirliche Annahme der 
Geraden g, und g, die Kindeutigkeit der Construction des Netzes nicht 
beeintrichtigt. Diese hingt also nur von der Annahme eines Tripels 
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(3c) ab; diese Tripel wiederum sind vollkommen bestimmt, sobald der 
Punkt g von /f* fixirt ist; welcher einem Punkte ¢ von f* im Sinne 
des Satzes II. von § 3. conjugirt ist. Hieraus folgt, dass in der That 
f* durch eine einfache Unendlichkeit von je zwei conjugirten Netzen 
collinearer Systeme erzeugt werden kann, also auch eine einfach unend- 
liche Schaar eindeutiger Transformationen in sich selbst zuliisst. 

Kommt es einmal vor, dass ein Tripel (3c,,) mit einem daraus 
abgeleiteten (3¢,,) auf einem Kegelschnitte liegt, so gehen die Tripel 
(3q) und (3c) im einander iiber, es liegen also je zwei Tripel (39) 
oder (3c) anf einem Kegelschnitte. Wir kénnen leicht einsehen, wenn 
dies eintritt. Wir sahen, dass derjenige Punkt y, welcher mit ¢ und 
dem ihm conjugirten g ein Tripel (3c) bildet, auf der Tangente in 9 
an f* liegt. Sollen die Punkte c, g, ¢ nun gleichzeitig ein Tripel 
(39) bilden, so muss auch cy die f* in ¢ beriihren, und umgekehrt, 
wenn dies der Fall ist, bilden die Punkte ¢, 9, ry gleichzeitig ein 
Tripel (39) und (3c). Da nun die Beriihrungspunkte der andern beiden 
Tangenten von y an f* mit c, g auf einem f® in y beriihrenden Kegel- 
schnitte liegen , so giebt es drei solche Erzeugungen der f°, fiir welche 
die Tripel (3c) und (3g) in einander iibergehen. 

Da dann zwei Tripel (5¢,,) und (3¢,,) auf einem Kegelschnitte 
liegen, so bestimmen sie einen Kegelschnitt k,?, in Bezug auf welchen 
sie Tripel einander conjugirter Punkte sind; irgend ein drittes Tripel 
(3.5) bestimmt mit (3¢,.) und (3¢,,) zwei andere Kegelschnitte k,* 
und k,*, welche mit /,? entweder ein Netz bestimmen oder mit ihm 
zusammenfallen. Nimmt man aber einen Punkt ¢ von (3¢,,) beliebig 
auf f* an, so kann man die beiden andern immer so wiihlen, dass das 
Letztere nicht eintritt, es miisste denn die Polare von ¢ fiir k,? ein 
Theil von f* sein. Sehen wir hiervon ab, so kann man immer ein 
Kegelschnittnetz construiren, dessen Tripeleurve f* ist; denn f? hat 
mit der Tripeleurve des (k,?, k,?, k,?) neun Punkte gemein, die nicht 
Schnittpunkte zweier Curven 3. Ordnung sein kénnen, da dreimal sechs 
von ihnen auf einem Kegelschnitte liegen, ohne dass die iibrigen drei 
in gerader Linie liegen. 

Die f* erzeugenden collinearen Systeme werden jetzt einmal da- 
durch erhalten, dass man je zwei Geraden g,, g, einander zuordnet, 
die Polaren desselben Punktes » in Bezug auf zwei feste Kegelschnitte 
k,? und k,* des Netzes sind, das andere Mal aber je zwei Geraden 
91» J2 einander entsprechen liisst, die Polaren zweier festen Punkte 
41> 2 in Bezug auf denselben Kegelschnitt kh? des Netzes sind. So 
erhalt man die beiden conjugirten Netze collinearer Systeme (C) und 
(G). Nach unserer Construction miissen dieselben aber in diesem Falle 
in einander iibergehen. Es findet dies in der bekannten Thatsache 
seinen Ausdruck, dass das Netz (k,*, k,?, k,*) das Netz erster Polaren 
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tir eine Curve 3. Ordnung ist, deren Hesse’sche Curve /f* ist, dass 
aiso die Polare von » in Bezug auf den Polarkegelschnitt k,? von q, 
identisch ist mit der Polare von g, in Bezug auf den Polarkegelschnitt 
k? von ». Ich begniige mich hiermit darauf hingewiesen zu haben, 
wie auch die Erzeugung der Curven 3. Ordnung durch collineare Systeme 
bei consequenter Verfolgung aller dabei auftretenden Fragen von selbst 
auf deren Polarentheorie fiihrt. 

Als Ergebniss dieses Paragraphen erhalten wir: 

II. Jede ebene Curve 3. Ordnung f* lisst sich einfach wnendlich 
oft durch ein Paar von conjugirten Netzen collinearer Systeme (C) und 
(@) erzeugen. Hierbei kommt es dreimal vor, dass die Systeme (C) und 
(G) in einander iibergehen. Dann gehen auch die Tripel (3¢) und (34) 
sich selbst entsprechender Punkte je zweier Systeme der beiden Netze in 
einander tiber und sind die gemeinsamen Tripel einander conjugirter 
Punkte je zweier Kegelschnitte eines Kegelschnittnetzes. Die collineare 
Zuordnung der erzeugenden Systeme erhilt man dadurch, dass man ent- 
weder je drei Geraden einander zuordnet, die Polaren desselben ver- 
dinderlichen Punktes in Bezug auf drei feste Kegelschnitte des Netzes 
sind, oder drei solche, die Polaren dreier festen Punkte in Bezug auf 
denselben variablen Kegelschnitt des Netzes sind. Zwei conjugirte Punkte 
c, § sind einander in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes conjugirt; 
die drei den Punkten einer Geraden conjugirten Punkle bilden ein 
Tripel (3¢) oder (39). 

Ueber die Schlaefli’sche Doppelsechs. 


| Die sechs Geraden g und ¢ der F'’, welche mit den beiden er- 
' zeugenden Netzen der (c) und (g) derselben zusammenhiingen (§ 2, IT) 
und die bekannte Schlaefli’sche Doppelsechs bilden, besitzen eine 
Kigenthiimlichkeit , die den Geometern bisher entgangen zu sein scheint; 
; je zwei conjugirte derselben sind nimlich reciproke Polaren in Bezug 
auf dieselbe Fliiche 2. Grades. Zum Beweise dieses Satzes muss ich 
einen liingeren Excurs in die Theorie der Flichen 2. Grades machen. 

Wir wollen zwei Gerade einander in Bezug auf eine Fiche 
2. Grades F? conjugirt nennen, wenn die eine die reciproke Polare 
der andern trifft. Dann gilt folgender Satz: 

I. Enthdlt die erste Erzeugung [g]\ einer Fliche 2. Grades G? ein 
Tripel einander conjugirter Strahlen in Bezug auf eine Fliche 2. Grades 
F?, so enthdlt sowohl diese Erzeugung [g| als die zweite Erzeugung 
[9°] von G? eine einfach unendliche Schaar solcher Tripel.*) 


*) §. H. Vogt: ,,Ueber ein besonderes Hyperboloid“, Borchardt’s Journal, 
Bd. 86, 8, 301, wo dieser Satz fiir den Fall, dass Y'? der imaginiire Kugelkreis 
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Sind nimlich g,, 9,, 9, die Geraden dieses Tripels, so treffen ihre 
reciproken Polaren ¢,, ¢,, ¢, die Geraden g, und g,, g, und g,, g, und 
g, resp. Nennen wir daher C? die G* reciproke Polare und c' die 
gemeinsame Curve von G*-und C*, so haben wir ein der c* ein- 
geschriebenes Sechseck, dessen Seiten abwechselnd der Erzeugung [9] 
von G? und |{c] von C? angehéren. Daraus folgt aber, dass es eine 
einfach unendliche Schaar solcher Sechsecke geben muss. Denn pro- 
jicirt man die Figur aus einem Punkte f der c! auf eine Ebene S, so 
erhalt man ein einer Curve 3. Ordnung s* eingeschriebenes Sechseck, 
dessen Seiten abwechselnd durch zwei feste Punkte g’ und ¢ von s* 
gehen. Es muss also nach einem bekannten Satze von Steiner*) 
einfach unendlich viel solehe Sechsecke geben. Die Verbindungslinien 
je zweier gegeniiberliegenden Ecken dieser Sechsecke gehen durch 
einen festen Punkt von s*, den dritten Schnittpunkt der Verbindungs- 
linie von g° mit dem Tangentialpunkte von ¢. Es miissen also auch 
die Verbindungslinien gegeniiberliegender Eckpunkte der der c' ein- 
geschriebenen Sechsecke einer durch c* gehenden Fliche 2. Grades 
angehéren. Ordnet man nun jedem Punkte von c‘, in welchem sich 
die Erzeugenden g und ¢’ schneiden, den Schnittpunkt ihrer reci- 
proken Polaren ¢ und g” zu, so liegen die Verbindungslinien der so 
zugeordneten Punkte auf einer Flaiche 2. Grades. Denn die Projectionen 
der Geraden c’, g’; c’, g" auf S bilden zwei Paare conjugirter Strahlen, 
woraus leicht folgt, dass die Projectionen jener Verbindungslinien 
durch den Pol von q'¢ in Bezug auf den Kegelschnitt (¥?, S) gehen 
miissen. Die Fliiche dieser Verbindungslinien selbst mnss nun mit 
der Fliche der Verbindungslinien je zweier gegeniiberliegender Eck- 
punkte jener der c! eingeschriebenen Sechsecke identisch sein, weil 
sie mit ihr drei Geraden derselben Erzeugung gemein hat. Daraus 
folgt, dass je zwei gegeniiberliegende Seiten der Sechsecke reciproke 
Polaren sind; hiermit ist der erste Theil des Satzes I. bewieseu. 

Man zeigt aber zweitens leicht, dass die Geraden der Erzeugung 
[g'] von G*, welche durch die Punkte (g,, ¢;), (G2, €;), (gs, 2) gehen, 
ebenfalls ein Tripel einander in Bezug auf F? conjugirter Strahlen 
bilden. Denn ist g,’ die Erzeugende durch (g,, ¢,), so muss ihre reci- 
proke Polare c,’ in der Ebene [e,, g,] liegen und dort die c, in (¢,, g,), 


im Unendlichen, ausgesprochen ist. Da sich jedoch der allgemeine Satz aus dem 
speciellen nicht ableiten liisst, so musste ich einen ausfiihrlicheren Beweis des- 
selben geben. 

*) S. Steiner, Crelle’s Journal, Bd. 32, p. 425, und Clebsch, ib. Bd. 63, 
p. 94. Ich bemerke, dass ich den Beweis, soweit er mit den Steiner’schen 
Polygonen zusammenhiingt, nur skizzirt habe. Eine geometrische Theorie der- 
selben habe ich wit meinem Freunde A. Hurwitz ausgearbeitet, aber noch nicht 
veréffentlicht. 
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die g, in (gy, ¢,) treffen, weil g,’ i. A. nicht in der Ebene [g,, ¢,] 
liegt; also trifft ¢,’ die g,’ und g, etc. Hiermit ist also auch der 
zweite Theil des Satzes I. bewiesen. 

Haben wir nun umgekehrt auf einer G* drei Gerade g,, g,, 9s 
und auf einer C* drei Gerade c¢,, ¢,, ¢, so, dass g, die ¢, und ¢,, gy 
die c, und ¢,, g, die ¢, und ¢, schneidet, so giebt es eine Fliche 
2. Grudes F?, in Bezug auf welche g, und c,, g, und ¢,, g, und ¢, 
reciproke Polaren sind. Ordnen wir niimlich den Punkten (g,, ¢,), 
(g), ¢) die Ebenen fc, 92], [¢), 95] und den Punkten (c,, 92), (Cr 9s) 
die Ebenen |g,, ¢], [g,,¢,] als Polaren zu, so bilden alle dadurch 
bestimmten Fliichen 2. Grades ein Biischel (oder eine Schaar) durch 
‘ein windschiefes Vierseit, dessen Ecken und Seitenflichen die Doppel- 
elemente der durch jene Zuordnung auf g, und c, bestimmten Invo- 
lutionen sind. Dem Punkte (g,,¢,) eutsprechen daher in Bezug auf 
alle diese Fliichen Polarebenen durch die Verbindungslinie der Punkte 
(Gy, €2) und (¢,, g,); eine soleche Ebene ist [c,,g,]. Ordnen wir diese 
also dem Punkte (g,,¢,) als Polare zu, so ist dadurch eine I’? be- 
stimmt, in Bezug auf welche auch g, und ¢,, g, und ¢, reciproke Po- 
laren sind. 

Sei 9;',9o',93 irgend ein Tripel einander in Bezug auf F’? conjugirter 
Geraden auf der zweiten Erzeugung [g'| von G? und ¢,’,, ¢,, ¢,' ihre 
reciproken Polaren auf C*, so bilden die 12 Geraden: 


, , , 
Dir Jr» Isr 1» “ar % 5 

, , ’ 
Cir Co, Cy Dry Jor Is 


l die bekannte Gruppirung der Schlaefli’schen Doppelsechs. Gehen 
wir nun umgekehrt von den Geraden: 


p . 
Jir Goo Is» Gro Iss Ios 
Cry Cay Cyy Cyy Cy, Cy 


der Schlaefli’schen Doppelsechs der F’* aus, welche die Erzeugung 


durch die Netze der (c) und (gq) liefert, so bestimmen, wie wir eben 
a , , wi 
3 gezeigt haben, die Geraden g,,g,, 93 und ¢,, ¢,,¢, eine F?, in Bezug 
, auf welche sie reciproke Polaren sind. Die g, gehért nun der zweiten 


Erzeugung [c’} von C? an und bestimmt die Geraden ¢, und ¢, ein- 
deutig dadurch, dass sie diejenigen Geraden der Erzeugung [g'] von 
* G? sein miissen, welche durch die Schnittpunkte von G? mit g, gehen. 
Durch ¢, und ¢, sind ebenso g, und g, und durch diese c, bestimmt. 
;, Man sieht also, dass das Tripelpaar g,, 95,953 Cy) €s, C mit einem 
der Tripelpaare ¢,’, ¢,’, ¢;'; 9), 92,93 identisch sein muss, weil es aus 
g, ebenso eindeutig construirt wird, wie dieses aus ¢,’. Hieraus folgt 
der Satz: 
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I. Die conjugirten Geraden einer Schlaefli’schen Doppelsechs 
einer Fiche 3. Ordnung sind reciproke Polaren in Bezug auf dieselbe 
Fliiche 2. Grades F.*) 


§ 6. 
Ueber eine zu einer Fliche 3. Ordnung gehérige Fliche 3. Classe. 


Wir haben in § 3. gesehen, dass die conjugirten Netze der F° 
erzeugenden Ebenenbiindel (c) und (9) auf einer Ebene F zwei con- 
jugirte Netze collinearer Systeme (C) und (G@) bestimmen, welche die 
Schnittcurve /? von F' mit F? erzeugen. Es liegt nun die Frage 
nahe, ob die Netze der (C) und (@) im Besonderen in einander iiber- 
gehen kénnen. Da dann auch die Tripel (3c) und (39), in welchen 
F’ von den Curven c® und g* getroffen wird, in einander iibergehen 
miissen, so erhilt man solche Ebenen J’ einfach dadurch, dass man 
durch irgend drei der fiinf Schnittpunkte einer c* mit einer g* Ebenen 
legt. Durch zwei der Punkte ¢,,¢,, in welehen eine beliebige Gerade 
p die F® trifft, geht nun eine c* und eine g*, deren drei weitere 
Schnittpunkte mit p verbunden die drei Ebenen FF’ durch p liefern; 
denn diese Ebenen miissen auch von der Curve c* und g® durch den 
dritten Schnittpunkt ¢, und durch ¢, resp. c. in demselben Punkte ge- 
troffen werden. Die Ebenen J’ umbhiillen also eine Fliche 3. Classe 0°, 
Nun enthilt aber ©* die 6 Geraden g und die conjugirten c. Denn 
irgend eine Ebene durch g trifft /* nech in einem Kegelschnitte, der 
mit der conjugirten c eine Curve c* bildet; irgend eine g* aber schneidet 
diese Ebene in drei Punkten dieses Kegelschnittes. Daraus folgt auf 
Grund von § 5., II., dass ®* die reciproke Polare von F* in Bezug 
auf die dort definirte J? ist. 

Die Curve /* ist also jetzt Tripelcurve eines Kegelschnittnetzes 
(k*), und zwar werden die Polaren der Punkte von F’ in Bezug auf 
die Kegelschnitte i? durch die Biindel (c) und (9) ausgeschnitten, so- 


*) Das Product der zu den 36 Schlaefli’schen Doppelsechsen von F'* ge- 
hérigen 36 FI’? ist also eine Covariante von F*. Ist F3 die sogenannte Diagonal- 
fliiche : 

P+@t+r+s+e—0, 
wo p=q=—r=s=t=0 fiinf Ebenen sind, die der Identitit: 
p+atr+s+t=0 


geniigen, so enthilt diese Covariante den rationalen Factor: 


P+e+r+se+e—o, 
welcher der Doppelsechs entspricht, die tibrig bleibt, wenn man von den 27 Ge- 
raden der #’? die 15 Diagonalen der Vierseite, welche von je vier Ebenen auf 
der fiinften bestimmt werden, ausschliesst. Siehe Clebsch, das Fiinfseit und die 
Gleichung 5. Grades. Mathem. Ann. Bd, IV, p. 332. 
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dass jedem Kegelschnitte k* ein Punkt ¢ und ein Punkt g als Centrum 
je eines solchen Biindels entspricht; es wird also hierdurch gleichzeitig 
eine eindeutige Transformation von F in sich selbst vermittelt. Der 
Kegelschnitt, in welchem F von F* geschnitten wird, gehért eben- 
falls dem Netze (Kk?) an, weil die Punktepaare, in welchen J’ von je 
zwei conjugirten Gerader. g und ¢ getroffen wird, auch in Bezug auf 
(k?) conjugirt sind; diesem Kegelschnitte entspricht der Pol f von F’ 
in Bezug auf F'?. Die Polaren p der sechs Schnittpunkte der Geraden 
e mit J’ in Bezug auf einen Kegelschnitt von (k*) treffen namlich die 
conjugirten Geraden g und bestimmen mit ihnen sechs Ebenen, welche 
durch den diesem Kegelschnitte entsprechenden Punkt ¢ gehen, welcher 
Punkt offenbar fiir den Kegelschnitt (#'*, J’) der Pol von /’ in Bezug 
auf F’? ist. 

Betrachtet man den einem Kegelschnitte k? von (k*) zugehérigen 
Punkt ¢ als Pol fiir eine durch k? gehende Fliiche 2. Grades C*, so 
ist hierdurch jedesmal ein Flichenbiischel 2. Grades bestimmt. Greift 
man aus irgend drei derselben, fiir welche die Kegelschnitte k* nicht 
demselben Biischel angehéren, je eine Flaiche heraus C,*, C,*, C,*, so 
bestimmen diese drei Flichen ein Flichenbiindel 2. Grades, in Bezug 
auf welches den Punkten von J’ die Punkte von /’* conjugirt sind.*) 
Alle diese Flichenbiindel bilden offenbar ein Flichengebiisch 2. Grades, 
dessen Kernfliche aus /’ und F’* besteht. Die Erzeugung der F'% 
durch die Biindel (g) liefert ein eben solches Flichengebiisch; beiden 
gehért /’? an. Wir haben also folgenden Satz: 

I. Jedes Netz der eine F° erzeugenden collinearen Ebenenbiindel 
(c) lésst sich auffassen als das Netz der Biindel von Polrebenen der 
Punkte einer Ebene F in Bezug auf die F lichen 2. Grades eines 
Biindels. Derselben Ebene I’ gehiren dreifach unendlich viel solche 
Fliichenbiindel 2. Grades zu, welche demselben Fliichengebiisch 2. Grades 
angehiren, dessen Kernfliche aus F und F° besteht. Alle diese Ebenen 
umhiillen fiir eine gegebene Erzeugung und die ihr conjugirte dieselbe 


Fliche 3. Classe 0°, welche die reciproke Polare von F'* in Beeug auf 


eine Fliiche 2. Grades F? ist, die allen zu den Ebhenen F' gehorigen 
Fliichengebiischen 2. Grades gemeinsam ist. 


g 7. 
Die Erzeugung einer Raumcurve 6. Ordnung vom Geschlechte 3 durch 
vier collineare Ebenenbiindel. 
Wir betrachten nunmehr das Erzeugniss von vier collinearen 


Ebenenbiindeln (c,), (cs), (¢3), (cy). Je drei derselben erzeugen eine 


*) Es folgt hieraus eine einfache Construction der Pole, deren Polarkegel- 
schnitte die &? sind. Siehe § 4. 
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Fliche F'* und aus der Abbildung irgend einer derselben auf eine Ebene 
E (§ 2., Ill.) ergiebt sich leicht, dass das Erzeugniss der vier Ebenen- 
biindel eine Raumcurve 6. Ordnung c® mit 7 scheinbaren Doppel- 
punkten ist; sie kann i. A, auf keiner Flache 2. Grades liegen. 

Sind F’,3, #,', F,°, #,° die durch je drei der 4 Biindel erzeugten 
Flaichen 3. Ordnung, so wird c® auch durch irgend vier collineare 
Biindel der dadurch bestimmten Netze erzeugt, vorausgesetzt dass sie 
nicht selbst demselben Netze angehéren. Man -kann so jeden Punkt 
des Raumes zum Centrum eines die c*® erzeugenden Ebenenbiindels 
machen. Die Flichen F’,*, /’,> haben niimlich ausser der c* die durch 
die beiden Biindel (c,) und (c,) erzeugte Raumeurve 3. Grades ¢,3 ge- 
mein. Die Biindel (c,) und (c,) bestimmen ferner ein Biischel von 
collinearen Ebenenbiindeln, und jedes Biindel desselben erzeugt mit 
den beiden Biindeln (c,) und (c,) eine Fliche 3, Ordnung, die durch 
e* und ¢,3 geht. Durch jeden Punkt c des Raumes geht eine solche 
Fliche; denn in ¢ schneiden sich zwei entsprechende Ebenen G, und 
G, der beiden Biindel (c,) und (c,); die diesen in den Biindeln des 
durch (c,) und (c,) bestimmten Biischels entsprechenden Ebenen bilden 
ein Biischel, von dem i. A. nur eine Ebene durch ¢ geht; diese be- 
stimmt das Riindel, welches mit (c,) und (c,) die durch e*, ¢,3 und ¢ 
gehende Fliche 3. Ordnung erzeugt. In dem dadurch bestimmten 
Netze von collinearen Ebenenbiindeln giebt es eins (c) mit dem Centrum 
c, das mit irgend drei der vier urspriinglichen Biindel ebenfalls die ¢* 
erzeugt. 

Die Eindeutigkeit der Construction erleidet nur dann eine Aus- 
nahme, wenn die Secante von c an ¢,3 gerade die Axe des den Ebenen 
G, und G, in den Biindeln des durch (c,) und (c,) bestimmten Biischels 
entsprechenden Ebenenbiischels ist. Dann ist offenbar ¢ ein Punkt 
von ¢® und ist also Centrum von unendlich vielen collinearen Ebenen- 
biindeln, welche c® erzeugen. Irgend zwei derselben bestimmen ein 
Biischel, welches alle diese Biindel enthalt; denn existirte noch irgend 
ein anderes solches Biindel mit dem Centrum c, so miisste dieses mit den 
Biindeln des Biischels einen Kegel 3. Ordnung erzeugen, dessen Centrum 
¢ ein dreifacher Punkt von c® sein wiirde. Unter den Biindeln des 
Biischels giebt es drei specielle, welche in Ebenenbiischel degeneriren 
(§ 1., II]. Die Axen e dieser Biischel sind dreifache Secanten der c’. 
Jedes dieser speciellen Biindel erzeugt nimlich mit (c,) und (c,) eine 
F’*, welche die Gerade ¢ enthalt und mit der F,° und F,,° ausser der 
e® noch die 3, gemein hat. Da nun ¢ mit dieser als einer Curve c® 
keinen Punkt gemein hat, so muss sie mit c® drei Punkte gemein 
haben. Wir sehen also gleichzeitig, dass die sechs Geraden ¢ jeder 
durch ¢® gehenden F'* dreifache Secanten der c® sind. Da nun jede 
soleche F’* mit der Fliiche der dreifachen Secanten ausser diesen sechs 
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Geraden ¢ und der dreifach zu ziihlenden c® keine weiteren Punkte 
gemein hat, so ist diese Fliche FS 8. Ordnung. 

Durch irgend drei Punkte des Raumes geht also eine oder ein 
Biischel von Flaichen 3. Ordnung, welche c* enthalten. 

Wird festgesetzt, welche Ebene G des Raumes einer Ebene G, 
von (c,) entsprechen soll, so ist damit im Allgemeinen auch das zur 
Erzeugung der c® gehérige Ebenenbiindel (c) bestimmt, welchem G 
angehdrt. Treffen sich niimlich die entsprechenden Ebenen G, und 
G, von (c,) und (c,) mit G in g, so geht durch g eine Fliche F° 
des durch die Curve c¢, bestimmten Biischels. In dem dadurch be- 
stimmten Netze von collinearen Ebenenbiindeln vicbt es im Allge- 
meinen nur eins (c), in welechem der G, von (° ie G entspricht. 
Nur wenn g ein Punkt von c® ist, ist jeder Punkw des Kegelschnittes 
durch die tbrigen fiinf Schnittpunkte von G mit c® Centrum eines 
gesuchten Biindels; denn eine F’* durch c, und zwei Punkte desselben 
enthilt den Kegelschnitt ganz, schneidet also G noch in einer Ge- 
raden g. 

Je drei Flichen F'* durch c* haben daher im Allgemeinen nur 
noch einen Punkt gemeinsam. Die drei Fliichen sind niimlich durch 
ihre erzeugenden Biindel eindeutig auf einander bezogen. Ist nun G 
die Verbindungsebene irgend dreier entsprechender Punkte 9g, g, 9”, 
so giebt es einen Punkt c auf derselben so, dass im Biii lel (c) den 
einander entsprechenden Ebenen der die drei F’* erzeugenden Biindel 
durch g, 9’, 9 die Ebene G entspricht. Dieser Punkt ¢ ist den drei 
Flichen gemeinsam; denn das Biindel (c) erzeugt mit je zwei Biindeln 
auf den drei Flichen, deren Centrum mit g, 9’, g” resp. nicht auf der- 
selben c* liegen, Flichen 3. Ordnung durch c*, die mit jenen drei 
Flichen identisch sein miissen, weil sie noch g, g, g’ resp. enthalten. 
Haben die drei Flichen ausserhalb c* mehr als einen Punkt gemein- 
sam, so gehen sie offenbar durch dieselbe ce’. 

Irgend zwei Fliichen F’* durch c® haben immer eine soleche Raum- 
curve 3. Grades c> gemeinsam. Alle durch c’ gehenden Flichen 3. Ord- 
nung bilden also ein lineares System 3. Stufe, das wir ein Flichen- 
gebiisch 3. Ordnung nennen wollen. 

Entsprechend nun nennen wir die Gesammtheit der c® erzeugen- 
den Ebenenbiindel ein Gebiisch collinearer Ebenenbiindel, welches die 
c® erzeugt, Es besteht aus dreifach unend!ich vielen Netzen, von denen 
je drei ein Biindel gemein haben. 

Wir haben also folgenden Satz: 

I. Vier collineare Ebenenbiindel erzeugen eine Raumcurve 6. Ord- 
nung c° mit 7 scheinbaren Doppelpunkten. Dieselbe c° wird durch ein 
Gebiisch collinearer Ebenenbiindel erzeugt. Dieses Gebiisch enthilt drei- 
[ach unendlich viel Netze collimearer Ebenenbiindel, von denen je drei em 
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Biindel und je zwei ein Biischel von Biindeln gemein haben. Jeder 
Punkt des Raumes ist Centrum eines Biindels des Gebiisches; nur die 
Punkte von c® sind Centren eines Biischels von Ebenenbiindeln. Jedes 
dieser Biischel enthdlt drei specielle in Ebenenbiischel degenerirende 
Biindel, deren Axen c dreifache Secanten der c® sind. Diese dreifachen 
Secanten liegen auf einer Fliche 8. Ordnung F°. 

Einer Ebene G, von (c,) entsprechen in den Bindeln des c® er- 
zeugenden Gebtisches successive alle Ebenen des Raumes. Ordnet man 
also je zwei Ebenen G und G’ einander zu, welche zweien Ebenen 
G, und G,’ von (c,) in demselben Biindel (c) des Gebiisches entsprechen, 
so erhailt man zwei collineare riumliche Ebenensysteme £ und Y 
(§$ 1., Il. und § 2., L). Die Ebenen von (c,) liefern so ein Netz von 
collinearen riiumlichen Ebenensystemen, jedes Ebenenbiischel desselben 
ein Biischel solecher Systeme, und je zwei dieser Biischel haben ein 
System gemein. Dieses Netz steht natiirlich zu c® in wesentlichen 
Beziehungen. Ks ist c® erstens der Ort derjenigen Punkte, in welchen 
sich Biischel entsprechender Ebenen oder entsprechende Strahlen irgend 
dreier Systeme des Netzes treffen; denn jeder Ebene G, von (c,) ent- 
spricht in dem Biischel von Biindeln (c), welche in einem Punkte ¢ 
von c® ihr Centrum haben, ein Biischel von Ebenen mit der Axe durch c. 
Daraus folgt leicht, dass c* zweitens der Ort der Quadrupel (49) sich 
selbst entsprechender Punkte je zweier Systeme des Netzes ist. Wir 
iibergehen den leicht zu fiihrenden Beweis, dass irgend drei collineare 
riiumliche Ebenensysteme ein solches Netz bestimmen, also eine c® 
erzeugen, welche auch durch ein Gebiisch collinearer Ebenenbiischel 
erzeugt werden kann; wir nennen das Netz und das Gebiisch wiederum 
einander conjugirt. Wir haben also folgenden Satz: 

lI. Drei collineare riiumliche Ebenensysteme erzeugen eine Raum- 
curve 6. Ordnung als Ort derjenigen Punkic, in welchen sich Biischel 
_entsprechender Ebenen der drei Systeme treffen.. Dieselbe Curve wird 
durch ein Netz collinearer réiumlicher Systeme erzeugt und ist der Ort der 
Quadrupel sich selbst entsprechender Punkte je zweier Systeme dieses Netzes. 
Die Ebenen, welche irgend einer Ebene eines Systemes in allen Systemen 
entsprechen , bilden ein Gebiisch collinearer Ebenenbiindel, die also eine 
zu der Erzeugung durch das Netz conjugirte Erzeugung der c° liefern. 

Wir fragen zuletzt nach der Mannigfaltigkeit der Curven c®. Jede 
der beiden Erzeugungen gestattet die Frage zu beantworten. Um 
nimlich das Biindel (c,) auf die Biindel (¢,), (c,), (cy) collinear zu 
beziehen, sind, sobald die im Raume ja ganz beliebigen Centren fixirt 
sind, je-8, im Ganzen also 24 Bedingungen néthig; die Curven c® 
bilden also eine 24-fache Mannigfaltigkeit. Dasselbe Resultat liefert 
auch die zweite Erzeugung. Um die Systeme £’ und £” auf das System 
= collinear zu beziehen sind je 15, alsa im Ganzen 30 Bedingungen 
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ndthig; da es aber in dem c® erzeugenden Netze collinearer Systeme 
sechsfach unendlich viel Gruppen von je drei Systemen giebt, welche 
e® erzeugen, so bilden die c® in der That nur eine 24-fache Mannig- 
faltigkeit. 

Sind von der ersten Erzeugung einer c® bereits die Biindel eines 
Netzes gegeben, soll also c® auf einer gegebenen fliche 3. Ordnung 
liegen und eine bestimmte Erzeugung derselben mit ihr gemein haben, 
so ist sie durch acht Punkte eindeutig bestimmt. Denn nimmt man 
ein Centrum ¢, beliebig ausserhalb F* an, so hat man nur die ein- 
deutige Aufgabe zu lésen, (c,) so collinear auf (c,) zu beziehen, dass 
acht gegebenen Ebenen von (c,) Ebenen durch acht gegebene Strahlen 
von (c,) entsprechen*). Es folgt also der Satz: 

Ill. Die durch ein Gebiisch collinearer Ebenenbiindel oder das ihm 
conjugirte Netz collinearer rdéumlicher Ebenensysteme erzeugten Raum- 
curven 6. Ordnung c® bilden eine 24-fache Mannigfaltigkeit. Auf einer 
gegebenen F’* geht durch acht Punkte nur eine c°, wenn sie gleichzeitig 
eine gegebene Erzeugung der F* enthalten soll. 


§ 8. 


Die eindeutige Abbildung der Curve 6. Ordnung auf die Fliche ihrer 
dreifachen Secanten. Untersuchung gewisser Punktquadrupel auf 
dieser Curve. 


Die Quadrupel (49) sich selbst entsprechender Punkte je zweier 
Systeme des c® erzeugenden Netzes besitzen einige interessante Kigen- 
schaften, die wir jetzt ableiten wollen. Sie sind offenbar auch die- 
jenigen Punkte, in welchen sich je vier Ebenen von irgend vier ent- 
sprechenden Ebenenbiischeln (g,), (g,), (gg), (g,) der vier Ebenenbiindel 
(Cy), (Ce), (C3), (cy) der conjugirten Erzeugung treffen. Sie werden 
also auf c® durch das Netz der Curven g’ irgend einer c® enthaltenden 
F® ausgeschnitten; da nun jede dieser g* mit einer c® von F? auf 
einer Fliche 2. Grades liegt, so erhalten wir die Quadrupel (49) auch 
durch die Flichen 2. Grades des Biindels durch irgend eine Curve c’, 
die irgend zwei Ebenenbiindel des c° erzeugenden Gebiisches bestimmen. 

Je zwei Punkte g von c® bestimmen also ein Quadrupel (49), ein 
Punkt g eine einfach unendliche Schaar. Wir erhalten diese am ein- 
fachsten, wenn wir eine J? durch c® wiihlen, welche eine beliebige 
Gerade g durch g enthialt. Das Biischel der g* auf F* durch g besteht 
aus der Geraden g und den Kegelschnitten, in welchen die Ebenen 
durch die conjugirte Gerade ¢ die F? noch treffen (§ 2., Il). Wir 
erhalten also folgenden Satz: 


*) S. Schréter, Problematis etc. Crelle’s Journal. Bd, 62, p. 1. 
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I. Die Verbindungsebenen der Tripel (39), welche mit einem festen 
Punkte 4 von c® ein Quadrupel (49) bilden, gehen durch eine feste drei- 
fache Secante c¢ von c®, welche die zu 4 conjugirte Secante heissen soll. 
Umgekehrt treffen die Ebenen durch eine feste dreifache Secante c¢ von 
e® die c® noch in Tripeln (39), welche mit einem festen Punkte 4 von c® 
Quadrupel (44) bilden. 

Dies fiihrt also auf eine eigenthiimliche eindeutige Beziehung der 
Punkte von c® auf die Geraden von F’’.*) 

Der letzte Theil des Satzes ergiebt sich sehr leicht daraus, dass 
die drei dreifachen “ecanten ¢ durch einen Punkt ¢ von c® eine ¢* 
bilden, dass also alle Kegel 2. Grades durch diese drei Geraden c® in 
Quadrupeln (49) treffen; eine Ebene durch zwei dieser Geraden bildet 
nun mit jeder Ebene durch die dritte einen solchen Kegel. Es ergiebt 
sich hieraus gleichzeitig folgende Construction der conjugirten Punkte 
und Geraden: 

If. Die drei dreifachen Secanten durch einen Punkt ¢ von c® sind 
die Kanten eines solchen Trieders, dass jede Seitenfliche desselben die 
c® gum sechsten Male in einem Punkte g trifft, dessen conjugirte Secante 
die gegeniiberliegende Kante c ist. 

Seien nun ¢,, ¢, ¢, die drei dreifachen Secanten durch ¢ und 
G1» Ge» 93 ihre conjugirten Punkte, to trifft die Ebene G durch diese 
drei Punkte c® noch in einem Tripel (3c). Ein Kegelschnitt k,? durch 
(3c) und gy, g3 bildet nun mit c, eine Curve c*; denn eine Fliche F’* 
durch c®, welche eine Gerade g, in G durch g, enthilt, hat c, zur 
conjugirten Geraden. Es werden also alle Flichen 2. Grades durch ¢, 
und k,?, die c® in Quadrupeln (49) treffen; dasselbe gilt von den Fltichen 
2. Grades durch ¢, und k,?, ¢, und k,?. Da nun die drei Kegelschnitte 
k,*, k,?, k,? nicht ohne zusammenzufallen, also tiberhaupt nicht dem- 
selben Biischel angehéren kénnen, so bilden die Punkte c+ (3c)—(4¢) 
mit jedem Quadrupel (49) 8 associirte Punkte. 

Nun gilt folgender Satz: 


Ill. Liegen auf einer Fliche 3, Ordnung F* acht associirte: Punkte 
(89), so treffen die Schnittcurven je zweier Flichen 2. Grades durch die 
(8g) die F'* noch in je vier Punkten einer Ebene; diese Ebenen bilden 
ein zu dem Flichenbiindel 2. Grades durch die (89) reciprokes Ebenen- 
biindel, dessen Centrum ¢ auf F* liegt.**) 

Jeder Fliiche G? durch die (8g) entspricht also ein Strahl g von 
(c), welecher G* in zwei Punkten von F'* trifft; durch diese beiden 


*) Es folgt hieraus, dass #’* ausser der dreifachen Curve c* keine vielfachen 
Curven mehr enthalten kann, woraus wiederum leicht folgt, dass es keine Ebenen 
giebt, welche c° in 6 Punkten eines Kegelschnittes schneiden. 

**) §. Reye, Math. Ann. Bd. I, p. 455. Bd. II, p. 475. 
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Punkte geht eine g3, und umgekehrt trifft die Secante g von ¢ an irgend 
eine g® die F'* in zwei Punkten, in welchen sie von der entsprechen- 
den G* getroffen wird. Beschreibt g*® ein Biischel durch einen Punkt 
§, so beschreibt die entsprechende G? ein Flachenbiischel und erzeugt 
mit dem Biischel der g*® eine gewisse Curve auf F%, die Schnittcurve 
mit der Flache 4. Ordnung, welche das Biischel der G? mit dem 
Flichenbiischel 2. Ordnung durch die g® und irgend eine c® erzeugt. 
Diese Curve besteht nun aus dieser c> und aus einer ebenen Curve 
3. Ordnung, welche von dem Biischel der G? mit dem ihm entsprechen- 
den Strahlenbiischel in (c) erzeugt wird; der Rest ist also eine Curve 
6. Ordnung, welcher in der Bildebene E (§ 2., III.) eine Curve 4, Ord- 
nung durch die sechs Fundamentalpunkte entspricht. Alle so ent- 
stehenden Curven 6. Ordnung haben nun die Punkte (89) gemeinsam. 
Liegen also von diesen vier auf einer g*, so haben die entsprechenden 
Curven 4. Ordnung in EF vier Punkte einer Geraden gemein, die 
iibrigen vier Punkte miissten also mit den sechs Fundamentalpunkten 
auf einer Curve 3. Ordnung liegen. Dann miissten also die nicht auf 
g* liegenden Punkte der (8g) in einer Ebene liegen, was nicht miglich. 
Hieraus folgt, dass in diesem Falle die Curven 6, Ordnung durch die 
Punkte (8g) in eine zusammenfallen. 

Die Punkte (4¢) bilden nun mit irgend einem Quadrupel (49) acht 
associirte Punkte und es erzeugt folglich jedes Fliichenbiischel 2. Grades 
durch dieselben mit dem entsprechenden Biischel der g* die c°; jede 
Fliche 2, Grades durch dieselben trifft also c® noch in einem Quad- 
rupel (49). Wir erhalten daher den Satz: 


IV. Je zwei Quadrupel (49) bestimmen ein EF liichenbiischel 2. Grades, 
dessen Fliichen auf c° dieselbe Schaar von Quadrupeln (4c) bestimmen. 
Das Tripel (3c), welches mit einem Punkte ¢ von c® ein solches Quad- 
rupel (4¢) bildet, erhalt man dadurch, dass man die drei tibrigen Schnitt- 
punkte von c® mit der Verbindungsebene der den drei dreifachen Secan- 
ten durch ¢ conjugirten Punkte sucht. 


8 9. 


Die mit einem Flichengebiisch 2. Grades verbundene Kegelspitzencurve. 


In. Analogie der fiir die ebenen Curven und die Fliichen 3. Ord- 
nung gewonnenen Resultate stellen wir nun den beiden Erzeugungs- 
weisen von c® entsprechend die Fragen, ob erstens das Gebiisch der 
ce’ erzeugenden collinearen Ebenenbiindel aufgefasst werden kann als 
das Gebiisch der Polarenbiindel einer Ebene F' in Bezug auf die Flichen 
2. Grades eines Gebiisches, und ob zweitens das Netz der die c® er- 
zeugenden collinearen riiumlichen Ebenensysteme aufgefasst werden 
Q* 
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kann als das Netz der Polarensysteme der Punkte ‘des Raumes in 
Bezug auf die Fliichen 2. Grades eines Netzes? 

Im ersten Falle ist offenbar c® der Ort derjenigen Punkte g, welche 
Punkten ¢ von J in Bezug auf alle Fliichen des Gebiisches [G*} con- 
jugirt sind. Die Punkte ¢ in F erfiillen eine Curve 4, Ordnung ce‘, die 
Bildeurve in F' der c® jeder durch c® gehenden F'%. Die Punkte, in 
welchen F' von c® getroffen wird, sind der Definition nach auch Punkte 
von ct; da ihnen also in Bezug auf [G*) wiederum gemeinsame Punkte 
von ¢c® und c* conjugirt sein miissen, so sind sie drei Paare conjugirter 
Punkte in Bezug auf [G*] und sind also die Ecken eines vollstiindigen 
Vierseits. 

Schneidet umgekehrt eine Ebene F' die c® in sechs Eckpunkten 
eines vollstiindigen Vierseits, so ist das Gebiisch der die c® erzeugen- 
den collinearen Ebenenbiindel das Gebiisch der Polarenbiindel der Punkte 
von F in Bezug auf ein Gebiisch [G*]. J’ ist niimlich jetzt eine 
Ebene aller *, welche zu den durch c® gehenden F'? gehdren (§ 6., 1.); 
denn die Ecken je zweier Dreiseite des Vierseits, die eine Ecke gemein 
haben, bilden zwei Tripel (39), die auf einem Kegelschnitte liegen, 
Jede F* bestimmt auf J ein Kegelschnittnetz (k?), und alle diese (k*) 
gehéren demselben Gebiisch [k?] an, weil die gegeniiberliegenden 
Ecken des Vierseits in Bezug auf alle diese (k?) conjugirt sind. Jedem 
Kegelschnitte k? des Gebiisches entspricht ein Ebenenbiinde] (c) des c* 
erzeugenden Gebiisches als Polarenbiindel der Punkte von / in Bezug 
auf die Flichen G* eines Biischels durch k?; irgend vier Fliichen aus 
vier solchen Bischeln, deren Kegelschnitte k? nicht demselben Netze 
angehéren, bestimmen eins der gesuchten Flichengebiische [G*]. Alle 
diese Flachengebiische bilden ein lineares System 4. Stufe, welches 
alle zu den durch c® gehenden F* gehérigen F? enthalt (§ 6., 1). 
Nun bestimmt jede Ebene /' einer *, die zu einer F'* gehért, ein be- 
sonderes Fliaichengebiisch 2. Grades (§ 6., 1), welches mit einer be- 
liebigen andern Flaiche 2. Grades ein solches System 4. Stufe bestimmt. 
Jenes besondere Flichengebtisch oder die Ebene F’ bestimmt also auf 
F® eine ftnffache Mannigfaltigkeit von Curven c*®, welche F in den 
sechs Eckpunkten eines vollstindigen Vierseits treffen. Solche Curven 
bilden also auf F’* im Ganzen eine siebenfache und im Raume eine 
23-fache Mannigfaltigkeit; sie sind daher speciell und sollen mit dem 
besonderen Namen Kegelspitzencurven bezeichnet werden. 

In der That gehen durch jede solche Kegelspitzencurve c* und 
die ihr conjugirte c* die Kernfliichen F'‘ der vierfach unendlich vielen 
Flichengebiische 2. Grades [G?]. Ist K? der Kegel von [G*], welcher 
seine Spitze in einem Punkte ¢ von c* hat, so ist die Polargerade ¢ 
von F' in Bezug auf K? eine dreifache Secante von c*; denn sie trifit 
F* in Punkten, denen in Bezug auf [G*] Punkte von F’ conjugirt 
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sein miissen. Dem Punkte ¢ ist dann in Bezug auf [G?] der der Secante 
¢ conjugirte Punkt g von c® conjugirt (§ 8., 1.). Denn ¢ und g sind 
einander conjugirt in Bezug auf alle F?, die zu den durch ¢ und c® 
gehenden F’* gehéren; diese gehéren aber dem durch [k?] bestimmten 
linearen Flaichensysteme 4. Stufe an, in Bezug auf dessen Flichen 
einem Punkte g von c® ein fester Punkt ¢ von c* conjugirt ist. 

Ks ist also c! diejenige Curve, in welcher F' von der Flaiche der 
dreifachen Secanten F'* ausser den das Vierseit bildenden Secanten 
geschnitten wird. J’* muss die /’* ausser der dreifach zu zihlenden 
e® und der c‘ noch in einer Curve 10. Ordnung schneiden, welche 
offenbar aus zehn Geraden besteht. Jede dieser Geraden ¢ ist Axe 
eines in [G*] enthaltenen Ebenenpaares, Jedem Geradenpaare von [k?] 
ist nimlich als Polarenbiindel in dem c*® erzeugenden Gebiisch ein 
Ebenenbiindel (c) zugeordnet, dessen Centrum der Schnittpunkt der 
beiden Geraden ist, sodass alle hierdurch bestimmten G? in den Punkten 
dieser beiden Geraden gegebene Ebenen durch dieselben berthren. 
Soll unter diesen G? ein Kegel sein, d. h. ist ¢ ein Punkt von c‘, so 
muss also das Ebenenbiindel (c) in das Ebenenbiischel (c) degeneriren, 
sodass jedem Punkte von ¢ dasselbe Geradenpaar in [k*| zugeordnet 
ist. Liegt also c auf F'4, so sind alle Kegel von [G*], deren Centren 
auf ¢ liegen, mit dem Ebenenpaare durch c¢ und das Geradenpaar 
identisch. 

Wir haben also folgenden Satz: 

I. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
eine c° erzeugende Gebiisch von collinearen Ebenenbiindeln das Gebiisch 
von Polarbiindeln der Punkte einer Ebene F in Bezug auf die Flichen 
2. Grades eines Gebiisches |G*| ist, ist die, dass F' die c® in den sechs 
Eckpunkten eines volistindigen Vierseits trifft. Es ist dies eine Be- 
dingung fiir die c®, sodass alle solche c® noch eine 23-fache Mannigfaltigheit 
bilden. Ist die Bedingung erfiillt, so giebt es noch vierfach unendlich 
viel zugehdrige Gebiische [G*]; im jedem derselben giebt es zehn Ebenen- 
paare, deren Axen dreifache Secanten von c® sind. Diese dreifachen 
Secanten treffen F' in einer Curve c', durch welche sowie durch c® die 
Kernflichen F' aller dieser Fliichengebiische |G?) gehen. 


§ 10. 
Die Kerncurve eines Flachennetzes 2. Grades. 


Soll zweitens das Netz der eine c* erzeugenden collinearen rium- 
lichen Ebenensysteme das Netz der Polarensysteme der Punkte des 
Raumes in Bezug auf die Flichen 2. Grades eines Netzes (G*) sein, 
ist also c® die Kerncurve dieses Neizes, so sind die Quadrupel (49) 
gemeinsame Quadrupel einander conjugirter Punkte je zweier Flichen 
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des Netzes, es miissen also je zwei Quadrupel (49) acht associirte 
Punkte bilden.*) Bilden umgekehrt irgend zwei und folglich je zwei 
Quadrupel (49) acht associirte Punkte, so ist c® Kerncurve eines 
Flichennetzes 2. Grades. Das erste folgt leicht aus dem Beweise des 
Satzes IV. in § 8.; daraus folgt niimlich, dass die Quadrupel (4c) und 
(4g) jetzt in einander tibergehen miissen, dass also nach § 8., IV. je 
zwei Quadrupel (49) acht associirte Punkte bilden. Die drei Punkte 
g, welche den dreifachen Secanten c durch einen Punkt ¢ von c® con- 
jugirt sind, liegen also jetzt in der ¢ conjugirten Geraden. 

Seien nun ferner (4g,,) und (49,,) irgend zwei Quadrupel (49), 
so bestimmen sie eine Fliche 2. Grades G,?, fiir welche sie Quadrupel 
einander conjugirter Punkte sind. Durch .passende Wahl eines dritten 
Quadrupels (49,,) (vergl. § 4., p. 8) erhilt man ebenso mit (49,,) 
und (49,,) zwei andere Flichen G,? und G,?, welche mit G,? ein Netz 
(G*) bestimmen. Nun kann man (49,,) und (49,,;) immer noch so 
auswihlen, dass sie auf einer c*® liegen; es liegt z. B. jedes Quad- 
rupel (4g) mit dem Quadrupel durch zwei Punkte, welche mit einem 
Punkte von (49) auf derselben dreifachen Secante ¢ liegen, auf einer 
ce’, die aus ¢ und einem Kegelschnitte besteht. Durch c* und c® geht 
ein Biischel von Fliichen 3. Ordnung FS und ebenso durch c® und die 
Kerncurve k* yon (G?) ein Biischel von Flichen K*. Jede K* schneidet 
jede F* ausser c* in einer Curve 6. Ordnung, welche zu derselben 
Erzeugung der F'* gehdrt wie c*, also mit ihr identisch ist, weil sie 
zwolf Punkte mit ihr gemein hat; &® ist folglich ebenfalls mit c 
identisch, also (G*) das gesuchte Flaichennetz.**) 

Die Kerncurven eines Flaichennetzes 2. Grades bilden wie diese 
eine 21-fache Mannigfaltigkeit; in der That bilden die Kerncurven 
auf einer F’° eine fiinffache Mannigfaltigkeit entsprechend den dreifach 
unendlich vielen Netzen, welche zu einer F’ von ©* gehéren. Wir 
haben also den Satz: 

1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
eine c® erzeugende Netz von collinearen riéiumlichen Ebenensystemen das 
Netz von Polarensystemen in Bezug auf ein Flichennetz 2. Grades (G*) 
ist, ist die, dass irgend zwei Quadrupel (49) acht associirte Punkte 
bilden. Dann gehen die Quadrupel (49) und (4c) in einander iiber und 
jedem Punkte y von c® ist die Schnittgerade seiner Polarebenen in Bezug 
auf alle Flichen des Netzes conjugirt. Solche Curven c® bilden eine 
21-fache Mannigfaltigkeit. 


*) §. Hesse, Crelle’s Journal, Bd. 49, p. 279. 

**) Da es zum Beweise auch geniigt hatte, statt (4g),) irgend 4 Punkte zu 
nehmen, die sowohl mit (4g) als mit (49,3) acht associirte Punkte bilden, so ist 
e* als Ort dieser Punkte vollkommen bestimmt. 
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§ 11. 
. Das Polarnetz einer Fliche 3. Ordnung. 


Wir werden zuletzt naturgemiiss auf die Frage gefiihrt, ob eine 
ce gleichzeitig Kegelspitzencurve und Kerncurve sein kann. Wir setzen 
zunichst die Méglichkeit voraus und leiten alle Folgerungen daraus ab. 
Es seien nun ¢,, ¢,, ¢,, ¢, die Seiten des Vierseits in J’, und die auf 
c® liegenden Eckpunkte desselben gj. und g3,, gy3 und go,, §,4 und gos, 
fermet Cy9, C54) C43) Coq) C14» Cog Cie diesen conjugirten Geraden; es gehen 
dann ¢,, durch g,,, ¢,, durch g,, u.s.w. Sind endlich g,, gq, 93) 94 
die den Seiten c¢,, ¢,, ¢,,¢, conjugirten Punkte von c®, so miissen, 
weil c® eine Kerncurve ist, in gerader Linie liegen: 


Gir Ger Joy auf c2, 
i> 3» $o4 auf C13 u. Ss. W. 


Es sind also die 10 Punkte 9,2, 934) Goa» Siar Siss Sear Sr» Geo S32 Ga Und 
die ihnen conjugirten dreifachen Secanten die Ecken und Kanten eines 
volistindigen Pentaeders. 

Sind nun F'* und F,* irgend zwei durch c® gehende Flachen 
3. Ordnung und F? und fF’? die ihnen zugehérigen Flichen 2. Grades, 
so bilden die Polarebenen der Punkte von F in Bezug auf F? und F’,? 
zwei Biindel (7) und (f,) des c® erzeugenden Gebiisches. Dieselben 
sind also collinear auf einander bezogen, und wir denken uns in F’ 
zwei solche collineare Systeme, dass je zwei Punkte einander ent- 
sprechen, welche die Pole entsprechender Ebenen von (f) und (fi) in 
Bezug auf F? resp. F’,* sind. In g,. schneiden sich nun zwei ent- 
sprechende Ebenen von (f) und (f,), deren Pol in beiden Fallen g,, 
ist; der Punkt g,, ist also ein sich selbst entsprechender Punkt der 
beiden Systeme. Dasselbe gilt also auch von den iibrigen Ecken des 
Vierseits in F’, woraus folgt, dass je zwei entsprechenden Ebenen der 
beiden Bindel (f) und (f,) in Bezug auf F? resp. F,? derselbe Pol 
in F entspricht. Sei nun H irgend eine andere Ebene unseres Pen- 
taeders, welche also ebenfalls c* in den 6 Ecken eines -vollstindigen 
Vierseits trifft, und sei (f)) das Biindel der Polarebenen der Punkte 
von H in Bezug auf /*. Die Ebenenbiindel (f) und (h) sind dann 
collinear, wenn man sie dem c® erzeugenden Gebiisch angehérig be- 
trachtet, und die Ebenen F' und H ebenfalls, wenn je zwei Pole ent- 
sprechender Ebenen von (f) und ()) in Bezug auf #” einander zu- 
gewiesen werden. Wie wir eben bewiesen haben, bleibt diese Beziehung 
unverindert, von welcher J’* durch c® wir auch ausgehen mégen. Nun 
verbindet aber jede der 6 Geraden ¢ auf J’* entsprechende Punkte 
von F und H. Wa nun die Geraden ¢ in ihrer Gesammtheit die drei- 
fachen Secanten von c® ausmachen, so gehéren diese dem Axensystem 
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einer Raumcurve 3. Grades (Ebenenbiischel 3. Classe) g* an. Jede 
Ebene durch zwei dreifache Secanten ist Schmiegungsebene von ', 
Da also durch den Punkt, in welchem eine solehe Ebene die c’ zum 
sechsten Male trifft, nur drei Schmiegungsebenen von g* gehen kénnen, 
so liegen in ihr noch zwei dreifache Secanten. Jede Schmiegungsebene 
von g® trifft also c’ in den 6 Eckpunkten eines vollstiindigen Vierseits ; 
diese Ebenen sind folglich allen ®* gemeinschaftlich. 

Die Ebenen von g* gruppiren sich offenbar zu je fiinf zu den 
Seitenfliichen eines vollstiindigen Pentaeders, dessen Ecken auf c® liegen; 
der c‘ in F' ist also eine Schaar vollstindiger Fiinfseite eingeschrieben. 
Je vier Flichen eines solchen Pentaeders bestimmen ein Tetraeder, 
dessen vier Ecken ein Quadrupel (49) bilden, wie z. B. 9), gy, G35 Sy 

Jeder Ebene F’ von g* gehort ein lineares Fliichensystem 2. Grades 
4. Stufe zu, welches alle Flichengebiische enthilt, in Bezug auf welche 
die c* der c* conjugirt ist. Alle diese Systeme enthalten nun das Netz 
(G*) sowohl, dessen Kerncurve c® ist, als diejenigen Flichen F’*, welche 
zu den durch c® gehenden F'* gehéren. Da iiberdies die Polarebenen 
eines Punktes g von c* in Bezug auf die allen Systemen gemeinsamen 
Flichen 2. Grades durch die g conjugirte Secante ¢ gehen miissen 
(s. p. 21), so bilden letztere ebenfalls ein Netz, welches also mit (G?) 
identisch sein muss. In der That bestimmen irgend zwei Tetraeder 
zweier c® eingeschriebenen Pentaeder eine G?, in Bezug auf welche 
den Ebenen von g* als Pole die Punkte einer gewissen c* entsprechen. 
Nun ist die Polarebene G eines Punktes g von c* in Bezug auf G? 
eine Ebene aller ©*, welche zu den durch c*® und c® gehenden F ge- 
héren. Sind niimlich c’, c’, ¢” die drei dreifachen Secanten durch 4g, 
so entsprechen den Ebenen [c’,, c”], [c’, |, [c’, ¢”] in Bezug auf G? 
als Pole drei Punkte von c*, deren Verbindungslinien die reciproken 
Polaren in Bezug auf G? sind, welche also die den Geraden ¢’, c’, c’” 
conjugirten Punkte 9g’, 9’, 9” enthalten miissen; da diese auf einer 
Geraden ¢ liegen, so ist in der That G eine Ebene aller © der durch 
e* und c® gehenden F* (s. § 4., II.). Diese * bilden also eine solche 
Schaar, dass-je eine dieser J’* und eine ° reciproke Polaren fiir G? 
sind; und zwar gehért der F jedesmal diese ®* zu. Denn enthiilt 
eine F’’ z. B. die c’, so muss die conjugirte g’ durch gq’ gehen, ausser- 
dem aber durch zwei Punkte von c’, ist also mit der reciproken Polare 
von c’ fiir G? identisch. G? ist also die F’? fiir alle durch c® und ¢? 
gehenden F'°, 

Den Punkten von F sind in Bezug auf (G?) die Punkte einer 
Fliche 3. Ordnung F* conjugirt, welche g,, 9,, 93, g, zu Knoten- 
punkten hat; denn diese Punkte sind allen Punkten der Geraden 
Cy, Cy, €3, Cy resp. conjugirt. Auf F° gehen also die Curven g* und 
e® sowie die Netze der (g) und (c) in einander iiber. Mit Bezug auf 
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die Bemerkung itiber das Polarsystem einer Curve 3. Ordnung p. 8 
ergiebt sich hieraus sofort, dass (@*) das Netz erster Polaren der 
Punkte von F' in Bezug auf eine Fliche 3. Ordnung ist.*) Die Con- 
struction der einem Punkte » von J’ entsprechenden Fliiche G? ist 
jetzt sehr einfach: Man suche den conjugirten Punkt q von » in Bezug 
auf (G*) und suche in (G?) diejenige Fliche G?, fiir welche q und F 
Pol und Polarebene sind, dann ist G? die erste Polare von ». Jedem 
Punkte ¢ von c entspricht offenbar der Kegel, dessen Spitze der con- 
jugirte Punkt g von c® ist, 

Wir kénnen nun auch leicht die Polarengebiische [G *] construiren, 
denen das Polarennetz (G*) angehért. Durch Annahme von irgend 4 
Kegelspitzen ist nimlich ein Gebiisch [G?] und eine Kernfliche F' 
durch c® und c* bestimmt. Nehmen wir nun diese 4 Spitzen auf den 
4 Seiten eines vollstiindigen Vierseits an, in dessen Ecken c* durch 
eine Ebene H von g* getroffen wird, so enthilt F’‘ diese 4 Geraden. 
Da nun jede derselben Axe eines in |G?] enthaltenen Ebenenpaares 
ist, so ist der Schnittpunkt zweier solcher Geraden ein Knotenpunkt 
von J'4, Es miissen folglich auch die weiteren 6 Secanten durch diese 
6 Knotenpunkte auf F' liegen, also die 10 Eckpunkte des durch H 
bestimmten Pentaeders Knotenpunkte von F"' sein. [G?] muss das 
Netz (G*) enthalten. Es bilden niimlich alle Kegel von [G?*], die ihr 
Centrum in einem solchen Knotenpunkt g’ haben, ein Biischel, fiir 
welches die dreifachen Secanten durch g’ das gemeinsame Tripel ein- 
ander conjugirter Strahlen sind. Da: iiberdies jedem Punkte ¢ von c'* 
in Bezug auf alle diese Kegel der Punkt g von c¢® conjugirt ist, dessen 
conjugirte Secante durch ¢ geht, so gehért der Kegel von (G*), dessen 
Centrum q’ ist, ebenfalls diesem Biischel an. Ordnet man jetzt einem 
Punkte g’ von c® als Polare den Kegel K? von [G?] zu, dessen Centrum 
der conjugirte Punkt ¢ auf c* ist, so ist die Polarebene [g, c’] eines 
Punktes ¢ von ct in Bezug auf K? identisch mit der Polarebene von 
q in Bezug auf die Polare von ¢. Es gilt also fiir den Kegel K? und 
jeden Kegel von (G*) das Gesetz der gemischten Polaren, folglich ist 
[G@*] ein Polarengebiisch, dem das_Polarennetz (@?) angehért.**) Es 
ist hiermit gezeigt, dass das Netz (G*) Polarnetz fiir doppelt un- 
endlich viel Flichen 3. Ordnung ist. Bekanntlich besitzt umgekehrt 
die Kerncurve eines Polarnetzes einer Fliche 3. Ordnung zugleich die 
Kigenschaften der Kegelspitzencurve. Wir wollen jedoch davon unab- 
hingig die Construction von solchen Curven c® geben. 


*) Siehe Toeplitz, tiber ein Flichennetz 2. Ordnung, Math. Ann, Bd. XI, 
p. 434, wo die Literatur vollstindig angegeben ist. 

**) Siehe Thieme, die Definition der geometrischen Gebilde durch Con- 
struction ihrer Polarsysteme. Zeitschrift f. Math. u. Phys. XXIV, p. 224, 
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Ist g, ein Punkt einer c* auf einer F’* und schneidet die Polarebene 
F, in Bezug auf die zugehérige F? die c* in 9,, 93, 9,, 80 bilden die 
Pankte 4), 92; 43, ein Quadrupel einander fiir ’? conjugirter Punkte. Es 
ist niimlich jeder Punkt von (/';, /*) ein Punkt eines Tripels (3) von 
einander fiir /'? conjugirten Punkten, weil J’, eine Ebene von © ist; 
dasselbe gilt also auch von g, und die beiden andern Punkte dieses 
Tripels liegen auf der Geraden (F',, F’,). Sind g,',4, diese beiden Punkte, 
80 bilden 9,, go, Qs) 9, ein Quadrupel einander fiir /’? conjugirter Punkte, 
d. h. g,’ und g,’ liegen auf der durch g, und g, bestimmten c’, sind also 
mit g, und g, identisch. Die Geraden 9, 9., 9:93) 92, treffen daher 
die F'* zum dritten Male in Punkten g,,, 9,3, 92, einer Geraden. Daraus 
folgt, dass die 6 Kanten des Tetraeders (9,, 92, 93, 9,) die F’? noch 
in den 6 Eckpunkten eines vollstindigen Vierseits einer Ebene F treffen; 
F, F,, F,, F,, F, bilden daher ein der F’* eingeschriebenes voll- 
stiindiges Pentaeder. J’ ist die Polarebene des fiinften Schnittpunktes 
§ von c* mit der durch g,, 9), 93, 9, gehenden g*; denn der Punkt 
{12 muss der dritten durch 9,9, gehenden Ebene von %, also der Ebene 
[M3> Sa». 9) entsprechen u. s. w. In der Ebene fF’, bilden die Punkte 
Gir Ser Gai Gis Sis» 915 Grex Ges» Gi U8. W. Tripel (39). Es geht also 
durch §,, G2, 9), eime g*, die ebenso auch durch g,, gehen muss. 
Durch die 7 Punkte g,, g2, 93) Sy. Siz» Sax S14 Beht nun ein Biischel 
von Curven c® und fiir jede derselben sind g,, g., §3) 94 UNA Gy S129 Gig G4 
Quadrupel (49); es enthilt folglich jede dieser Curven auch die Schnitt- 
punkte der Ebenen J’, und F mit F°, d. h. die Punkte 9,5, go,, Qs): 
Daraus folgt sofort, dass jede dieser c’ sowohl Kerncurve als Kegel- 
spitzencurve ist. Wir haben also solehe Curven in der That construirt 
und gleichzeitig gewisse vollstiindige Pentaeder, welche einer /’* ein- 
geschrieben sind. 

Da es dreifach unendlich viel solcher Pentaeder giebt und jedes 
ein Biischel von c* bestimmt, so giebt es auf /’* vierfach unendlich 
viel solche c®; die Kerncurven also, die zugleich Kegelspitzencurven 
sind, bilden eine 20-fache Mannigfaltigkeit. 


Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen in folgende Siitze 
zusammen : 


1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein 
Flichennetz 2. Grades (G*) das Netz erster Polaren der Punkte einer 
Ebene F in Bezug auf eine F'liiche 3. Ordnung ist, ist die, dass F' die 
Kerneurve c® des Netzes in den 6 Eckpunkten eines vollstiindigen Vier- 
seits trifft. Ist diese eine Bedingung erfiillt, so giebt es unendlich viel 
solche Ebenen F'; sie sind die Schmiegungsebenen eine? Raumcurve 
3. Grades p* und gruppiren sich zu einer Schaar vollstindiger Pen- 
taeder, welche der c® eingeschrieben sind. Jeder dieser Ebenen entspricht 
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(G?) als Netz erster Polaren in Bezug auf eine Fliche 3. Ordnung, 
deren Sylvester’ sches Pentaeder eins dieser Pentaeder ist, sodass (G*) 
Polarnetz von doppelt wnendlich vielen Flichen 3. Ordnung ist. Jeder 
G? entspricht der Punkt von F', welcher in Bezug auf (G*) dem Pole 
von F in Bezug auf G* conjugirt ist. Jede G* gehirt zu einem Biischel 
von Fliichen F* durch c°. 

II. Die Polarebene eines Punktes 9, einer c auf einer Fliche 
3. Ordnung F°* trifft die c in drei Punkten, welche mit 9, ein Tetraeder 
bestimmen, dessen Kanten F° noch in den 6 Eckpunkten eines voll- 
stiindigen Vierseits treffen; die Ebene desselben bildet mit den Seiten- 
flichen des Tetraeders cin der °° cingeschriebenes vollstindiges Pentaeder. 
Durch die 10 Ecken desselben geht auf F° ein Biischel Kerncurven 
von Polarnetzen. 


§ 12. 


Die Erzeugung einer gewissen Fliche 4. Ordnung durch vier collineare 
raumliche Ebenensysteme. 


Wir betrachten jetzt das Erzeugniss von vier collinearen rium- 
lichen Ebenensystemen £,, £,, £3, Z,, die wir kiirzer raumliche 
Systeme nennen wollen. Je vier entsprechende Ebenenbiindel der- 
selben (c,), (Co), (Cy), (¢,) erzeugen eine c®, je drei dieser eine I’, 
Lassen wir c, eine Gerade g, von X, beschreiben, so erzeugen die 
entsprechenden Biindel (c,), (c;), (c,) die Flachen F’,? eines Biischels 
dureh eine g,*, das Erzeugniss der drei Systeme £,, £,, Z,, und eine 
g,°, das Erzeugniss der drei Ebenenbiischel (g,), (g,), (g,). HEbenso 
erzeugen die Biindel (c,), (cs), (c,) die Flichen F’,* eines Biischels 
durch g,°, das Erzeugniss der drei Systeme £,, X,, Z,, und eine g,°, 
das Erzeugniss der drei Ebenenbiischel (g,), (g,), (g,). Beide Fliichen- 
biischel sind dadurch projectivisch auf einander bezogen, dass je zwei 
entsprechende Fliaichen die Punkte c, und ¢, auf g, resp. g, gemein 
haben, die beide Secanten von g,* und g,° sind. Die beiden Flichen- 
biischel erzeugen also eine Fliiche 6. Ordnung. Nun schneiden sich 
zwei entsprechende F lichen erstens in einer c®, dem Erzeugniss der 
vier Ebenenbiindel (c,), (¢.), (¢3), (cy), ausserdem aber in einer c*, dem 
Erzeugniss der beiden Strahlenbiindel (c,) und (c,). Die Curven e¢® 
liegen alle auf einer Fliiche G?, welche von den Ehenenbiischeln (g,) 
und (g,) erzeugt wird. Jene Fliche 6. Ordnung zerfillt also in eine 
Fliche 2. Grades G? und in eine Fliiche 4. Ordnung F'4, welche der 
Ort der Punkte ist, in welchen sich vier entsprechende Ebenen der 
vier riumlichen Systeme £,, £,, 2, Z, treffen. Die Curve g,° hat 
mit g,° die Punkte (4c) gemein, welche in den Systemen %, und &, 
sich selbst entsprechen; durch dieselben Punkte gehen auch alle jene 
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ce? von G%. Ebenso haben alle c* das Quadrupel (49) gemein, welches 
von den vier Ebenenbiischeln (g,), (g,), (gs), (g,) erzeugt wird; durch 
dasselbe Quadrupel gehen auch g,* und g,*. Jede F’,° trifft also die 
g,° ausserdem noch in 14 Punkten, d. h. jede c® hat mit g,° und g," 
je 14 Punkte gemein. 

Die vier Systeme 2,, Z,, £3, Z, bestimmen zu je dreien vier 
Netze von collinearen riumlichen Systemen. Nimmt man aus jedem 
derselben ein System, so erzeugen diese vier Systeme, wenn sie nicht 
demselben Netze angehéren, ebenfalls #4. Wiahlt man also irgend 
drei Systeme, etwa aus dreien von den vier Netzen je eins, so be- 
stimmen diese ein Netz (£), und sind (Z’), (="), (2”) drei analog 
construirte Netze, so erzeugen irgend vier Systeme aus diesen Netzen 
ebenfalls die J’! unter derselben Beschriinkung. Daraus folgt, dass 
drei solehe Netze (=), (2), (Z”) immer ein System gemein haben 
miissen. Alle einander entsprechenden Ebenen G der Systeme eines 
Netzes treffen sich nimlich in demselben Punkte g, und das System 
des Netzes ist fixirt, sobald festgesetzt ist, welche Ebene durch g der 
G entsprechen soll. Wiahlen wir nun diese Ebene durch die Punkte 
q und g”, in welchen die G entsprechenden Ebenen der Systeme in 
den Netzen (Z’), (X”) sich beziiglich treffen, und nennen & das da- 
durch bestimmte System von (Z), so erzeugt X mit den Systemen der 
Netze (’) und (=”) die F'', es miisste denn = einem dieser Netze an- 
gehéren. Wiire dies nun nicht der Fall, so miissten g’ und g” auf F'4 
liegen, was i. A. nicht eintreten kann, da g ganz beliebig war; also 
gehért in der That £ den drei Netzen (Z), (Z’), (Z”) an. Wir sehen 
also, wie die vier collinearen Systeme £,, £,, £,, Z, immer neue 
collineare Systeme bestimmen, von denen je vier die J" erzeugen. 
Je drei derselben bestimmen ein Netz, und je drei dieser Netze haben 
ein System gemein. Die aus £,, X,, X3, XZ, abgeleiteten Systeme 
bilden also ein Gebiisch [Z] von collinearen riumlichen Systemen. 

Je vier Biindel (c,), (¢,), (cy), (cy) erzeugen eine c® auf F'4, welche 
durch das durch diese vier Biindel bestimmte Gebiisch von collinearen 
Ebenenbiindeln erzeugt wird; jedes dieser Biindel gehért offenbar einem 
Systeme von [=] an. Daraus folgt, dass c® mit jeder g*, die durch 
irgend ein Netz von Systemen von [| erzeugt wird, auf einer Fliiche 
3. Ordnung liegt und mit ihr 14 Punkte gemein hat. Auf der F'* 
giebt es also zwei dreifach unendliche Schaaren von Curven c® resp. 
g®; jede c® liegt mit jeder g* auf einer Fliche 3. Ordnung. Ebenso 
wie je zwei Curven c® ein Quadrupel (49) gemein haben, haben je 
zwei g® ein Quadrupel (4c) gemein, das Quadrupel sich selbst ent- 
sprechender Punkte der Systeme des Biischels, welche die die beiden 
g® erzeugenden Netze gemein haben. 

Die Curven c® sind also mit den Curven g® ganz gleichartig. Sucht 
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man in der That die Ebenen G und G’, welche zwei Ebenen G, und 
G,’ von &, in allen Systemen von [=] entsprechen so erhilt man zwei 
ee heal Systeme T und T’, wenn man je zwei Ebenen einander zu- 
ordnet, die G, resp. G,’ in demselben Systeme des Gebiisches ent- 
sprechen. Macht man dieselbe Construction fiir alle Ebenen von £,, 
so erhilt man ein Gebiisch [T] von collinearen riiumlichen Systemen, 
welche ebenfalls zu je vieren die F'! erzeugen, weil jedes Netz desselben 
eine c’ von F'4 erzeugt; wir kénnen [Z] und [T] wiederum zwei con- 
jugirte Erzeugungen von /’‘ nennen. In dem Gebiisch [T] spielen also 
die g® dieselbe Rolle wie die c® im Gebiisch [2] und umgekehrt; jedes 
Quadrupel (49) ist ein Quadrupel sich selbst entsprechender Punkte 
zweier Systeme von [T]. Wir haben also folgenden Satz: 

I. Vier collineare riéumliche Systeme erzeugen, wenn sie nicht dem- 
selben Netze angehiren, eine Fliche 4. Ordnung F'', welche auch durch 
je vier Systeme des durch die urspriinglichen vier Systeme bestimmten 
Gebiisches [Z| von collinearen rdumlichen Systemen erzeugt wird; je drei 
Netze eines solchen Gebiisches haben ein System gemeinschaftlich. Sucht 
man diejenigen Ebenen, welche zweien Ebenen G und G’ eines Systemes 
= von [=] in allen tibrigen Systemen des Gebiisches entsprechen, so erhéilt 
man zwei collineare Systeme T und T’, wenn man je zwei Ebenen ein- 
ander zuordnet, die G resp. G’ in demselben Systeme von [Z] entsprechen. 
Alle solche Systeme T bilden ein neues Gebiisch |T|, welches eine zu |Z| 
conjugirte Erzeugung von F' liefert. Jedes Netz von |) resp. |T| er- 
zeugt eine g® resp. c®, und jede c liegt mit jeder g® auf einer Fliche 
3. Ordnung und hat mit ihr 14 Punkte gemein; dagegen haben je zwei 
g° resp. c ein Quadrupel (4c) resp. (49) sich selbst entsprechender Punkte 
zweier Systeme von [Z| resp. [T] gemein. 


§ 13. 
Die eindeutige Transformation der Flaiche 4. Ordnung in sich selbst. 


Die Quadrupel (4c) und (49) erfordern hier wiederum eine be- 
sondere Aufmerksamkeit. Wir studiren sie am besten durch eine neue 
Erzeugung von F'4. Sei g, eine beliebige Gerade einer Ebene G, von 
x,, so erzeugt das Ebenenbiischel (g,) mit (g,), (93), (g,) resp. drei 
Fliichen 2. Grades G,*, G,?, G,?, welche sich in einem Quadrupel (4q) 
auf F'4, ausserdem aber in der Geraden g, treffen. Durchliuft g, die 
Ebene G,, so durchlaufen die Fliichen drei Biindel (G,?), (G,*), (@,°) 
durch die Quadrupel (4¢,), (4¢,3), (4¢,,) resp. und die Geraden g,,, 
9:3) 914 FeSp., in welchen G, von G,, G,, G, resp. getroffen wird. 
Die drei Bindel sind collinear auf einander bezogen und erzeugen 
ausser der J die doppelt zu zihlende Ebene G,. Fallt nun G, im 
Besonderen mit G, zusammen, oder wihlen wir £, so, dass der G, 
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in X, wiederum G, entspricht, so zerfallen die Flachen G,? in G, und 
in Ebenen C, welche durch den G, gegeniiberliegenden Eckpunkt ¢ 
des Tetraeders (4¢,,) gehen. Da G, von den Punkten (49) nur den 
Schnittpunkt g der drei Ebenen G,, G,, G, enthiilt, so gehen die 
Ebenen C jedesmal durch die andern drei Punkte. 

Der Punkt c¢ ist offenbar Centrum eines in ein Ebenenbiindel (c) 
ausartenden Systems des Biischels (Z,, £,). Jeder Ebene C von (c) 
entsprechen die Ebenen eines Biischels (g,) in £,. Das dem Bischel 
(g,) entsprechende Biischel von Systemen T der conjugirten Erzeugung 
hat also das g, entsprechende Quadrupel (49) zu sich selbst entsprechen- 
den Punkten und die der Ebene C, .sofern diese als eine Ebene des 
Tetraeders (49) betrachtet wird, in allen Systemen von [T] entsprechen- 
den Ebenen gehen alle durch ¢. Wir sehen also, dass wir von der 
Erzeugung [T] ausgehend ebenso vom Punkte c zum Punkte g kommen, 
wie von der Erzeugung [=] ausgehend vom Punkte g zum Punkte c. 
Wir erhalten also folgenden Satz: 

I. Die Verbindungsebenen der Punkte (39), welche mit einem festen 
Punkte 9 von F'* Quadrupel (494) bilden, gehen durch einen festen Punkt 
¢ von F*; dann gehen auch umgekehrt die Verbindungsebenen der Punkte 
(3c), welche mit ¢ Quadrupel (4c) bilden, durch 9. Hierdurch ist also 
eine eindeutige Transformation der F'* in sich selbst gegeben. 

Combinirt man in « : in diesem Paragraphen gegebenen Erzeugung 
von F'* die Fliichen der Biindel (G@,?) und (G,*) zu Biischeln, so er- 
zeugen diese Fliichen 3. Ordnung, sodass man den Satz auch so aus- 
sprechen kann: 

II. Verbindet man die drei Punkte, in denen jede Gerade durch 
c resp. 4 die F'' noch trifft, mit einer g® resp. c® durch Flichen 3. Ord- 
nung, so gehen diese durch den festen Punkt 9 resp. ¢ und bilden ein 
zu dem Strahlenbiindel (c) resp. (9) reciprokes Biindel. 


§ 14. 
Ueber die Mannigfaltigkeit der betrachteten Flichen 4. Ordnung. 


Die hier betrachteten F’' sind nicht allgemeine Flichen 4. Ord- 
nung, sondern hiingen nur von 33 Constanten ab. Um nimlich das 
System X, auf die Systeme Z,, 2, X, collinear zu beziehen, sind je 
15, also im Ganzen 45 Bedingungen néthig; da sich also in dem Ge- 
biisch [X] zwolffach unendlich viel Gruppen von je vier Systemen 
finden, welche F'* erzeugen, so bilden die F'! in der That nur eine 
33-fache Mannigfaltigkeit. Ich bemerke iibrigens, das hieraus eigent- 
lich nur folgt, dass die F’* héchstens eine 33-fache Mannigfaltigkeit 
bilden; da aber die Méglichkeit der Erzeugung einer Fliiche 4. Ord- 
nung durch ein Gebiisch collinearer Systeme schon eine Bedingung 
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fiir dieselbe ist, so wird sie im Allgemeinen auch nur durch dieses 
und das ihm conjugirte Gebiisch erzeugt werden kénnen. 

Noch fiige ich hinzu, dass durch eine c® und zwolf beliebige 
Punkte nur eine F'* geht, weil es fiir 22 Bedingungen gilt, wenu 
eine Fliiche 4. Ordnung eine Raumeurve 6. Ordnung vom Geschlechte 
drei enthalten soll. In der That, ist (2) das c® erzeugende Netz von 
collinearen Systemen, so schickt es durch jeden der gegebenen Punkte 
(12¢) ein Biindel einander entsprechender Ebenen; die Forderung ist 
also die, ein nicht in (Z) enthaltenes System £, so zu construiren, 
dass den einander entsprechenden Ebenen der Systeme von (Z) durch 
die (12c) wiederum Ebenen durch die (12¢) entsprecheu. Es liisst 
sich nun analog, wie Herr Schréter*) dies fiir die Ebene ausgefthrt 
hat, beweisen, dass diese Aufgabe die dreifach unendlich vielen Systeme 
des FI’ erzeugenden Gebiisches liefert. Es folgt hieraus gleichzeitig, 
dass jede #4, die eine c® enthilt, sich durch ein Gebiisch collinearer 
riiumlicher Ebenensysteme erzeugen lisst; die Construction desselben 
aus dem c® erzeugenden Netze oder dem conjugirten Gebiische col- 
linearer Ebenenbiindel kann leicht aus den in § 12. resp. § 13. ge- 
gebenen Erzeugungen von I’! abgeleitet werden. Sind z. B. (c,), (¢,), 
(cy), (cy) die e® erzeugenden Ebenenbiindel und G,, G,, G,, G, vier 
entsprechende Ebenen derselben, sind ferner g,,, 913) 9,4 die Schnitt- 
geraden von G, mit resp. G,, G,, G, und (4¢,.), (4¢)5), (4¢,4) resp. die 
vier Punkte, in denen die Curven 3. Grades ¢,3, ¢,3, ¢,3 resp., welche 
(c,) mit (c,), (cy), (¢,) resp. erzeugt, die F’' ausserhalb c® treffen, so 
bestimmen g,, und (4¢.), gj; und (4c3), gyq und (4¢,,) drei Flachen- 
biindel 2. Grades (G@,"), (G,?), (G,°); dieselben denke man sich so 
collinear auf einander bezogen, dass je drei Fliichen einander ent- 
sprechen, welche dieselbe Gerade g, auf G, bestimmen. Ordnet man 
dann jedem Ebenenbiischel (g,) dasjenige Ebenenbiischel (g,), (g,), 
(g,) resp. zu, dessen Axe auf G,, G,, G, resp. liegt, und das mit 
(g,) die einander entsprechenden Fliichen G,?, G,’, G,? resp. erzeugt, 
so erhilt man die vier collinearen Systeme, welche /'* erzeugen. Wir 
haben also folgenden Satz: 

I. Diejenigen Fliichen 4. Ordnung F', welche sich durch zwei con- 
jugirte Gebiische von collinearen réumlichen Ebenensystemen erzeugen 
lassen, bilden eine 33-fache Mannigfaltigkeit. Eine hinreichende und 
nothwendige Bedingung fiir solche Erzeugung ist es, dass F* eine c® 
enthilt, die durch ein Netz collinearer Systeme oder das ihm conjugirte 
Gebiisch von collinearen Ebenenbiindeln erzeugt ist; soll eine F'* eine c® 
enthalten, so ist sie durch ewilf weitere Punkte eindeutig bestimmt. 

*) 8S. Schréter, Problematis etc. Crelle’s Journal, Bd. 62, p. 1. 8S. auch 


v. Escherich, die reciproken linearen Flichensysteme. Ber. der Wiener Akademie, 
Bd, 75, Ul. Abth., p. 552. 
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Ich schliesse hiermit meine Untersuchungen und verschiebe ein 
Eingehen auf die speciellen Fragen, welche hier wie friiher leicht ge- 
stellt, werden kénnen, auf eine spiitere Arbeit; ich habe in dieser das 
Fundament fiir die Beantwortung aller selcher Fragen gegeben. Hier 
sei nur so viel bemerkt, dass, obwohl diese Flichen 4. Ordnung nicht 
allgemein sind, doch fast alle bisher behandelten Flichen 4. Ordnung 
zu ihnen gehdren. So natiirlich die Kernfliiche eines Flichengebiisches 
2. Grades und das durch eindeutige Transformation aus demselben ent- 
stehende Symmetroid*) mit allen speciellen Fallen, besonders der 
Kummer’ schen Fiche, wie dies Herr Re ye **) ausgeftihrt hat; tibrigens 
liefert der leicht zu fiihrende Nachweis von drei Kegelschnitten auf 
derselben , von denen einer mit den beiden andern je zwei, diese beiden 
aber nur einen Punkt gemeinsam haben, direct die beschriebene Er- 
zeugung der Kummer’ schen Fliche und zugleich 16 eindeutige ‘Trans- 
formationen derselben in sich selbst. Auch die Fliche 4. Ordnung 
mit einem Doppelkegelschnitt lisst sich auf mannigfaltige Art durch 
ein Gebiisch collinearer Systeme erzeugen, denn jede Raumcurve 
4. Ordnung 2. Species auf derselben bildet mit dem Doppelkegelschnitt 
eine c®***); andere Erzeugungen liefern wiederum die Raumcurven 
3. Grades auf diesen Flichen mit ebenen Curven 3. Ordnung com- 
binirt.+) Wir sehen also, dass die beschriebene Erzeugung, obwohl 
sie nur specielle Fliichen 4. Ordnung liefert, doch geeignet ist, einen 
neuen Gesichtspunkt in dieselben zu bringen. 


*) S. Salmon-Fiedler, Analyt. Geometrie d. Raumes, 3, Aufl. Bd. II, p. 468, 
**) S. Reye, Ueber Strahlensysteme 2. Classe etc, Borchardt’s Journal, 
Bd. 86, p. 89. 
**#) S. Nither, eindeutige Raumtransformationen, Math. Ann. Bd. III, p. 564, 
+) 8. Clebsch, Borchardt’s Journal, Bd. 69, p. 142. 
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Théorie des figures projectives sur une surface du 
second ordre. 


Par 
H. G. ZeurHen 4 Copenhague. 


Dans le celébre Mémoire intitulé: Théorie analytique des courbes 
a& double courbure de tous les ordres tracées sur Vhyperboloide a 
une nappe*), M. Chasles rapporte les courbes d’une surface du 
second ordre & un systéme de coordonnées sur la surface. Une valeur 
donnée de l’une ou de l'autre des coordonnées détermine une génératrice 
de l'une ou de l’autre des deux séries. Ces coordonnées peuvent servir 
aussi & établir une projectiveté entre deux figures sur la surface. Si 
x et y sont les coordonnées d’un point quelconque de l'une des figures, 


- ‘ ‘ : 3 ’ axc+ Bp 
on déterminera le point correspondant de l'autre, soit par 2’ = my se 
Pe. 5 ee ton Et va Se . 
ant = soit par a == bat’ © ae Les nouvelles co 


ordonnées x’ et y’ déterminant respectivement des génératrices de la méme 
série que x et y, on voit qu'il existe deux espéces de figures projectives. 
Nous verrons que dans tous les deux cas elles sont projectives dans le 
sens propre de ce mot, l'une pouvant étre formée de l'autre par une 
suite de projections centrales successives, et qu’elles sont les seules 
figures sur une surface du second ordre qui méritent ce nom. 

Les propriétés des figures projectives que nous déduirons, dans le 
§ Il., d'une définition géométrique identique a la définition analytique 
que nous venons de donner, sont applicables, non seulement au 
cas ot la surface a des génératrices réelles, mais aussi 4 celui od 
la surface a des génératrices imaginaires, ce qui n’empéche pas les 
figures d’étre réelles. Seulement, dans une partie des constructions 
indiquées dans le § II., on fait usage d’éléments qui sont imaginaires 
dans ce cas-ci; dans le § III. nous y substituons des opérations réelles. 

Les applications de la théorie des figures projectives sur une sur- 
face du second ordre sont analogues & celles de la théorie des séries 


*) Comptes rendus des Séances de l’Académie des Sciences t, LIII. 
XVIII. 3 
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projectives de points d’une conique plane. Le probléme de |’inscription 
de polygones dont les cdtés passent par des points donnés se résout 
aussi pour une surface par trois essais (§ IV.), et la théorie de ces 
polygones présente beaucoup d’analogies avec la théorie connue de 
Poncelet sur les polygones inscrits & une conique plane. On trouve 
par exemple que, de méme qu'il existe une relation entre les points 
dintersection d’une droite avec une conique et avec les cétés d'un 
polygone inscrit & un nombre pair de cdtés, il existera une relation 
entre la trace sur un plan d’une surface du second ordre et la trace 
d’un polygone inscrit & un nombre impair de cdtés. Pour le cas d’un 
pentagone, cette méme relation a été trouvée, mais exprimée d’une 
maniére bien différente, par M. Paul Serret*), 

De méme que le théoreme de Désargues sur un quadrilatére in- 
scrit & une conique s’applique a la construction de la conique, celui 
dont nous venons de parler sur un pentagone inscrit 4 une surface 
s'applique & la construction de la surface (§ VI.). Malgré la différence 
de la forme du théoreme, la construction d’une courbe gauche de 
quatriéme ordre par huit points, qui fait une partie principale de la 
construction de la surface, s'est montrée identique a celle de M.Serret**), 
pendant que la construction que nous avons trouvée du huitiéme point 
commun aux surfaces passant par sept points donnés est différente de 
celle de M. Serret***), mais aussi simple. 

Notre sujet nous a semblé mériter d’étre exposé d'une maniére 
élémentaire, ce que nous avons essayé de faire dans les §§ II.—IV. et 
VI.—VII. qui sont indépendents des §§ I. et V. Dans le § I. jai 
exposé quelques considérations plus générales sur les transformations 
d’ordre supérieur d’une surface du second ordre en elle-méme, qui 
mont guidé dans mes premieres études des figures projectives sur la 
surface. J’y démontre notamment une formule énumérative analogue 
i celle qui exprime le principe de correspondance planet), dont on 
aurait pu la déduire par une projection stéréographique; mais j’ai 
préféré d’en donner une démonstration directe. 


*) Géométrie de Direction p. 371. 
**) Géométrie de Direction p. 373. 
***) Géométrie de Direction p. 314. 
+) Ce principe est di 4 M. Salmon pour le cas ov les points correspondant 
& un point donné font un systeme complet de points d’intersection. Je l’ai géné- 
ralisé en enlevant cette restriction, et en ayant égard aussi au cas ow il existe 
une courbe de coincidence (Comptes rendus 1874). On sait que M. Schubert a 
soumis les principes de ce genre i une étude encore plus générale. 
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Sur les surfaces du second ordre. 


§ I. 
Principe de correspondance de points d’une surface du second ordre. 

Soit donnée une surface du second ordre, dont les points X et 
X’ se correspondent d’une maniére qu’on peut exprimer algébriquement. 


Nous supposerons, qua un point queleonque X correspondent «’ points 
X’, et & un point X’, @ points X. Désignons encore par f le nombre 


’ des points X dune génératrice de la premiére série*) qui correspon- 


dent a des points X’ d'une génératrice de la seconde série, et par 
6’, celui des points X’ de la premiére génératrice qui correspondent a 
des points X de la seconde. Désignons ensuite par y, (et y,) le nombre 
de points X d’une génératrice de la premiére (seconde) série qui corre- 
spondent & des points X’ d'une génératrice de la méme série. 

Alors, si nous indiquons par les suffixes 1 et 2 qu'un point X ou 
X’ se trouve sur une génératrice donnée de la premiére ou de la se- 
conde série, le lieu des points: 


X’ corresp. aux points X, sera de l’ordre B + y,, 
X’ corresp. aux points X, sera de l’ordre p’+ y,, 
X corresp. aux points X,’ sera de l’ordre p’+ y,, 
X corresp. aux points X,’ sera de l’ordre B + 7,. 


L’ordre du lieu des points (X° ou X) correspondant aux points (X ou 
X’) dune section plane sera égal i 6 + 6’ + y, + y,. Il a, en effet, 
cette valeur dans le cas ot le plan de section est tangent 4 la surface, 
et, comme, par hypothése, la correspondance peut étre exprimée algé- 
briquement, il est permis @employer le principe de la conservation 


“des nombres. 


Aux points de la courbe d’intersection avec une surface d’ordre 
m correspondront les points d’une courbe d’ordre m(6-+ p+ 7, +7»). 
Aux points X d’une courbe gauche du troisitme ordre ayant les généra- 
trices de la premiére série pour sécantes doubles correspondent les points 
d’une courbe d’ordre 6B + y, + 28 + 2y,, ete. 

Nous allons chereher les points de la surface ot un point X 
coincide avec un point correspondant X’. I] en existe deux espéces. 

Nous trouverons en effet un nombre fini £ de coincidences de deux 
points correspondants, X et X’, qui se trouvent en des plans passant 
par une droite fixe d. Elles peuvent avoir lieu en des points, J, tels que 
toute droite tangente 4 la surface en J soit la position limite d’une droite 
X X' joignant deux points correspondants et infiniment voisins. Ces points 


*) Nous distinguerons les deux séries de droites — réelles ou imaginaires 
— de la surface en en appelant l'une la premiére, l’autre la seconde. 
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J feront partie du nombre € appartenant a une position quelconque de 
d: nous les appelons des points de coincidence isolés, et nous désignons 
leur nombre par 7. D’autres des € coincidences ont lieu en des points, 
U, tels qu'une seule tangente en U soit position-limite d’une droite 
joignant deux points correspondants infiniment voisins. Ces points 
ne seront pas des points de coincidence pour d’autres positions de la 
droite d que celles qui rencontrent la position limite de XX’; mais 
comme la valeur de € n’est pas altérée par un changement de la posi- 
tion de d, il faut que le méme nombre de nouveaux points U appar- 
tiennent & la nouvelle position. Le tangentes X X’ formeront donc 
une surface réglée et tangente 4 la surface le long d’une courbe que 
nous appelons la courbe de coincidence. Nous désignerons l’ordre de 
cette surface reglée par wu, et l’ordre de la courbe de coincidence par 
$ = 8, + s,, ot s, et s, indiquent les nombres de ses points d’intersection 
avec les génératrices de la premiere et de la seconde série. On aura 


E=i+u. 
On voit encore que le nombre de couples de points correspondants et 
distincts X et X’ qui se trouvent sur une génératrice de la premiere 


ou seconde série est égal 4 y, — s, ou & y, — S,, et que le nombre de 
ces couples qui se trouvent dans un plan est égal a 


B+ B+ +7 — % — 8. 

Pour déterminer la valeur de € nous faisons passer un faisceau de 
plans par la droite d, et nous joignons, dans chacun de ces plans, 
les points X des 6B + 6+ y, + 7, — 5, — Ss, couples qu'il contient 
par des droites & l'un, P, des points d’intersection de d avec la sur- 


face, et les points correspondants, X’, 4 l'autre, P’. Le lieu des points, 


dintersection Z de PX avec P’ X’ aura un point a-tuple en P et un 
point «’-tuple en P’, et rencontre encore un plan queleconque par d en 
B+ P+ 7,+ 72 — 5, — Ss points. Il est done de l’ordre 


ato+B+ P+ 7+ 2 — % — %. 


Il rencontre la surface en 
2a+a+B+P +7, + 72 — 8; — &) 


points. «-+ a de ces intersections ont lieu en P et P’. Si nous dé- 
signons par J, et 1, les deux génératrices passant par P, et par 1,’ 
et 1,’ celles qui passent par P’, les suffixes indiquant les deux séries de 
génératrices, on voit encore que 6 points d’intersection se confondent 
au point 1,1,', et 6’, au point /,'1,. Chacune des génératrices 1, et 
l,, contiendra, & cdté des points déj& nommés, encore —s, des 
1 ’ P : v1 i 
points d’intersection, et chacune des génératrices 1, et 1,’ en con- 
tiendra encore y, — Ss). 
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Sur les surfaces du second ordre. 


Il reste ‘ 
2(a+a t+ B+ h+%,+ % —% — &) 
— a— a — B — Bf — 2(y, — 8,) — 2(y, — 84) 
—ata+ pts 
points d’intersection de la surface avec le lieu du point Z. Les droites 
joignant P et P’ & un de ces points déterminent, par leurs inter- 
sections avec la surface différentes de P et P’, deux points corre- 
spondants, X et X’, qui coincident avec le point correspondant Z. 
Réciproquement, si deux points qui se trouvent sur une droite ren- 
contrant d se confondent, le point correspondant Z coincidera avec 
eux. On voit donc que 


(1) ipu=atad+B+Ff, 

ou que la somme du nombre des points de coincidence isolés, et de 
Vordre de la surface reglée, liew des droites joignant les points corre- 
spondants X et X' qui coincident entre eux sur la courbe de coinci- 
dence, est egalda+ea+6-+ B. 

Comme les tangentes aux points de coincidence isolés joignent 
aussi des points correspondants X et X’ confondus, on peut simplifier 
cet énoncé en disant: Le lieu des droites XX’ joignant des points 
correspondants et confondus, est égal & a + a + B+ Pf. 

Plusieurs points de coincidence isolés, ou plusieurs branches de 
la courbe de coincidence, peuvent se confondre. Notre déduction de 
la formule (1) nous conduit aux régles suivantes pour déterminer le 
nombre de points ou branches confondus: 

Un point J compte pour « points de coincidence isolés si la somme 
des ordres des distances infiniment petites d’un point X, ayant du 
point J une distance infiniment petite du premier ordre, aux points 
correspondants X’, est égal a t. 

Une courbe compte pour v branches de la courbe de correspon- 
dence si la somme des ordres des distances infiniment petites d’un 
point X, ayant de la courbe une distance infiniment petite du premier 
ordre, aux points correspondants X’, est égal a v. 

La surface reglée d’ordre u, tangente & la surface donnée le long 
de la courbe de coincidence, qui est de l’ordre s, a avec la derniére 
surface une courbe d’intersection compléte d’ordre 2u. Celle-ci est com- 
posée de la courbe de contact, prise deux fois, et des ¢, et ¢, généra- 
trices des deux séries sur lesquelles, dans une des y,—s, ou y,——s, 
couples qu’elles contiennent, les deux points correspondants X et X’ 
coincident entre eux sur la courbe de correspondance. On a donc 


(2) 2u—2s+t,+h. 


Nous ajouterons encore la détermination de l’ordre et de la classe 
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de la congruence formée des droites joignant deux points correspondants 
X et X’. 

Un plan contient 6 + f' + y, + 7, — s couples de points corre- 
spondants et, par conséquent, autant de droites de la congruence. La 
classe est donc égale 4 B+ f+ y,+7.—<s. 

Un point de la surface pouvant étre regardé comme un point X 
ou comme un point X’, et les génératrices passant par le point con- 
tenant y, — s, et. y, —s, couples de points correspondants, « + a’ 
+7, +7.—s droites de la congruence passent par un point de la 
surface, et, par conséquent, par un point quelconque. L’ordre de la 
congruence est done égal A a+a’+y,+y,—s. 

Si la relation qui a lieu entre les points X et X’, est symétri- 
que, toute droite X X’ de la congruence trouvée coincidera avec une 
autre. En méme temps on aura a=a«’, B=’. Les droites de la 
congruence, prises une seule fois, formeront donc une congruence de 


2B+u+ re — 8 2a + n+ ye — 8. 
° 9 


la classe et de lordre 


Exemples: 

l a=a¢& =p=—p —1, »,—y,—0 exprimera que les généra- 
trices de la méme série se correspondent une-d-une. En effet, les 
points correspondant aux points d’une génératrice se trouvent sur une 
droite rencontrant une génératrice de l'autre série en un seul point, 
et ne rencontrant pas les génératrices de la méme série. On aura ici 
i+u=—4, 

Dans le cas ov il n’y a aucune courbe de coincidence on aura 
u == 0 et, par conséquent, 4 points de coincidence isolés. L’ordre et 
la classe de la congruence des droites joignant les points correspondants 
seront égaux &@ 2, ou, si la relation est symétrique, égaux a1. On 
sait que dans ce dernier cas les droites de la congruence rencontrent 
deux droites fixes, que nous appellerons a et b. Il faut que l’hyper- 
boloide ayant pour directrices a, b et une génératrice quelconque J, de 
la surface donnée, rencontre encore celle-ci en une autre génératrice 1,’ 
de la méme série. Elle la rencontre donc encore en deux génératrices c¢, 
et c,’ de lautre génération, qui doivent rencontrer a et b. On voit 
de la méme maniére que a et b rencontrent deux génératrices c¢, et ¢,’. 
Si @ joint le point ¢,¢, a ¢,'¢c,', b joindra c,¢,' a ¢,/¢,. On voit ainsi 
que les droites a et b doivent étre des polaires réciproques, et que, 
réciproquement, la congruence des droites rencontrant deux droites 
polaires réciproques établit toujours entre les points d’intersection avec 
la surface la correspondance symétrique dont nous parlons ici. Les 
points de coincidence se trouveront aux points d’intersection de a et 
b avec la surface donnée. 
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Nous verrons, dans ce qui suit, qu'il peut exister, pour les valeurs 
données ici de a, a’ etc., une courbe de coincidence composée de deux 
génératrices de la méme série, et qu’alors toute génératrice de l'autre 
série correspond a& elle méme. Les droites joignant des points cor- 
respondants seront donc ces derniéres génératrices; la surface gauche 
d’ordre w sera la surface donnée prise deux fois, de fagon qu’on ait 
u = 4, i =0; les deux membres de |’équation (2) indiquant, dans ce 
cas, ]’ordre de la courbe d’intersection de deux surfaces confondues 
cette équation n’est pas applicable*) ici, mais on a s = 2} on trouve 
ensuite que la congruence des droites, joignant les points correspondants, 
est de l’ordre et de la classe zéro, ce qui est juste, parce que la con- 
gruence s‘est réduite & une surface gauche. 

2 a=—ae = y=—y,—1, Bb = pf —0 exprimera que les généra- 
trices de l'une des séries correspordent, une-a-une, a celles de l'autre, 
et réciproquement. On trouve ici que ¢ + u = 2. 

Dans le cas ot il n’y a avesne courbe de coincidence on aura 
u =O et, par conséquent, deux points de coincidence isolés. La con- 
gruence des droites joignant les points correspondants sera de l’ordre 
4 et de la classe 2. Nous verrons dans ce qui suit que la symétrie 
ne se présente pas, tant que wu = 0. 

- On ne peut avoir w= 1, parce qu’aucun plan n’est tangent a la 
surface le long d’une courbe. Comme les points @une génératrice 
correspondent & ceux d’une génératrice de Vautre série, il est impos- 
sible aussi d’avoir s = 1. Il faut donc, sis et w sont différents de zéro, 
quon aits=—=w=—2, t; =—t,=—0. Alors la classe de la congruence 
est égale & zéro, ce qui montre que cette congruence est composée 
des droites par un point fixe (car la correspondance aurait d'autres 
nombres caractéristiques, si la congruence était composée des droites 
par plusieurs points fixes), ou bien que la correspondance est déter- 
minée par une projection centrale. La relation des points correspon- 
dants étant symétrique, on obtient aussi la juste valeur 1 de l’ordre 
de la congruence. 

3. Supposons ensuite que les points correspondants, X et X’, soient 
les deux points d’intersection de la surface avec les droites d’une con- 
gruence indépendente de la surface. Alors la correspondance sera 
symétrique; @ sera lordre et B la classe de la congruence; les 
nombres y, — s, et y, — S, des génératrices faisant partie de la con- 
gruence, et le nombre i des faisceaux de tangentes a la surface qui 
y appartiennent, seront égaux 4 zéro; de méme les nombres ¢, et ¢, 


*) Les nombres de la géométrie énumérative indiquant des degrés d’équations, 
les formules énumératives subissent 4 des exceptions dans le seul cas of une de 
ces équations devient identique. Nous rappelons ici ce fait connu, parce qu’une 
formule subissant 4 des exceptions imprévues perdrait sa valeur. 
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s’évanouissent avec les nombres y, — s, et y, — s, dont nous venons 
de parler. Les formules (1) et (2) donneront done s = u = 2a + 28. 


La congruence n’ayant des relations particuliéres ni avec l'une, 
ni avec l’autre des séries de génératrices, il faut qu’on ait 


8, = 8, = a + B. 
s est ordre de la courbe de contact de la surface avec des droites 
de la congruence, et wu celui du lieu de ces droites tangentes a la 
surface. On pourrait déduire les valeurs de s,, s, et u de l’expression 


générale, trouvée par M. Halphen, du nombre des droites com- 
munes & deux congruences. 


§ IL. 
Propriétés des figures projectives. 


Nous allons étudier ensuite directement les deux correspondances 
dont nous nous sommes occupés dans les exemples 1. et 2. du § I. 
Nous appellerons les figures liées, l'une & V’autre, par une de ces 
correspondances, projectives, parce qu'on peut établir la correspondance 
par un nombre, pair ou impair, de projections centrales, ce que nous 
démontrerons dans ce qui suit, 

En se rappelant que deux séries d’éléments simplement infinies 
et unicursales dont les éléments se correspondent un 4 un sont pro- 
jectives (homographiques), on peut substituer aux définitions exprimées 
par les équations a = a — 1 etc. les définitions suivantes: 

Sil existe, dans chacune des deux séries de génératrices d'une sur- 
face du second ordre, une correspondance homographique (ou projective) 
entre les génératrices, et quon fasse correspondre au point d’inter- 
section X des génératrices x, et x, le point Wintersection X’ des géné- 
ratrices homologues, x,' et x, les deux points X et X’ forment deux 
figures correspondantes, que nous appellerons figures projectives de la 
premiere espeéce. 

Sil existe entre les deux séries de génératrices dune surface du 
second ordre deux correspondances homographiques, et qu’on fasse 
correspondre au point Wd intersection X des deux génératrices x, et x, 
le point Wintersection X’ des génératrices homologues, x, et x,', les 
deux points X et X’ forment deux figures correspondantes, que nous 
appellerons figures projectives de la seconde espéce. 

Il résulte de ces définitions que deux figures (X) et (X’) ayant 
avec une troisitme (X”) des projectivités de la méme espéce, auront 
entre elles une projectivité de la premitre espéce, et que deux figures 
(X) et (X’) ayant avec une troisitme (X”) des projectivités de diffé- 
rentes espéces, auront entre elles une projectivité de la seconde espece. 
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Deux figures de la surface dont l'une est la projection centrale 
de l’autre sont évidemment projectives de; la seconde espéce. On 
voit donc que deux figures de la surface dont l'une est formée de 
Yautre par un nombre pair de projections centrales successives sur la 
surface elle-méme sont projectives de la premiere espéce, et que deux 
figures dont l'une est formée de l’autre par un nombre impair de pro- 
jections centrales successives sont projectives de la seconde espéce. 
Plus tard nous démontrerons les théoremes réciproques. 

Aux points X dune conique correspondent, dans toutes les deux 
correspondances, les points X’ d’wne conique. Ce théoreme est une 
conséquence du fait que chacune des deux séries de génératrices est 
projective a la série de leurs points d’intersection avec une conique de 
la surface. Il en résulte que les séries de génératrices x, et 7, qui se 
rencontrent en un point mobile X d’une section conique seront pro- 
jectives entre elles, et par définition, aussi leurs séries correspondantes — 
(a,') et (a,') ou (x,') et (a,'), suivant que la projectivité est de la 
premiere ou de la seconde espece — seront projectives entre elles. Alors 
le lieu du point d’intersection X’ sera une conique*). En effet, si 
lon fait passer une conique par trois de ces points X’, les points 
d’intersection de cette conique avec les génératrices homologues x,’ et 
x, formeront deux séries projectives qui ont Jes trois points pour points 
de coincidence, et oi, par conséquent, tout point coincide avec son 
point homologue. 

On voit encore que dans tous les deux cas la correspondance sera 
enticrement déterminée par trois couples de soints correspondants, a 
condition que les trois points de la méme figure se trouvent sur des 
génératrices différentes entre elles. En effet, toutes les deux corre- 
spondances homographiques des génératrices, de la méme série ou des 
deux séries, sont déterminées par trois couples d’éléments homologues. 
Nous n’insisterons pas sur les cas particuliers od plusieurs points 
donnés se trouvent sur la méme génératrice. 

Nous dirons que deux figures projectives — qui ne coincident pas 
en entier l'une avec l’autre — sont en involution dans le cas oi chaque 
point de la surface ale méme point homologue, soit qu’on le regarde 
comme un point, X, de lune figure, soit qu’on le regarde comme un 
point, X’, de autre. Si la correspondance des figures en involution 
est de la premiére espéce, il faut évidemment que toutes les deux couples 
de séries projectives de génératrices, (#,) et (x,'), (2) et (a,') soient 
en involution, et on voit que l’involution a lieu toutes les fois qu’on 
sait d’un seul point, regardé comme un point A de l'une figure ou 





*) Voir le No. 3 du Mémoire cité de M. Chasles sur les eourbes tracées 
sur l’hyperboloide a une nappe. 
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comme un point B’ de l’autre, que les points homologues, A’ et B, 
coincident l'un avec l’autre (sans coincider avec le premier point). 

Si la correspondance des figures en involution est de la seconde 
espéce, il faut que toutes les génératrices de l'une des séries aient les 
mémes génératrices homologues dans l'autre, soit qu’on les regarde 
comme appartenant 4 |’une ou a l’autre des figures. Nous verrons dans 
ce qui suit que la coincidence des points A’ et B correspondant 4 un 
seul point, regardé comme un point A ou B, ne suffit pas ici pour 
établir involution, qu’au contraire deux figures projectives de la 
seconde espéce contiennent toujours deux points liés Pun a l’autre de 
cette maniére double. 

Nous allons ensuite déterminer les points de coincidence de deux 
figures projectives de la premiére espéce. Chacune des deux séries 
contient, en général, deux génératrices*) correspondant & elles - mémes. 
Celles de l'une rencontrent celles de l'autre en quatre points od coin- 
cident deux points correspondants X et X’, lun avec l'autre. I] peut 
arriver en des cas particuliers que toutes les génératrices de l’une des 
deux séries correspondent a elles-mémes. Alors chaque point des 
deux génératrices de coincidence de l'autre série coincide avec son 
point correspondant. On aura donc les résultats suivants: 

Deus figures projectives de la premiére espéce ont, en général, quatre 
points de coincidence déterminés par les intersections de deux génératrices 
de chaque série; elles peuvent aussi avoir une courbe de coincidence 
composée de deux génératrices dune seule série. Si les figures sont en 
involution elles ont toujours quatre points de coincidence. 

On voit que deux points de coincidence isolés qui ne se trouvent 
pas sur une génératrice en déterminent les deux autres, et qu'il est 
permis Je donner, a coté des points de coincidence, encore une couple 
de points homologues. Si l’on donne trois points de coincidence dont 
deux seulement se trouvent sur la méme génératrice, celle-ci et la 
génératrice de la méme série passant par le troisitme point formeront 
une courbe de coincidence. Si l’on donne trois points de coincidence 
sur des génératrices différentes dans toutes les deux séries, les deux 
figures coincideront en entier l'une avec l’autre. 

Dans le cas ot la correspondance est établie par deux projections 
centrales, les points de coincidence seront: 1° les points d’intersection 
avec la droite joignant les deux centres de projection, et 2° les points 
de contact des plans passant par cette droite. 

Considérons ensuite le cas de deux figures projectives de la seconde 
espéce, et commengons par le cas général ov elles ne sont pas en in- 


*) Nous avons a peine besoin de rappeler que les solutions dont nous indi- 
quons les nombres — ici et dans ce qui suit — peuvent coincider entre elles. 
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volution. Alors 4 une génératrice de la premiére série correspondent 
deux génératrices, 2,’ et z,, de la seconde série, suivant qu’on la 
regarde comme appartenant a l'une ou & l’autre des deux figures pro- 
jectives (ou bien, comme une génératrice x, ou z,'). Les séries de 
génératrices x,’ et x,, correspondant ainsi 4 la méme génératrice mobile 
de la premiere serie, seront projectives entre elles. Soient ¢, et f, leurs 
deux génératrices de coincidence, et e, et f; les deux génératrices de 
la premiére série qui y correspondent, respectivement, d’une maniére 
double. Alors les points d’intersections E de e, et e,, et F' de f; et 
f, seront les seuls points de coincidence des figures. Les points d’inter- 
section de e, et f, et de e, et f, seront les deux points, dont nous 
avons déja parlé, qui se correspondent d’une maniére double. 

Si les deux figures sont en involution, tous les points d’inter- 
section de deux génératrices, xz, et x,, homologues dans toutes les deux 
correspondances des génératrices des deux séries, seront des points de 
coincidence, et formeront une courbe de coincidence. Suivant un 
théoréme dont nous avons déja fait usage, cette courbe est une conique. 

On peut déterminer autrement les points de coincidence de deux 
figures projectives de la seconde espece. Soient (z,) et (x,'), (x) et 
(#,) les noms des séries homographiques de génératrices qui déter- 
minent la correspondance. Alors il est évident qu’un point d’inter- 
section des deux coniques, lieux des points d’intersection de généra- 
trices homologues x, et 2’, et des points d’intersection de génératrices 
homologues x, et 2,', est un point de coincidence, et que, réciproque- 
ment, ces deux coniques passent par tout point de coincidence. Il y 
en aura donc deux ou une infinité, suivant que les coniques sont 
distinctes ou qu’elles coincident. On voit encore que trois couples de 
points correspondants déterminent — immédiatement si la surface a 
des génératrices réelles — trois points de chacune des deux coniques, 
et quils suffisent ainsi pour les déterminer. 

Deux figures projectives de la seconde espéce ont en général deux 
points de coincidence, qui sont les points d intersection de deux coniques, 
lieux des points d'intersection des génératrices homologues dans les deux 
correspondances. Si les figures sont en involution les deux coniques se 
confondent , et forment alors une courbe de coincidence. 

Les points de coincidence servent & déterminer les coniques qui 
coincident avec leurs coniques correspondantes. Comme les séries de 
points homologues contenues dans le plan d’une de ces coniques sont 
projectives, on voit que le plan passe par deux points de coincidence. 
Si la conique n’est pas composée de droites, et la correspondance est 
de la premiére espéce, les deux points de coincidence sont opposés, 
cest dire placés sur des génératrices différentes dans toutes les deux 
séries. Soient donc E et F deux points de coincidence opposés de 


44 E, G. Zeurnen. 


deux figures projectives de la premiére espece, ou les deux points de 
coincidence de deux figures projectives de la seconde espéce, et 
désignons, dans tous les deux cas, par e, et e,, et par /; et f,, les 
génératrices des deux séries qui passent par Eet F. Si X et X’ sont 
deux points homologues, la conique EF’ X correspondra a la conique 
EFX’. En faisant parcourir 4 X une section conique passant par 
E, on fera parcourir aussi 4 X une conique passant par FE, et on 
voit ainsi que les faisceaux de plans par EF’ qui se correspondent 
sont projectifs. I] y aura donc dans le faisceau deux plans, ou une in- 
finité de plans, qui coincident avec les plans correspondants. 

Soit premitrement la correspondance de la premiére espéce. Alors 
comme é, et e,, et de méme /; et f,, correspondent a elles-mémes, 
les plans tangents e,/f, et e,/,; par la droite EF (ou bien, les plans 
tangents aux deux autres points de coincidence) seront, en général, 
les seuls plans par EF’ qui coincident avec leurs plans homologues, 
et dans le cas particulier ot il en existe encore un — ce qui est 
possible parce que, & cdté des points de coincidence, on peut disposer 
encore d’une couple de points homologues — tous les plans par EF 
seront dans la méme condition. Alors toutes les droites X X’ rencon- 
trent EF’, pendant que, dans le cas général, e,, e,, f,, f, sont les 
seules droites joignant des points homologues qui rencontrent EF. 

Si les figures sont en involution on aura le cas encore plus par- 
ticulier que les droites X X’ joignant des points homologues rencon- 
trent et EF et la droite GH qui jeiat les deux autres points de 
coincidence opposés. En effet, les points HE, X, X’ correspondant 
respectivement & FE, X’, X, la conique EX X’ correspond A elle 
méme et passe par conséquent aussi par I’, et, de méme, le plan 
G XX’ passera aussi par H. Réciproquement, les figures seront en 
involution, si une droite X X’, et par conséquent toutes les droites 
X X’, rencontrent et EF et GH, car cette propriété, suffisant pour 
déterminer !e poim homologue & un point donné, établit une relation 
symétrique entre 1es points correspondants. On voit donc aussi que 
les figures en involution sont les seules qui ont deux faisceaux de 
sections correspondant a elles- mémes. 

Dans le cas d’une courbe de coincidence composée de deux géné- 
ratrices, les sections correspondant a elles-mémes sont faites par les 
plans passant par l’une ou l’autre de ces deux génératrices. Nous 
avons done prouvé que: 

Les seules sections planes qui correspondent a elles-mémes dans 
une correspondance projective de la premiere espéce sont, en général, 
celles que font les plans tangents aux points de coincidence. En des 
cas particuliers toutes les sections passant par deux points de coincidence 
opposes correspondent a elles-mémes, et si les figures sont en involution 
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toutes les sections passant par lune ou Vautre des couples de points de 
coincidence opposés correspondent a elles-mémes. On ne trouve ainsi 
jamais des coniques propres isolées qui correspondent a elles-mémes. 

Soit ensuite la correspondance de la seconde espéce. Alors la 
droite e, correspond a e, et f, & f, dans toutes les deux correspondances 
des génératrices. La section plane e,f, correspond done dans |’une 
figure ie, f, dans l'autre, et réciproquement. Les deux faisceaux pro- 
jectifs de plans par EF sont donc en involution, et on voit ainsi 
qu'il existe toujours deux, et seulement deux, coniques par EF’ qui 
correspondent 4 elles-mémes. Elles ne peuvent se confondre sans 
coincider avec l’une ou l’autre des sections e,f, et f,e,; mais alors 
on aurait un cas encore plus particulier que celui — que nous avons 
déja negligé, en parlant de la détermination par trois couples de points 
homologues — ov une seule génératrice d’une série correspond a toutes 
celles de l'autre. Nous ne parlerons, ni non plus, en particulier du 
cas ot les points H et F' se confondent, et ot, par conséquent, la 
section du plan tangent ot les plans e,@,, [/\ fo, & fo, @&f,; se con- 
fondent correspond & elle- méme. 

Dans le cas ov les figures sont en involution on doit prendre pour 
E et F des points queleonques de la courbe de coincidence. L’une 
des coniques qu’on trouve alors sera la courbe de coincidence. Nous 
allons voir toute de suite que l'autre passe par un point fixe (ce qu'on 
pourrait conclure aussi de la circonstance qu’un seul de ces plans passe 
par EF’). 

Nous avons prouvé que: Les figures projectives de la seconde espéce 
contiennent en général deux sections planes qui correspondent a elles- 
mémes. Seulement dans le cas ov les figures sont en involution elles en 
contiennent une infinité double, & cdté de la conique de coincidence déja 
trouvée. 

Nous sommes maintenant en état de démontrer la projectiveté de 
nos figures, dont nous avons avancé la dénomination de figures 
projectives. 

Nous commengons par les figures projectives-de la seconde espéce 
en involution. Prenons le point d’intersection O des plans tangents 
en trois points A, B, C de la courbe de coincidence, qui existe dans 
ce cas, pour centre de projection, et soit X” la projection du point X 
sur la surface elle-méme. Alors les points X” et les points X’, homo- 
logues 4 X dans la correspondance donnée, formeront deux figures 
projectives de la premiére espéce, ayant pour points de coincidence 
les trois points A, B, C. Comme ces points se trouvent sur des 
génératrices différentes dans toutes les deux figures, il faut que 
tout point X” coincide avec le point correspondant X’, On voit 
done que: 
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La correspondance de deux figures en involution de la seconde 
espéce peut toujours étre établie par wne seule projection centrale , le centre 
de projection étant le péile du plan de la conique de coincidence. 

Considérons ensuite les figures de premiere espéce qui ont un 
faisceau de coniques correspondant & elles-mémes. Prenons pour centre 
de projection un point quelconque P de l’axe de ce faisceau EF’, et 
soit X” la projection de X sur la surface. Les figures od les points 
X” correspondent & X’ seront done projectives de la seconde espece, 
et elles sont en involution parce que toutes les sections planes par EF 
correspondent 4 elles-mémes. La transition de la figure X” a X’ 
peut done étre réalisée par une nouvelle projection d’un centre O, qui 
se trouve évidemment aussi sur la droite EF. 

La correspondance de deux figures projectives de la premiére espéce 
a un faisceau de coniques correspondant a elles-mémes, peut étre établie 
par deux projections centrales successives. Les centres de projection se 
trouvent sur axe du faisceau de plans; la position de lun de ces points 
sera enticrement déterminé par celle de Vautre qu'on peut choisir arbitraire- 
ment sur la droite. Si les figures sont en involution les deux centres 
peuvent étre placés sur l'une ou |’autre de deux droites différentes. 

Nous nous éléverons ensuite aux figures projectives générales de 
la seconde espéce. Nous avons déja vu qu’elles contiennent deux sections 
planes correspondant a elles-mémes. Prenons pour centre de projection 
un point queleonque du plan d’une de ces sections, et soit X” la pro- 
jection de X sur la surface. Les deux figures (X”) et (X’) seront 
projectives de la premiére espéce, et elles auront une conique propre 
— celle du plan od nous avons choisi Q -—- correspondant a elle- méme. 
Elles en auront donc une infinité formant un faisceau, et le cas est 
ainsi réduit au précédent: 

La correspondance de deux figures projectives de la seconde espéce 
peut étre établie par trois projections centrales successives. Les centres de 
projection se trouvent dans lun ou Vautre des plans des deux sections 
correspondant a elles-mémes. Le premier, ctant choisi arbitrairement 
dans un de ces plans, déterminera une droite contenant les autres, et 
Cun de ceux-ci, ant choisi arbitrairement sur la droite, en déter- 
minera le dernier. 

Si l'on prenait pour centre de projection Q un point de la droite 
dintersection EF’ des deux plans, on aurait une correspondance de la 
premiere espéce oi EF et F’ se correspondent de deux maniéres diffé- 
rentes. Les deux figures correspondantes, (X‘) et (X”), seraient alors en 
involution. I] existerait done deux droites différentes od l’on pourrait 
choisir les deux derniers centres de projections. Ces deux droites se 
trouvent évidemment sur |’un et Vautre des deux plans dont les sections 
correspondent a elles-mémes. 
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Il nous reste seulement le cas général de deux figures projectives 
de premiére espéce. Au moyen d'une seule projection centrale quel- 
conque, on le réduit au cas de deux figures projectives de second 
espéce. On voit donc que 

La correspondance de deux figures projectives de la premiére espéce 
peut étre établie par quatre projections centrales successives. Le premier 
centre de projection R ctant choisi arbitrairement, les trois autres Q, P, O 
seront soumis aux mémes conditions que dans le cas précédent. 

Comme, réciproquement, une, deux, trois et quatre projections 
centrales établissent des correspondances des quatre natures dont nous 
avons parlé, on voit qu'il est impossible d’établir aucune de ces cor- 
respondances par un plus petit nombre de projections centrales que 
celui que nous lui avons attribué dans nos quatre énoncés. 


§ III. 
Opérations réelles par rapport aux figures projectives. 


Jusqu’a présent il n’a pas été question de la réalité des génératrices 
de la surface et des différents points et lignes appartenant aux figures 
projectives dont nous nous sommes occupés. Toutefois, comme les 
opérations algébriques correspondant aux opérations géométriques dont 
nous avons parlé ne dépendent pas de la réalité des quantités, les 
résultats sont établis d'une maniére générale, et quant aux indications 
de constructions elles donnent une voie de déterminer algébriquement 
les points etc. qu'on doit construire, et qui peuvent étre réels quand 
méme ils sont obtenus au moyen de quantités imaginaires. Cependant 
nous devons indiquer, pour tous les cas, des constructions réelles qui 
soient possibles & exécuter géométriquement. Nous supposerons alors 
que les correspondances des deux figures projectives soient données au 
moyen de trois couples de points homologues réels, A, B; C correspon- 
dant respectivement & A’, B’, C’. 

Soit premiérement la correspondance de la seconde espéce, et com- 
mengons par chercher une suite de trois projections conduisant de 
lune figure 4 l'autre. On sait qu'il existe deux cones réels ou imagi- 
naires qui passent par les sections coniques ABC et A’ B’C’. Leurs 
sommets @, et Q, se trouvent sur la polaire réciproque de la droite 
d’intersection des deux plans ABC et A’ B’C’, et ils sont les points 
doubles de l’involution déterminée par les couples de ses points d’inter- 
section avec la surface et avec les deux plans. On voit qu’ils sont 
toujours réels dans le cas ov les génératrices de la surface sont ima- 
ginaires, et qu’ils peuvent étre réels ou imaginaires dans le cas od 
les génératrices sont réelles. 

En projetant la figure A BC..-- dun de ces points Q,, on aura 
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deux figures A” B” C”.-- et A’B’C’--- projectives de la premiére 
espéce od la section A’ B’C’ A” B’C” correspond & elle-méme. Les 
points A’ B’C’ correspondent respectivement 4 A” B” C” en des divisions 
projectives de cette conique, et le point d’intersection de A’ B” et 
A” B’ sera un point P, de la droite joignant les points de coincidence 
des deux divisions. En projetant A” B”’C” de P, en A” B’'C” on 
aura deux divisions projectives en involution, de fagon que A’ A”, 
BB”, C’C”’ passent par un point fixe O,. En projetant de méme 
un point X de Q, en X”, ce point de P, en X”, et X’’ de O, sur 
la surface, la projection sera le point X’ homologue a X. 

On voit ainsi que @, P, 0, est l’un des deux plans dont les sections 
correspondent & elles-mémes dans les deux figures projectives données; 
on trouve l'autre en faisant le méme usage de Q, que de Q,. On 
voit, en effet, que seulement pour des positions particuliéres des points 
donnés la droite P,O, rencontre Q,@,, de fagon qu’on n’a pas en 
général, et par conséquent ni non plus en des cas particuliers, une 
double détermination d’un seul des deux plans. La droite d’intersection 
des deux plans trouvés Q, P,O, et Q,P,0, contient les deux points 
de coincidence, réels ou imaginaires suivant que la droite rencontre 
la surface ou ‘non. 

Les constructions indiquées ici s’appliquent si les deux points Q, 
et Q, sont réels, ce qui a lieu toujours lorsque les génératrices sont 
imaginaires. Dans le cas ov les génératrices sont réelles, Q, et Q, 
peuvent étre réels ou imaginaires; mais alors on peut obtenir, et la 
droite toujours réelle joignant les deux points de coincidence, et le 
point X’ correspondant & un point donné X au moyen des deux 
coniques, lieux des points d’intersection de génératrices homologues, 
dont nous avons indiqué la construction trés-facile dans le § Il. En 
joignant Ja droite passant par les deux points de coincidence aux 
points Q, et @, on aura les plans des deux sections correspondant a 
elles-mémes. Ces plans sont donc réels ou imaginaires en méme 
temps que les points Q, et Q,. Sils sont imaginaires il sera impossible 
d’établir la correspondance par trois projections réelles. 

Dans ce dernier cas il est naturel de se demander s’il ne serait 
pas possible d’établir la correspondance par un plus grand nombre de 
projections réelles. On verra que cela est impossible, En effet, de 
méme qu’une hyperboloide & une nappe décompose l’espace (de points), 
elle décompose la collection des plans de l’espace, en deux parties. 
Deux plans appartiennent 4 la méme partie ou a des parties diffé- 
rentes, suivant que leurs pdles se trouvent dans la méme partie de 
espace ou en des parties différentes. On voit que deux plans dont 
les sections se trouvent sur un cone réel appartiennent toujours a la 
méme partie, de fagon qu’un nombre quelconque de projections centrales 
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réelles ne conduit jamais de l'une partie de la collection des plans de 
Yespace & l'autre. Dans le cas ot les deux plans ABC et A’ B’ C’ 
appartiennent 4 la méme partie, les points Q, et Q, seront réels, et 
on pourra établir la correspondance par trois projections réelles; dans 
le cas ok ABC et A’ B’C’ appartiennent 4 des parties différentes il 
sera impossible de |’établir par des projections centrales réelles. 

Les considérations précédentes nous permettent de construire dans 
les deux cas suivants quatre centres de projections réels au moyen 
desquels on peut établir une correspondance projective réelle et donnée 
de la premiére espéce, 1° si les génératrices de la, surface sont imagi- 
naires, 2° si les génératrices sont réelles, et les plans ABC et A’ B’ C’ 
appartiennent 4 la méme partie de la collection des plans de l’espace, 
et elles nous montrent que dans le (troisitme) cas qui reste il est 
impossible de réaliser la correspondance par des projections centrales 
réelles. Dans les deux premiers cas les projections fournissent le 
meilleur moyen de déterminer le point X’ homologue 4 un point quel- 
conque donné X, et dans tous les deux derniers cas, les génératrices 
étant réelles, on peut réduire cette construction, de méme que celle 
des points de coincidence, a des opérations de géométrie plane, en 
considérant les divisions homographiques de la conique ABC qu'on 
obtient en faisant correspondre & A, B et C les traces sur ce 
plan des génératrices de l'une ou de lautre série passant par A’, 
B’ et C’. 

Il nous reste de chercher une construction des quatre points de 
coincidence de deux figures projectives de premiére espéce, applicable 
aussi dans les cas ov les génératrices sont imaginaires. On l’obtient 
en déterminant une involution de deux figures de la premiére espéce 
qui ont les mémes points de coincidence. Ceux-ci seront alors les points 
d’intersection de la surface avec les deux droites, réelles ou imagi- 
naires, qui rencontrent les quatre droites joignant les points de quatre 
couples de linvolution, 

Pour la détermination de Vinvolution aux mémes points de coin- 
cidence que deux figures projectives données de la premiére espéce, 
on a besoin de la définition suivante: La couple EF’ de deux points 
de coincidence opposés de deux figures projectives de la premiere espéce 
en involution, et la couple de deux points homologues quelconques AA’ 
forment un systéme harmonique, ou bien, A est harmoniquement con- 
jugué & A’ par rapport a E et F. E, Fet A étant donnés on déter- 
mine le point A’ au moyen de la droite par A qui rencontre et EF 
et la droite polaire réciproque de EF. 

Cela étant, je dis que: X’ ef X” dant les points qui correspondent, 
dans une correspondance projective de la premiére espéce, & un point X 
suivant qu'on le regarde comme point de Vune ou de Vautre des deux 
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figures projectives, ct Y cant le point harmoniquement conjugué a X 
par rapport a@ X’ et X”, les couples de points X Y formeront une in- 
volution aux mémes points de coincidence que les figures données. 

Ce théoreme résulte immédiatement du théoreme analogue dans la 
théorie des séries projectives simplement infinies, si l’on se rappelle 
seulement que les génératrices, de chacune des séries, passant par les 
points de la surface forment des systemes harmoniques et des séries 
projectives, ordinaires ou en involution, en méme temps que les points 
de la surface. 


g IV. 


Inscription de polygones, 


La théorie précédente s’applique immédiatement a la construction 
de polygones fermés et inscrits a la surface dont les cétés passent par des 
points donnés. En effet, en commengant par essayer de prendre un 
point queleonque X de la surface pour sommet, on obtiendra en général 
un polygone ouvert dont le dernier cété rencontre la surface en un 
point X°. Si X’ coincide avec X le polygone sera un de ceux que 
nous cherchons. Or les figures (X) et (X’), dont Tune dépend de 
autre par un nombre de projections centrales, seront projectives. 
Nous avons donc appris 4 en construire les points de coincidence. 
On y emploie seulement trois couples de points homologues, A, B, C 
correspondant respectivement 4 A’, B’ et C’; on les obtient, de la 
maniére que nous venons d’indiquer, par trois essais. Dans le cas gi 
les génératrices de la surface sont imaginaires, et le nombre des cdtés 
du polygone est pair, on facilite la construction en prenant le point 
A’, trouvé par le premier essai, pour point B, et le point B’ pour 
point C; dans tous les cas il faut prendre A, B, C sur des génératrices 
différentes dans toutes les deux séries. 

Si le nombre n des cétés du polygone cherché est pair on trouve 
en général quatre solutions. — Dans le cas ot AA’, BB’, CC’ sont des 
génératrices de la méme série on obtient une infinité de solutions; les cétés 
des polygones engendrent alors deux suites fermées de % plans, dont les 
n arétes sont des génératrices prises alternativement dans Vune et dans 
Vautre série. — Si toutes les trois polygones d’essai se ferment on peut 
commencer la construction dun nouveau polygone fermé par un point 
quelconque X de la surface, et il y aura ainsi une infinité double de 
solutions. 

Sin est impair on obtient en général deux solutions. Seulement si 
AA’, BB’, CC’ se rencontrent au méme point, il y en aura une in- 
finité; les cétés des polygones engendrent alors une suite fermée de n cones 
qui se rencontrent en n coniques de la surface. 
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Nous allons étudier les conditions imposées aux points fixes dans 
les cas ov il existe une infinité de solutions. 

Si » est pair on aura, en prenant » —1 des points fixes pour 
centres de nm — 1 projections successives, une correspondance de la 
seconde espéce. Soient A”, B”, C” les points correspondant aux trois 
points A, B, C, et désignons par a,, b,, ¢, les trois génératrices de 
Yune des séries qui passent par A, B, C, et par a,”, b,”, c,” celles 
de l’autre série qui passent par A”, B”’, C”. En projetant ensuite les 
points A”, B”, C” du point d’intersection O des plans a, a,", b,b,”, ¢,¢,", 
on déterminera trois points A’, B’, C’ des trois génératrices a,, b,, ¢,. 
En prenant ce point O pour le mieme point fixe, les autres n — 1 
étant donnés, on aura ainsi le cas of il y a une infinité simple de 
solutions. On obtient la méme chose pour une autre position du 
dernier point O, celle qu’on obtient en changeant entre eux les 
roles que nous venons de faire jouer aux deux séries de génératrices. 
Ces deux positions étant les seules possibles, on voit que la suite de 
n==2r points sur lesquels peuvent pivoter, dans deux séries de 
plans fixes, les cdtés d’un polygone fermé et inscrit est soumise a 
3 conditions. 

Encore plus d’intérét présentent les suites de 2r points sur lesquels 
peuvent pivoter d'une maniére enticrement libre les cotés dun polygone 
fermé et inscrit a la surface. Nous les appellerons les cycles complets 
de 2r points. Le § Il. fournit le moyen de déterminer trois points 
consécutifs d’un cycle complet, les » — 3 autres (ainsi que l’ordre des 
points) étant donnés. En effet, en prenant » — 3 points pour centres 
de projections successives, on peut construire deux figures projectives 
de seconde espéce, dont la correspondance peut étre établie par 3 pro- 
jections successives. Les centres de projection dont le premier est un 
point arbitraire de l’un de deux plan, le deuxitme, un ‘point arbitraire 
dune droite du méme plan, et le dernier. un point déterminé de la 
méme droite, seront les points cherchés - cycle. On voit ainsi que 
les points dun cycle complet de 2r points sont soumis a 6 conditions, 
qui ue peuvent toutefois servir 4 déterminer deux des points par 
les autres, 

En étant dun cycle compiet de 2r points un des points, qui est 
déterminé par les autres, on obtient 2r — 1 points, dont nous dirons 
quils forment un cycle de 2r — 1 points. Les propriétés de cette série 
nous montreront en effet qu’elle est circulaire, ou bien, qu’on peut la 
commencer par un point quelconque. 

Il résulte premiérement de notre déduction du cycle que ses points 
ont la propriété suivante: pris pour centres de projections succes- 
sives de la surface sur elle-méme, ses points établissent une inyolution 
de la seconde espece. Cette propriété conduit aux deux suivantes: 
4* 
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Sur les points d’un cycle de 2r — 1 points peuvent pivoter les cédtés d'un 
polygone fermé et inscrit dont les sommets sont astreints a parcourir 
des coniques fixes de la surface. — Sur les mémes points peuvent pivoter 
librement les cétés opposés d'un polygone’ ad 2(2r — 1) cétés, fermé et 
inscrit a la surface. On pourrait énoncer la derniére de ces propriétés 
de la maniére suivante: En prenant un cycle de 2r — 1 points deux 
fois on aura un cycle complet de 2(2r — 1) points. 

La deduction d’un cycle de 27 — 1 points nous montre que ses 
points sont assujétis ad 3 conditions, qui ne peuvent toutefois servir a 
déterminer un des points par les autres. 

En dtant un des 2r — 1 points dun cycle on aura 2r — 2 points, 
assujétis & une seule condition; nous dirons quils forment un cycle in- 
complet. Pris, dans l’ordre donné, pour centres de projections successives, 
ils déterminent deux figures projectives de la premiére espéce 4 un 
faisceau de sections planes correspondant a elles-mémes. Cela est 
évident si l’on commence la série par le point consécutif, dans le cycle 
de 27 — 1 points, a celui que nous avons Oté; en projetant ensuite toutes 
les deux figures projectives qu’on a obtenues dans ce cas des points de la 
série, pris dans le méme ordre, on obtient, par chaque projection, deux 
figures projectives jouissant de la méme propriété. Pouvant faire subire 
ainsi & la série de 2r — 2 points une permutation circulaire, il est 
juste de l’appeler un cycle; nous l’avons appelé incomplet parce qu'il 
faut ajouter 2 points pour avoir un cycle complet de 27 points. 

Le point qu'il faut ajouter pour former un cycle de 2r — 1 points 
est un point quelconque d’un des axes des faisceaux de plans dont 
nous venous de parler, et il aura sa place, dans ce cycle, entre les 
centres de la premiére et de la derniére des projections qui établissent 
la correspondance a laquelle appartient ce faisceau. Dans le cas par- 
ticulier ot cette correspondance est une involution — et alors aussi les 
correspondances qu’on obtient en commengant le cycle incomplet par 
d’autres points seront des involutions — le point 4 ajouter peut étre 
aussi un point quelconque de la droite polaire réciproque de cet axe. 
Dans ce cas particulier nous appelons le cycle incomplet singulier. 

La condition 4 laquelle 27 —2 points doivent satisfaire pour 
former un cycle incomplet consiste en ce qu’un queleconque des points 
se trouve sur un de deux plans, déterminés par les autres 27 — 3 
points d’une maniére que nous avons indiquée dans les §§ II. et III. 
Le cycle sera singulier si le point se trouve sur la droite d’intersection 
des deux plans, ou bien sur da droite joignant les deux points de 
coincidence des figures projectives de.la seconde espéce qu’on déter- 
mine par les 27 — 3 points, pris pour centres de projections succes- 
sives. Qn voit done qu'un cycle incomplet et singulier dépend de 2 
conditions. On voit de plus que dans le cas ot un des 2r — 2 points 
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se trouve sur la droite d’intersection des deux plans qui composent 
son lieu lorsque les autres points du cycle incomplet sont donnés, tous 
les 2 — 2 points du cycle seront dans la méme condition. 

Soit donné un cycle incomplet de 2r — 2 points qui n’est pas 
singulier. Alors chacun des points ne se trouve que sur un seul des 
deux plans qui en formeront le lieu si les autres points restent fixes. 
Chacun de ces plans contient les deux droites qui sont les lieux du 
(2r—1)™° point qu’il faut ajouter immédiatement avant ou aprés le 
point auquel appartient le plan, pour former un cycle de 27 — 1 points. 
Le cycle de 2r —2 points étant donné, le lieu complet du point a 
ajouter dans un intervalle inconnu pour former un cycle de 2r—1 
points sera done composé des arétes de la suite de 27 — 2 plans cir- 
conscrite au cycle donné. — Dans le cas ov le cycle est singulier on 
aura deux suites de 27 — 2 plans au lieu d'une seule. 

Soit donné ensuite un cycle de 2r —1 points. Alors chacun 
des points se trouve sur une droite déterminée par les autres, qui 
forment un cycle incomplet. Seulemert dans le cas ot celui-ci est 
singulier ils déterminent deux droites; mais, étant des polaires récipro- 
ques, elles ne se rencontrent pas en général, et le (2r—1)"* point ne 
se trouve que sur l’une de ces deux droites. On a ainsi dans tous 
les cas une seule droite par chaque point. Le point qu'il faut ajouter 
dans un intervalle donné pour former un cycle complet de 2r points 
doit se trouver, selon le § II., sur les deux droites qui appartiennent 
aux deux points adjacents. On voit ainsi que toutes ces droites forment 
un polygone fermé, circonscrit au cycle donné, et que le point qu'il 
faut ajouter pour former un cycle complet doit étre un des sommets 
de ce polygone. 

Nous nommerons encore un théoréme sur les cycles incomplets et 
singuliers d’un nombre pair de points: Etant construit un polygone a 
4s cétés fermé et inscrit a la surface dont les cétés opposés se rencontrent, 
les cétés de ce polygone, restant fermé et inscrit, peuvent pivoter librement 
sur les 2s points de rencontre, qui formeront un cycle incomplet et 
singulier. Il suffit, en effet, pour établir l’involution de deux figures 
projectives de la premiére espéce qu’un seul point a le méme point 
homologue a quelque des deux figures qu’on le fasse appartenir. Comme 
la méme chose ne suffit pas pour deux figures projectives de la seconde 
espece, on a besoin de plusieurs conditions pour assurer 4 un polygone 
inscrit 4 2(2r—1) cdtés la méme liberté, dont il jouit lorsqu’il est 
deux fois circonscrit 4 un cycle de 2r — 1 points. 

Des propriétés fondamentales des cycles, qui permettent de sub- 
stituer un seul point 4 un cycle d’un nombre impair de points, résul- 
tent immédiatement les théorémes suivants sur la formation de nou- 
veaux cycles par l’addition de cycles donnés: 
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En ajoutant a un cycle donné un cycle complet dun nombre pair 
de points, on formera un nouveau cycle de la méme espéce que le cycle 
donné. — Par Vaddition de deux cycles @un nombre impair de points 
on formera un cycle, en général incomplet. 

Dans cette addition on peut commencer chaque cycle par un point 
quelconque et donner aux cycles un sens quelconque. Si le cycle qu’on 
ajoute & un autre en fait déja partie en sens inverse, on aura une 
soustraction de cycles. — 

Deux points forment toujours un cycle incomplet, qui sera singulier 
dans le cas ov les points sont conjugués par rapport ala surface. On 
aura un cycle de trois points en ajoutant un point quelconque de la 
méme droite, et, dans le cas particulier ot les points sont conjugués, 
une autre espece de cycles de trois points en ajoutant un point quel- 
conque de la polaire réciproque. Le quatriéme point d’un cycle com- 
plet sera dans le premier cas un point de la méme droite qui contient 
les autres, déterminé conformément au théoreme de Desargues. Dans 
le second cas il sera le pdle du plan des trois autres points. On voit 
ainsi que: . 

Les cycles de trois points sont composés, soit de trois points d'une 
droite, soit des sommets @un triangle conjugué a lui-méme. Les cycles 
complets de quatre points sont composés, soit de quatre points d'une droite, 
dont le premier et le troisiéme, le deuxiéme et le quatriéme, forment avec 
les deux points dintersection avec la surface trois couples dune involu- 
tion, soit des sommets d'un tétraédre conjugué a lui-méme. 

Nous n’avons pas besoin d’énoncer séparément les théoremes sur 
les polygones variables, inscrits et fermés, qu’on obtient en appliquant 
les propriétés générales des cycles aux sommets d’un triangle ou d’un 
tétratdre conjugué 4 lui-méme. Ils seront connus, du moins dans le 
cas ou trois sommets sont 4 l’infini. 

Il est évident que 2r — 1 points d'une droite forment toujours 
un cycle. La détermination du point de la méme droite qui forme avec 
eux un cycle complet de 27 points résulte immédiatement de la théorie 
de Poncelet sur les polygones inscrits aux coniques. 

Il est évident aussi qu’une suite de 2r — 2 points d’un plan forment 
toujours un cycle, qui est en général incomplet. On voit s'il est com- 
plet, ou singulier, en essayant d’inscrire & la surface trois polygones 
fermés & 2r — 2 cdtés circonscrits une fois au cycle, ou un polygone 
fermé & 2(2r — 2) cdtés circonscrit deux fois au cycle. Sil est in- 
complet on pourra former un cycle de 27 — 1 points en ajoutant, 
dans un des intervalles, un point quelconque de Ja droite joignant les 
points de coincidence des deux séries projectives déterminées, sur la 
section faite par le plan du cycle, par les polygones cireonscrits au 
cycle donné de 2r — 2 points et inscrits — au sommet prés qui ap- 
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partient a lintervalle que nous avons choisi — 4 la conique. Les 
cycles de 2r — 1 points formés ainsi s’appellent cycles plans ordinaires. 
Il existe seulement deux polygones plans et fermés circonscrits & un de 
ces cycles et inscrits a la section conique, et le point qu'il faut ajouter, 
dans un des intervalles, pour former un cycle complet de 2r points se 
trouve dans le méme plan. 

A cdté de ces cycles plans ordinaires on peut former, dans le cas 
out le cycle incomplet de 2r — 2 points est singulier, une autre espéce 
de cycles plans de 2r — 1 points, en ajoutant, dans un des intervalles, 
le pole de la droite qui est le lieu du point dont on fait usage pour 
former un cycle plan ordinaire. Nous appellerons ces nouveaux cycles 
des cycles plans singuliers de 2r — 1 points (parce qu’on a un cycle 
incomplet et singulier de 27 — 2 points en en dtant un point quelcon- 
que). Les polygones plans circonscrits a ces cycles, et imscrits a la 
section, se ferment d’eux mémes; les polygones plans inscrits & la conique 
et circonscrits deux fois au cycle sont done formés par la répétition 
de polygones circonscrits une fois. Le point qwil faut ajouter pour 
former un cycle complet de 2r points est, pour tous les intervalles, 
le pole du plan. 

Les points d’un cycle plan ordinaire de trois points se trouvent 
sur une droite; ceux d’un cycle plan singulier de trois points sont les 
sommets d’un triangle conjugué a lui-méme, — 

Les points dintersection dun plan avec les cétés d’un polygone 
inserit et fermé &2r — 1 cétés forment towjours un cycle plan ordinaire. 

En effet, un sommet quelconque du polygone est point de coin- 
cidence de deux figures projectives de seconde espéce dont l'une est 
formée de l'autre par 2r — 1 projections successives, les centres de 
projection étant les 27 — 1 points d’intersection. Les mémes figures 
ont évidemment encore deux points de coincidence dans le plan donné, 
Il existe done une courbe de coincidence passant par les trois points. 
Done les figures sont en involution, et les 27 — 1 points forment par 
conséquent un cycle, qui n’est pas singulier parce que la courbe de 
coincidence n’est pas la section faite par le plan donné. 

Comme deux figures projectives de la premiére espéce ont quatre 
points de coincidence, les mémes considérations ne conduisent & aucune 
particularité du cycle incomplet formé des points d’intersection d’un 
plan avec les cdtés d’un polygone inscrit & la surface & un nombre 
pair de cdtés; mais & cause de la dépendance qui a lieu entre les 
quatre points de coincidence, il existera aussi une dépendance entre 
ce cycle incomplet plan et les sommets du polygone, qu’on peut 
énoncer ainsi: 

Soit inscrit a une surface du second ordre un polygone gauche a 2s 
cétés ; alors les deux polygones plans et fermeés, circonscrits au cycle incomplet 





56 H. G, Zevrnen. 


formé des points d'intersection des cétés du peolygone gauche avec un 
plan, et inserits a la section faite par ce plan, auront pour sommets 
les traces des génératrices passant par les sommets du polygone gauche, 
prises alternativement dans les deux séries. Deux sommets consécutifs 
d'un des deux polygones plans ne sont par déterminés par des généra- 
trices de la méme série, parce que les cdtés du polygone plan rencon- 
trent les cdtés homologues du polygone gauche. 

Si la surface est une sphere, et un des sommets S du polygone 
gauche est un des poles sphériques du cercle d’intersection du plan, les 
sommets des deux polygones inscrits au cercle qui se trouvent dans le 
méme intervalle du cycle que S seront les points circulaires a |’infini. 
On voit done que si l’on fait pivoter sur les points du cycle incemplet 
les cotés d'un polygone dont les autres sommets se trouvent sur le cercle, 
les deux cdtés adjacents au sommet qui se trouve dans le méme inter- 
valle que S, intercepteront un are de cercle de grandeur constante. — 

Il n’est pas nécessaire de placer le point devant former avec 
2r — 3 points donnés d’un plan « un cycle incomplet, dans le méme 
plan. 11 peut étre aussi un point quelconque d’un autre plan (A, passant 
par la droite qui joint les deux points de coincidence des séries pro- 
jectives déterminées sur la section du plan « par les polygones inscrits 
et ouverts dont les cétés pivotent sur les 2r — 3 points donnés, et 
par le pole du plan donné «. En effet, comme ce plan B contient déja 
les deux points de coincidence des figures projectives de second espece 
quon obtient en prenant les 2, — 3 points donnés pour centres de 
projections successives, il suffit d’indiquer encore un point X de la 
section du plan f auquel correspond un point X’ du méme plan. On 
peut prendre un point qui est infiniment voisin du plan a@;. car le 
polygone ouvert qui établit la connexion de ce point X avec le point 
correspondant X’ aura, si on prend le pdle du plan @ pour centre de 
projection, la méme projection que le polygone fermé et inscrit a la 
section faite par le plan @ qui établit la connexion du point de coin- 
cidence infiniment voisin de X avec lui-méme. X et X’ avront donc 
la méme projection, et, si les figures projectives ne sont pas en in- 
volution, les plans @ et 6 composeront le lieu du (2x—2)ieme point 
du cycle incomplet. ;, 

L’involution aura lieu si les 27 — 3 points forment un cycle plan 
ordinaire ou singulier. Dans le dernier cas le plan #6 devient in- 
déterminé, et dans le premier, a et B ne composeront pas le lieu 
complet du point cherché, qui doit étre indéterminé selon notre théoréme 
sur l’addition de cycles. 

Dans le cas ot r = 3, on aura, en faisant usage d’une propriété 
connue des triangles inscrits & une conique dont les cdtés passent par 
des points donnés, le théoreme suivant: 
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Si quatre points A, B, C, D, qui ne se trowvent pas dans le 
méme plan, forment un cycle incomplet, le point D se trowvera dans le 
plan passant par la droite dintersection du plan polaire de A avec 
le plan joignant A a la polaire réciproque de BC, et par la droite 
dintersection du plan polaire de C avec le plan joignant C a la polaire 
réciproque de A B. 

Comme cette condition suffit pour faire former aux quatre points 
un cycle incomplet, il suffit aussi pour établir que les points A, B, C 
se trouvent sur les plans dont la détermination résulte de permutations 
circulaires de A BC D dans l’énoneé précédent. 

Pour avoir un cycle de cing points il faut ajouter au cycle incom- 
plet A, B, C, D un point queleconque EF de la droite d’intersection du 
plan par D que détermine lénoncé précédent, avec le plan analogue 
par A, 

Le (27 — 2)ieme point d’un cycle incomplet et singulier dont les 
autres 27 — 3 points se trouvent dans un plan, se trouvera, en général, 
sur une droite de ce plan. Dans le cas ot les 2x — 3 points forment un 
cycle il peut étre un point quelconque du plan polaire du point formant 
avec les points donnés un cycle complet. Ce plan coincide avec le 
plan des points donnés dans le cas ot le cycle plan qu’ils forment est 
singulier. Un cycle incomplet et singulier de quatre points est donc 
toujours plan. — 

Il peut arriver, en des cas particuliers, qu’un point d’un cycle se 
trouve sur la surface elle-méme, et on peut déduire les propriétés de 
ces cycles des propriétés générales. I] ne serait pas difficile de former 
les énoneés sur les cycles imcomplets dont un point se trouve sur la 
surface, mais ne les trouvant pas assez intéressants pour y insister, 
nous ne nous occuperons, a cet égard, que des cycles d’un nombre 
impair de points et des cycles complets. 

KEtant donné un cycle incomplet de 27 — 2 points, le lieu du 
point & ajouter, dans un intervalle donné, pour former un cycle de 
2r — 1 points est une droite qui rencontre la surface en deux des 
quatre points de coincidence des figures projectives qu’on détermine en 
prenant les 2r — 2 points pour centres de projections successives. I] 
en résulte le théoreme suivant, qui nous sera utile: 

Si un point P dun cycle de 2r — 1 points se trouve sur la sur- 
face, il sera sommet d'un polygone fermé & 2r — 2 cétés imscrit a 
la surface, et circonscrit au cycle incomplet formé des 2r — 2 autres 
points. 

Il résulte de l’énoneé et de la déduction que la proposition inverse 
ne serait pas vraie: un sommet et un point queleonque de chaque 
coté d’un polygone inscrit 4 2r — 2 cdtés ne forment pas en général 
un cycle de 2r —1 points. Il faut, non seulement que les 2r — 2 
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points forment un cycle incomplet, mais aussi que le sommet est un 
des deux points de coincidence des figures projectives, déterminées 
par le cycle incomplet, par lesquels passent les coniques correspondant 
& elles-mémes. Ces conditions sont remplies dans le cas particulier od 
tous les 2r — 1 points se trouvent dans le méme plan. 

En circonscrivant & un cycle donné de 2r — 1 points dont un se 
trouve sur la surface plusieurs polygones ouverts dont les sommets a 
un prés se trouvent sur la surface, on voit que le point a ajouter 
pour former un cycle complet, est un des sommets du polygone, inscrit 
et fermé, & 2r — 2 cétés dont nons avons parlé dans le précédent 
énoncé. Le sommet P appartient & deux des 2r — 1 intervalles du 
cycle donné, chacun des autres 4 un intervalle. On voit done quwun 
cycle complet dont un point se trouve sur la surface en a encore un 
autre sur la surface. 


§ V. 
Sur les cycles communs aux surfaces d’un systéme linéaire. 


Nous avons montré, dans le paragraphe précédent, la détermina- 
tion des points qu'il faut ajouter & des points donués pour former 
les différentes especes de cycles. Cette détermination nous montre les 
degrés des équations, exprimant qu’une suite de points est un cycle, 
par rapport aux coordonnées de ces points. On voit que les équations 
exprimant qu'une suite de 2r points est un cycle complet peuvent étre 
réduites au systéme suivant: 1° une équation qui est du second degré 
et réductible par rapport aux coordonnées de chacun de 2r — 2 pomts 
consécutifs de la suite; 2° deux équations contenant les coordonnées 
précédentes et les coordonnées du (2r — 1)iéme point, et étant linéaires 
par rapport aux coordonnées de chacun de ces points; 3° trois équa- 
tions contenant toutes les coordonnées des 2r points, et étant linéaires 
par rapport aux coordonnées de chaque point. 

Les équations de condition contiennent encore les coefficients de 
Péquation de la surface. Sans essayer de surmonter les difficultés 
qui s’opposeraient & une étude algébrique complete des cycles, nous 
nous servirons d’un simple raisonnement pour déterminer les degrés 
des équations de condition d’un cycle complet d'un nombre pair de 
points, ou d’un cycle d'un nombre impair de points, par rapport aux 
coefficients de l’équation de la surface. 

Les équations devant étre homogénes par rapport aux dix coeffi- 
cients, il est évident que les degrés ne seront pas altérés si l’on donne 
aux points du cycle des positions particulitres, & condition qu’on ne 
neglige, en méme temps, aucun facteur des équations cherchées. Faisons 
done coincider entre eux le premier et le deuxiéme point du cycle, le 
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troisieme et le quatriéme etc. jusqu’é ce qu'il n’en reste que quatre 
points A BCD, ou trois points A BC. Il faut alors que ces derniers 
points forment un cycle complet, ou un cycle; car deux points con- 
fondus qui ne se trouvent pas sur la surface forment un cycle com- 
plet, qu’on peut negliger selon le théoreme sur l’addition des cycles, 
et comme la droite joignant les deux points confondus garde dans le 
cas limite une direction déterminée, on ne contribuera rien a satisfaire 
aux conditions en faisant passer la surface par les points confondus. Les 
degrés cherchés seront done les mémes dans les cas de quatre ou trois 
points donnés, que dans ceux owt le cycle doit étre formé d’un nombre 
pair ou impair quelconque de points. Or nous savons que, dans les 
cas ot les points donnés ne se trouvent pas sur une droite, les quatre 
points d’un cycle complet doivent étre les sommets d’un tétraédre 
conjugué & lui-méme; et que les trois points d’un cycle doivent étre 
les sommets d'un triangle conjugué aA lui-méme. Les points étant 
donnés, on connaitra, respectivement, six ou trois points conjugués 
par rapport @ la surface, ce qui donne six ou trois équations linéaires 
par rapport aux coefficients de son équation. On voit done que la 
condition que 2r points forment un cycle complet par rapport d une 
surface du second ordre, peut étre exprimée par un systéme de six équa- 
tions linéaires par rapport aux coefficients de Véquation de la surface*); 
et que la condition que 2r — 1 points forment un cycle, s’exprime par 
trois équaiions linéaires par rapport aux coefficients.**) 

On en -conelut que, dans un systéme linéaire de oo’ surfaces, 
celles par rapport auxquelles 2r (ou 2r — 1) points forment un cycle 
complet (ou un cycle) composent, en général, un systeme linéaire de 
co*—* (ou de oo*~%) surfaces. Dans le cas particulier ot les points 
forment un cycle complet (un cycle) par rapport & s-+ 1 des sur- 
faces, qui n’appartiennent pas 4 un systeme linéaire de oo'—! surfaces, 
ils formeront un cycle complet (cycle) par rapport & toutes les oo* 
surfaces du systeme donné. Si, par exemple, 2r (ou 27 — 1) points 
forment un cycle complet (cycle) par rapport & deux surfaces d’un 
faisceau, ils formeront un cycle complet (cycle) par rapport a toutes 
les surfaces du faisceau. 


*) Ce systeme n'est pas immédiatement identique 4 celui des six équations 
que nous avons indiqué pour la détermination successive de trois des 2r points 
qui forment un cycle complet par rapport & une surface donnée; mais l'un de 
ces systémes est formé de l’autre par des éliminations, I] n’est donc pas permis 
de conclure que |’équation de condition d’un cycle incomplet, qui est une des 
équations du dernier systéme, serait linéaire par rapport aux coefficients. 

**) Les nombres des équations se réduisent pour des positions particuliéres 
des points; mais les équations restent linéaires par rapport aux coefficients. Une 
seule équation linéaire suffit, par exemple, pour exprimer que 2r—1 points donnés 
d'un plan forment un cycle par rapport 4 une surface. 


60 H. G. Zeuruen. 


§ VI. 


Construction d’une surface du second ordre passant par des 
points donnés. 


On peut faire usage des théoremes trouvés dans le § LV. (p.55) sur les 
points d’intersection d’un plan avec les cdtés d’un polygone inscrit a 
une surface du second ordre pour construire une surface passant par 
des points donnés, Nous commengons par le probléme suivant: 


I. Construire une surface du second ordre passant par une conique 
donnée x et par quatre points donnés 1 2 3 4, 

On aura le moyen de déterminer tous les points de la surface en 
trouvant une construction de son second point d’intersection 5 avec 
une droite queleonque passant par 4. Or nous avons démontré que 
les points d’intersection ABCD E du plan de la conique x avec 
les cdtés du pentagone 123451 forment un cycle plan ordinaire. 
Les points A, B,C, D étant déterminés immédiatement au moyen 
des points donnés, nous savons encore que le lieu du cinquiéme 
point EF du cycle est une droite e, facile & construire. Le point E 
doit se trouver encore sur la trace ¢ du plan passant par le point 1 
et par la droite 45 dont on cherche le point d’intersection 5. On 
pourra ainsi construire le point E qui détermine la position de la 
droite 15. 

Dans le cas ot la trace ¢ rencontre la conique x, on peut déter- 
miner le point cherché F sans construire la droite, lieu du cinquiéme 
point du cycle. II suffit, en effet, de prendre ¢ pour cété d'un décagone 
inserit & x et circonscrit deux fois 1 A BC DE. Le cdté ¢ en déter- 
mine les cdtés passant par les points donnés A, B, C, D, et ensuite le 
cdté opposé at; le point d’intersection de celui-ci avec ¢ sera le point 
cherché E. ’ 

Dans le cas ot ¢ ne rencontre pas x, on pourrait se servir du 
méme précédé pour déterminer deux points de la droite e; mais il 
existe aussi d’autres moyens de cette construction. Dans tous les deux 
cas les opérations se réalisent linéairement, et, & l'exception de peu 
de projections, dans le plan de x. 

Il. Déterminer les points intersection dune droite donnée e avec 
une surface du second ordre passant par une conique x et par quatre 
points donnés 1 23 4. 

Désignons encore un des points cherchés par 5, et attribuons 4 
A, B, C, D, E \es mémes significations que dans Ja solution précédente. 
Alors A, B, C seront donnés, D sera un point de la trace s du plan 
41, E un point de la trace ¢ du plan 11, et la droite DE passera par 
la trace O de la droite 14. Si D parcourt la droite s, on peut 
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construire, pour chacune de ses positions, de la maniére que nous 
venons d’indiquer, sur la droite ¢ le cinquiéme point E d’un cycle 
plan ordinaire déterminé par A BC D, et comme cette construction 
et celle du point D qui correspond a une position donnée de E sont 
linéaires, ou aura ainsi deux séries de points projectives, (D) et (Z). La 
construction de points homologues D et E qui se trouvent sur des 
droites par O se réduit alors a la détermination de points de coin- 
cidence de deux séries projectives de points d’une droite.*) 

On réduira la construction d'une surface passant par neuf points 
donnés aux constructions indiquées ici, en déterminant sa courbe d’in- 
tersection avec le plan passant par trois des points donnés. II s’agit 
seulement de déterminer encore deux points de cette conique. On peut 
prendre les quatriémes points d’intersection du plan avec les quartiques 
gauches de la premiere espéce passant par les trois points donnés dans 
le plan et par cing autres des points donnés. Nous avons donc besoin 
seulement de résoudre le probleme suivant: 

Ill. Hwit points 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8 dune quartique gauche de la 
premicre espéce ctant donnés, construire le quatriéme point @ intersection 
Z de cette courbe avec le plan 6 7 8. 

Le point Z est le quatrieme point d’intersection des traces de 
deux surfaces passant par la quartique. Si l’on prend la surface pas- 
sant encore par un point quelconque de 78, ou de 67, la trace sera 
composée de la droite 78 et d’une droite i par 6, ou de la droite 67 
et d’une droite k par 8. Le point Z sera le point d’intersection de i 
et k. Les constructions de ces deux droites étant identiques, nous 
avons réduit le probléme au suivant: déterminer la droite « passant par 
un point donné 6, et formant avec une droite donvice (7 8) une section 
plane d’une surface du second ordre qui passe encore par cing points 
donnés 1, 2, 3, 4, 5. 

Si le point 6 était inconnu, les surfaces assujéties 4 passer par 
1, 2, 3, 4, 5 et trois points de la droite (7 8) formeraient un faisceau 
passant par (7 8) et uae cubique gauche rencontrant le plan donné en 
deux points de (7 8) et en un troisiéme point J. Il faut done que toutes 
les droites ¢ qu’on obtient pour les différentes positions de 6 passent 
par ce point fixe. On pourrait déduire le méme fait de notre para- 
graphe précédent, en substituant 4 la condition que la surface doit 
passer par 1, 2, 5, 4, 5, celle que les traces A, B, C, D, E des cdtés 


*) Comme le lieu des points H correspondant 4 D est une droite e, et, 
réciproquement, le lieu des points D correspondant 4 un point EF est une droite 
d, les points D et les droites correspondantes e forment deux figures corrélatives. 
On aura ainsi une nouvelle déduction de la génération des surfaces du second 
ordre due & M. Seidewitz. 
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du pentagone J, 2, 3, 4, 5 doivent former un cycle par rapport a la 
section de la surface, qui est composée de (7 8) et de i. On obtient le 
point fixe J des droites i, en donnant au point 6 des positions qui 
facilitent la construction de la droite 7. 

On en aura une en placant le point 6 en un des points du cycle 
donné A, B, C, D, E, par exemple en A. En effet, nous avons vu 
a la fin du § IV. que, dans le cas ot A est un point de la surface, 
il sera sommet d’un quadrilatére fermé, inscrit 4 la surface, et circon- 
serit au cycle incomplet B, C, D, E. Dans le cas actuel, ce quadri- 
latére sera plan et inscrit 4 la section composée de la droite donnée 
(7 8) et de la droite inconnue i, qui passe par A. Les cdtés de ce 
quadrilatére se construissent immédiatement, et le point d’intersection 
des cdtés passant par C et D sera un point H de i qui servira a la 
déterminer. 

En placgant ensuite le point 6 en B, on déterminera une nouvelle 
droite ¢. 

On aura ainsi la construction suivante du point fixe J des droites 
i qu'on obtient en donnant 4 6 une position quelconque dans le plan: 
Joignez le point A au point 
d’intersection H de la droite 
joignant C au point d’intersec- 
tion de A B et (7 8), et de la 
droite joignant D au point d’in- 
tersection de A E et(78); joignez 
le point B au point d’inter- 
section K de la droite joignant 
D au point diintersection de 
BC et (78), et de la droite 
joignant KE au point d’inter- 
section de BA et 78: alors le 
point J sera le point d’intersection de AH et BK, 

En donnant ensyite au point 6 la position donnée on aura la droite 
cherchée i en joignant 6 a J. 

Liautre droite k passant par le point cherché Z se détermine de 
la méme manieére. 

On a ainsi retrouvé la construction de ce point, trouvée par 
M. Paul Serret au moyen de considérations bien différentes des 
notres,*) 

Le point J que nous avons construit étant un point de la cubique 
gauche passant par 1, 2, 3, 4,5 et ayant la droite (7 8) pour sécante 
double, nous avons indiqué une construction du troisitme point d’inter- 








Fig. 1. 


*) Géométrie de Direction p. 374. 
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section de cette courbe avec un plan passant par la sécante double 
donnée. On pourrait déduire de la méme figure d’autres constructions 
relatives aux cubiques gauches, par exemple celle d’une cubique gauche 
ayant une sécante double donnée (7 8), passant par quatre points donnés 
J, 2, 3, 4, et rencontrant encore des droites données 2A et 4D par 
deux de ces points en des points inconnus 1 et 5: alors la figure 
montre la construction de la trace E de 15. 


IV. Construire le huitiéme point 5 commun a toutes les surfaces 
du second ordre qui passent par les sept points donnés 1, 2, 3, 4, 6, 7 8. 

Les traces connues A, B, C des droites 1 2, 23,3 4, et les traces 
inconnues D et E des droites 45 et 51, sur le plan 678 doivent 
former des cycles plans ordinaires par rapport 4 toutes les surfaces du 
second ordre passant par les sept points, ou bien, par rapport 4 leurs 
traces, c'est & dire par rapport 4 toutes les coniques passant par 6, 
7 et 8. Selon le paragraphe précédent — ou selon la théorie connue 
des surfaces du second ordre passant par sept points donnés — il suffira 
pour cela de leur faire former des cycles par rapport a trois coniques 
passant par 6, 7,8 qui n’appartiennent pas 4 un seul faisceau. 

Nous faciliterons, dans ce qui suit, la construction par un choix 
convenable de ces trois coniques. Il faut encore que la droite DE 
passe par la trace connue O de la droite 14. On a ainsi réduit le 
probleme & une question de géométrie plane. 

Le probleme n’ayant qu'une seule solution, et la position de O 
étant indépendente de celles des autres points connus du plan, on peut 
faire passer par un point quelconque O du plan une seule droite DE 
dépendant de la maniére indiquée des autres points connus de ce plan. 
I] faut done que les différentes droites qui satisfont & ces autres con- 
ditions forment un faisceau. On déterminera le point fixe F' de ce 
faisceau en construisant deux couples de points DE qui forment avec 
ABC des cycles par rapport aux trois coniques par 678. 

On trouvera*) une telle couple DE en déterminant un point D 
ainsi que la droite e, lieu du cinquiéme point E du cycle, soit la méme 
par rapport 4 deux des coniques: alors la droite, lieu du cinquitme 
point FE du cycle par rapport a la troisiéme conique, rencontrera la 
droite e au point E formant avec D la couple cherchée**), 


*) Dans notre seconde solution nous indiquerons une construction plus simple 
de F. Néanmoins nous ne retenons pas cette premiére solution d’un probléme 
connu et intéressant, parce qu’elle contient un moyen simple de déterminer les 
traces D et E lorsque la droite DH(OF) est déja construite. 

**) I] faut éviter seulement les cas ot cette droite coincide avec e; si, par 
exemple, D coincide avec C, le lieu du cinquiéme point EH du cycle sera, pour 
toutes les coniques du plan, la droite AB. 
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Soit (Fig. 2) une des trois coniques, choisies entre celles qui 
passent par 678, celle qui est composée de 78 et de 6B. Alors, le point 
B devant étre (p. 57) sommet d’un quadrilatére inserit 4 cette conique et 





A 





Fig. 2. 
circonscrit 4 CD EA, il faut que les deux points D et FE se trouvent 
sur des droites joignant les points d’intersection N et M de 78 avec 
BC et AB a un point indéterminé de B6. 

Soit une autre des trois coniques celle qui est composée de 78 et 
de 6C. Alors, le point C doit étre sommet d’un quadrilatére inscrit & 
la conique et circonscrit 1 DEAB, et les points D et E se trouve- 
ront par conséquent sur les droites joignant C et le point d’intersection 
P de 6C et de AN a un point indéterminé de 78. 

Les droites e formant dans ces deux cas des faisceaux aux centres 
M et P, la droite PM sera un lieu e par rapport 4 toutes ces deux 
coniques, et correspondra dans tous les deux cas au point d’intersection 
D, des droites correspondant 4 MP dans les faisceaux N et C. 

Nous déterminerons ensuitc la droite lieu du point E correspondant 
au point trouvé D, par rapport 4 une troisitme conique, composée des 
droites 67 et B8. Cette conique ayant ies mémes propriétés que la 
premiére de celles que nous avons considérées, le lieu cherché de E 
sera la droite joignant Q au point d’intersection de B8 et de RD,, Q et 
R étant les points d’intersection de 67 avec AB et BC. Le point 
E, ov cette droite rencontre la droite MP, que nous venons de con- 
struire, sera le cinquiéme point d’un cycle ABCD, E, par rapport a 
toutes les coniques passant par 678. 

Nous avons ainsi construit une droite D,E, passant par le point 
fixe F du faisceau des droites D E. 
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On en aura une autre D, E,, soit en faisant, dans les constructions 
précédentes, l’inversion de A et C ou de deux des points 6, 7, 8, soit 
en faisant un nouvel usage des mémes trois coniques composées. La 
droite QP sera, par rapport aux deux coniques composées de 67 et 
B8, et de 78 et 6C, le lieu du cinquiéme point correspondant 4 un 
point D, facile 4 construire, et, en déterminant le lieu du point E 
correspondant & ce point D, par rapport 4 notre premiére conique 
composée de 78 et B6, on aura une droite rencontrant QP au 
point E, correspondant & ce point D, par rapport a toutes les 
coniques qui passent par 678. On aura ainsi une nouvelle droite D, E,, 
qui déterminera le point F’ par son intersection avec D, E,. 

La droite joignant le point donné O a ce point F’ sera la véritable 
position de la droite DE. Les points D et E de cette droite se déter- 
minent au moyen des coniques composées de 78 et B6, et de 67 et B8. 
En effet, DE sera le segment intercepté sur la droite trouvée OF 
par deux angles dont l’un a pour sommet un point de B6 pendant 
que les jambes passent par N et M, lautre a pour sommet un point 
de B8 pendant que les jambes passent par Ret Q. La détermination 
de ce segment appartient aux élements de la géométrie projective. 
Comme on en connait déja une solution, qu'il faut rejeter, celle ot 
les deux angles coincident avec ABC, la construction du segment 
cherché DE sera linéaire: deux essais fourniront deux points d’une 
droite passant par FE (ou D). II sera le plus commode de placer, dans 
ces essais, le point D (ou EF) aux points d’intersection de la droite 
OF avec B6 et B8. 7 

Autre solution. On pourra déterminer le point fixe F' du faisceau 
des droites D E d’une maniére plus simple en cherchant les droites DE 
qui passent par C et A. Ce probleme semble au premier abord étre 
indéterminé; car on aura évidemment un cycle, soit par rapport aux 
trois coniques particulitres dont nous avons fait usage dans la premiére 
solution, soit par rapport & une conique quelconque du plan, en placant 
le point Den C et le point E sur la droite AB. Ul faut done traiter 
le probléme en probléme-limite, et chercher un point D, infiniment 
voisin de C et un point EZ, infiniment voisin de la droite AB qui 
forment avec A, B, C un cycle par rapport & trois coniques passant 
par 6, 7, 8. 

On peut se servir, & cet effet, des coniques composées de 78 et 
6C et de 78 et 6B, dont nous avons déja fait usage, et d'une conique 
passant par 6,7, 8, B et un point C’ de BC infiniment voisin de C. 
En désignant par H’ le point d’intersection, différent de B, de cette 
derniére conique avec AB, on voit que les points D, et E, doivent se 
trouver sur des droites joignant C’ et H’ a un point de la conique. 
En combinant cette détermination avec celle des couples de points D 
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et E qui appartiennent ala conique composée de 78 et 6C, on trouve 
que la droite H’ P est le lieu des points E formant des cycles par rapport 
& toutes les deux coniques avec A, B, C et le point d’intersection D, 
de deux droites par C’ et C, qui ne tendent pas a coincider entre elles. 
Ce point est infiniment voisin de C. Le point E qui y correspond par 
rapport 4 la troisitme conique se trouvera done sur une droite infini- 
ment voisine de AB, qui déterminera, par son intersection avec H’ P, 
un point EF, infiniment voisin de H’. 

ABCD, E, formeront un cycle par rapport 4 toutes les coniques 
par 6,7,8. En méme temps que D, coincide avec C, E, coincidera 
avec le point d’intersection H de BA avec la conique 678 BC. La 
droite CH sera done une position limite des droites DE, et passera, 
par conséquent, par le point cherché F. En déterminant la droite 
AF de la méme maniére, on aura la solution suivante du probléme IV.: 

Soient A, B,C, O les traces des cétés du quadrilatére 12341 sur 
le plan 678, et F le point dintersection des droites joignant C au point 
(différent de B) ov la conique BC678 rencontre BA, et A au point 
(différent de B) ou la conique BA678 rencontre BC: alors la droite 
OF sera la trace du plan joignant la droite 14 au point cherché 5. 

On pourra ensuite construire de la méme maniére les traces des 
plans joignant deux autres cétés du quadrilatére 1234 au point cherché, 
ou déterminer les points DE de la maniére indiquée dans la solution 
précédente. 

Note. La seconde construction de la trace OF’ — et des traces 
dautres plans passant par le point cherché — se présente aussi a 
d’autres considérations que celles du cycle formé des traces des cdtés 
d’un pentagone inscrit. A cet égard nous nous bornerons ici aux 
remarques suivantes. Si le point O coincide avec le point F’, le probléme 
sera indéterminé, ce qui montre que les sept points donnés se trouvent 
alors sur une cubique gauche. J est donc la trace de la droite joignant 
les deux points 1’ et 4’ ot les droites 21 et 34 rencontrent une cubique 
gauche assujétie 4 rencontrer ces deux droites en 2 et en 3 et en des 
points inconnus, et & passer encore par 6, 7, 8. Les deux coniques 
dont nous avons fait usage sont les projections de cette cubique gauche, 
les points 3 et 2 étant pris pour centres de projection.*) 

Les problémes précédents ont été résolus au moyen du théoreme 
sur les traces sur un plan des cétés d’un polygone inscrit & un nombre 
impair de cdtés; nous allons donner ensuite des applications du théoréme, 
énoncé aussi dans le § IV. (p. 55), sur les traces des cdtés des polygones 
& un nombre pair de cdtés. 


*) Notre seconde solution fait dépendre la détermination compléte du point 
cherché de six applications du théoréme de Pascal. M. Paul Serret, qui déter- 
mine la droite CF en tangente 4 la conique tangente aux droites 67, 78, 86, 
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V. Soient donnés quatre points 1, 2, 3, 4, et wne conique x d'une 
surface du second ordre; construire le plan tangent en un point donné 1. 

Désignons par A, B, C, D les traces sur le plan de la conique 
*% des cdtés du quadrilatere 12341. Il existe deux quadrilatéres in- 
scrits & x et circonscrits 4 ABCD. La droite joignant les sommets 
de ces deux quadrilatéres placés entre les cétés passant par A et D 
sera la trace du plan cherché. En effet, les génératrices par 1 pas- 
seront par ces deux sommets. 

VI. Soient donnds six points 1, 2, 3, 4, 5, 6 et wne géneratrice a 
dune surface du second ordre; construire la section faite par le plan 456. 

Soit A la trace de la génératrice a sur ce plan, P un point de 
la génératrice, et B, C, D, E les traces des cdtés du quadrilatére 
P123P. Alors le point A sera sommet d’un quadrilatére circonscrit 
i BCDE et inscrit & la conique cherchée. Les cotés AB et AE de 
ce quadrilatére sont connus. On connait donc les points d’intersection 
de CD ayec tous les cdtés du quadrilatére. Les points d’intersection 
de la conique cherchée avec CD appartiennent ainsi 4 une involution 
connue, ou bien, ils seront harmoniquement conjugués par rapport a 
deux points connus. La conique, devant passer encore par les points 
donnés 4, 5, 6 et A, sera done entiérement déterminée, 

On pourrait en déduire une nouvelle solution du probléme III. 


§ VII. 
Inscription d’une suite de cénes ou de plans. 


Nous parlerons encore ici d'une question semblable 4 celle de 
linscription de polygones. Dans le cas od un nombre impair de points 
forment un cycle nous avons vu qu’ils sont les sommets d’une suite 
circulaire de cones inscrite & la surface, c’est & dire d’une suite circu- 
laire ot deux cones consécutifs se rencontrent le long d’une conique 
de la surface. Dans ce cas particulier les suites de génératrices des 
cones forment une infinité de polygones fermés et inscrits; mais la 
suite de cdnes ne cesse pas d’étre inscrite, si, seulement, chaque généra- 
trice d’un cone rencontre sur la surface une génératrice du cone consé- 
cutif, quand méme les polygones inscrits formés de ces génératrices 
consécutives peuvent étre continués a l’infini sans se fermer. 


BA, BC, fait usage six fois du théoréme de Brianchon. (Géométrie de Direction 
p- 314.) On pourrait aussi déduire sa détermination de F' de la considération 
de la cubique gauche dont nous venons de parler. — Nous renvoyons, du reste, 
i un article, rédigé aprés le présent, et inséré aux ,,Oversigter“ de l’Académie 
danoise des Sciences, 1880. 

+ 
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Nous allons donc résoudre la question suivante: Inscrire a une 
surface du second ordre une suite circulaire de n cénes a sommets donnés.*) 

En prenant les % points donnés pour centres de projections suc- 
cessives on construira deux figures projectives sur la surface: une 
conique correspondant a elle méme sera la conique commune aux cones 
ayant pour sommets le premier et le dernier des centres de projection, 

On voit ainsi que la question a en général deux solutions dans 
le cas ot est impair; si les points forment un cycle elle en aura 
une infinité double, a cdté d’une seule solution singulitre formée de 
la suite de cdénes qui ont pour génératrices les cdtés des polygones 
circonscrits au cycle et imscrits & la surface. Sim est pair la question 
n’aura en général aucune solution; si les sommets donnés forment un 
cycle incomplet elle aura une infinité de solutions, le plan de la 
conique d’intersection de deux cédnes consécutifs étant un plan quel- 
conque d’un faisceau — ou d’un de deux faisceaux si le cycle est 
singulier —; si les sommets donnés forment un cycle complet la 
question sera entitrement indéterminée. 

On aura une question semblable en substituant 4 la suite de cdnes 
une suite de plans. Il s’agit alors dinscrire a la surface une suite 
circulaire de n plans passant par n points donnés. Les droites d’inter- 
section de deux plans consécutifs sont alors des génératices, prises 
alternativement dans l'une et dans l'autre série. La question n’a done 
aucun sens dans le cas ot m est impair. Si » est pair, et si on 
demande, dans un intervalle donné de la suite de points, une aréte 
appartenant 4 une série déterminée de génératrices, 1a question a en 
général deux solutions. Elle en aura une infinité dans le cas oi les 
deux suites circulaires de plans qu’on obtiendrait en demandant, dans 
Yintervalle donné, une génératrice de l'autre série, sont les lieux des 
cotés d’une infinité simple de polygones inscrits et fermés, pivotant sur 
les points donnés. Si les » points forment un cycle complet on aura 
une infinité de solutions, soit que la génératrice de ]’intervalle donné 
appartienne a l'une des séries, soit quelle appartienne a l’autre. Dans 
les cas d'une infinité de solutions les plans de la suite qui passent par 
un des points donnés auront pour enveloppe le cone circonscrit a la surface. 


Copenhague, 20. novembre 1880. 


*) Cette question, que m’avait proposé M. Juel, a été pour moi l'occasion 
de l'étude actuelle des figures projectives sur une surface du second ordre. Avant 
de publier le mémoire actnel je me suis assuré que M. Juel a été conduit a sa 
question d’une maniére trés-différente, qui ne |’a pas porté a s’occuper des autres 
matiéres dont je traite ici. Je ne préviens donc pas une publication de la part 
du jeune et habile savant. 
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Ueber endliche Formensysteme in der Theorie der rationalen 
Functionen. 


Von 


Juuius Kénie in Budapest. 


Denkt man sich die Werthe von » unabhingigen rationalen Func- 

tionen der Variabeln u,,---, Un 

R; = Ry (uy, Uy, +++) Un) 
beliebig fixirt, so wird man fiir den Werth einer beliebigen rationalen 
Function derselben Variabeln durch Elimination der u aus diesen Glei- 
chungen eine Relation erhalten, die man als algebr:.« he Gleichung 
fiir diese Function auffassen kann, in welcher die Coetticienten ratio- 
nale Functionen der Parameter RF sind. 

Es giebt aber auch eine einzige solche Gleichung, so dass alle 
rationalen Functionen von «,, U.,---, U, rationale Functionen der 
Wurzeln dieser Gleichung werden. Damit kann man aber die von 
Herrn Kronecker*) fiir rationale Functionen der Wurzeln einer 
Gleichung gegebene Kintheilung in Gattungen auf rationale Functionen 
von ” Variabeln iibertragen. Man erhilt dadurch eine LHintheilung 
aller rationalen Functionen in eine endliche Anzahl von Classen, die 
sich auf ein beliebiges Fundamentalsystem n unabhingiger Functionen 
R; in der Weise bezieht, dass alle Functionen derselben Classe durch 
irgend eine derselben und die R rational ausdriickbar sind; damit sind 
in der mannigfaltigsten Weise endliche Formensysteme bestimmt, die 
noch » beliebige *unabhingige Functionen enthalten. Von dieser 
Classeneintheilung gelangt man wieder zu den ,Gattungen“ zuriick, 
wenn man fiir die R bestimmte specielle Functionen, die elementaren 
symmetrischen Functionen der « nimmt. 

Diese Séitze bleiben auch dann noch giiltig, wenn man sich auf den 
Complex aller rationalen Functionen beschrénkt, die einer beliebig ge- 
gebenen Bedingung geniigen. Nur wird dann, falls der so beschrinkte 
Complex iiberhaupt nicht mehr » unabhiingige Functionen enthilt, die 
Zahl der R sich entsprechend verkleinern. 


*) Monatsberichte d. Berl. Akad, 1879, pag. 211. 
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Alle Invarianten und Covarianten eines Systems algebraischer 
Formen bilden nun einen solchen Complex, und es ist damit also auch 
fiir diese die Existenz endlicher Formensysteme bewiesen, durch welché 
sich alles rational ausdriicken lisst. — Die Frage ihrer Darstellung, 
als ganzer Functionen eines endlichen Formensystems, wie sie Herr 
Gordan fir binire Formen gegeben, bleibt dabei allerdings noch 
unberiihrt. 


1. 
Einleitendes iiber die Gruppe eines Systems von Gleichungen. 


Es seien 
R, = R, (uy, ty, +++, ta), 
(1) 7 es SOUR aS 
R, = Ry, (uy, Ue, +++, Un) 
n rationale Functionen der Gréssen u, --+u,, die von einander unab- 
hingig, d. h, so beschaffen sind, dass ihre Functionaldeterminante 
nicht Null wird. Wir werden dann im Folgenden das System der 
Functionen als Fundamentalsystem bezeichnen, auf welches die 
Darstellung einer beliebigen rationalen Function bezogen wird. 
Wenn man in den Gleichungen (1) die zur Linken stehenden 


R, ---+ R, als vollig willkiirliche, keinerlei Beschrinkung unterworfene 
Constanten auffasst, so kénnen diese Gleichungen zur Bestimmung 
von u, +--+, verwerthet werden, und man erhilt dann im Allgemeinen 
N Werthesysteme der wu, die den Gleichungen geniigen. Diese: 

ur, Uys, Ue, 
ra teed, »+2; of, 


sind endliche Functionen der R, da eine unendliche Lésung specielle 
Relationen fiir die Gréssen R voraussetzen wiirde, wihrend diesq, ganz 
beliebige Gréssen sind. 

Die Auflésung des Systems (1) lisst sich bekanntlich auf die Auf- 
lésung von Gleichungen mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Ins- 
besondere kann man die einem «; entsprechenden Werthe aus jener 
Gleichung erhalten, die aus (1) durch Elimination aller iibrigen « ent- 
steht. So entstehen die folgenden Gleichungen: 


%, (u,, R,, R,, ---, R,) =O, 


(3) ®, (u,, R,, R,, ae R,) = 0, 


®, (u,, R,, R,, ---, Ry) =O. 
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Dieses System von Gleichungen mit je einer Unbekannten geniigt in 
der That fiir die Anflésung von (1). Denn es giebt alle Werthe, die 
in dem Schema (2) auftreten, und man hat nur noch durch eine end- 
liche Anzahl von Versuchen die zusammengehdrigen zu finden. Aller- 
dings ist diese Darstellung noch eine unvollstindige. Wenn nur die 
Gleichung in uw, keine gleichen Wurzeln hat, kann man u,,---+ durch 
uw, schon rational ausdriicken; und die spateren Gleichungen sind also 
mit der ersten zugleich aufgelést. Fiir unsere Zwecke wird aber die 
unmittelbare Betrachtung des Systems (3) viel einfacher, da hiedurch 
die fiir den Fall gleicher Wurzeln eintretende Complication vermieden 
wird.*) 

Die Gleichungen (3) kénnen nun im Allgemeinen noch re- 
ductibel sein, Wegen der Willkirlichkeit der R heisst dies, dass 
man aus ® einen Factor niedrigeren Grades absondern kann, dessen 
Coefficienten wieder rational aus den FR zusar .mengesetzt sind. Ist 
dies der Fall, so setzen wir jeden Factor ftir sich Null, und erhalten 
statt (3) die folgende Reihe irreductibler Gleichungen. 


o” —0, o? —0,--- 

o oP =0, oP =0,. 

Irgend zwei dieser Gleichungen haben nun entweder alle oder gar 
keine Wurzeln gemeinsam, wie dies aus ihrer Irreductibilitait in be- 
kanuter Weise geschlossen werden kann. Wenn nun & Gleichungen 
in (4.) dieselben Wurzeln geben, oder also dieselbe Gleichung kmal 
vorkommt, streichen wir sie bis auf einmal fort, und erhalten so Glei- 
chungen, die noch jeden den urspriinglichen Gleichungen entsprechen- 
den u-Werth aber jeden nur einmal geben. Wenn man nun noch die 
Unbekannte in allen diesen Gleichungen mit wu (ohne Index) bezeichnet, 
und die Gleichungen wieder multiplicirt, erhalt man: 


(5) W(u, R,, Ry, +++, Rn) =0, 


eine im Allgemeinen reductible Gleichung, die aber nur verschiedene 
Wurzeln besitzt. 

Ihre Auflésung ergiebt alle u-Werthe, die in dem unter (2) ge- 
gebenen Schema enthalten sind, also auch die Auflésung des urspriing- 
lich gegebenen Systems. 

Zu dieser Gleichung gehért nun bekanntlich eine Gruppe von 
aus ihren Wurzeln gebildeten Substitutionen in der Weise, dass jede 
rationale Function der Wurzeln, die sich fiir diese Substitutionen nicht 


*) Gleiche Wurzeln kénnen in den Gleichungen (3) nimlich auch dann vor- 
kommen, wenn die Werthe der R viéllig willkiirlich bleiben. 
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aindert, rational durch die Gréssen R,, R,, ---, R, ausgedriickt wer- 
den kann und umgekehrt. Diese Gruppe charakterisirt aber nach 
dem Vorhergehenden nicht nur die ¥-Gleichung, sondern auch das 
urspriinglich vorgelegie Gleichungssystem, und damit auch jenes 
Fundamentalsystem unabhingiger rationaler Functionen, aus dem dieses 
gebildet wurde. 

Eine auf die Auflésung des Systems (1) beziigliche Bemerkung, 
die im Folgenden verwerthet wird, mége noch hier Platz finden. 
Irgend ein Werthesystem u,,---, Un, das die Gleichungen (1) befriedigt, 
besteht aus im Allgemeinen verschiedenen Werthen. Denn fiihrt man 
die Bedingung u;— «4 in die Gleichungen (1) ein, so bleiben nur 
m — 1 Unbekannte, die man aus den m Gleichungen eliminiren kann, 
und das Eliminationsresultat zeigt, dass dann eine Relation zwischen 
den FR statthaben miisste, wiihrend doch diese vdllig willkiirliche 
Gréssen sind. 


2. 
Eintheilung der rationalen Functionen von » Variabeln in eine 
endliche Anzahl von Classen. 


Will man nun mit Hiilfe der Werthe der im Fundamentalsystem 
enthaltenen Functionen 


R; = BR; (uy, +++ Un), ($= 1, ye ”) 
eine beliebige rationale Function der u 
F= E(u, ne % Un) 


ausdriicken , so hat man nur aus diesen n-++ 1 Gleichungen die » Gréssen 
#,**+U, zu eliminiren und erhilt dadurch 
p(F, R,,---, Ra) =0, 

eine algebraische Gleichung fiir F’, deren Coefficienten sich rational 
aus den R zusammensetzen. 

Man sieht leicht, dass die vollstindig gebildete Eliminationsglei- 
chung vom Grade WN sein muss. 

Wir denken uns zuerst die R durch ein willkiirlich gewihltes 
Werthesystem : 

Uy, Ua + *y Un 


bestimmt; damn entsprechen aber den fixirten Werthen der R nicht 
nur dieses, sondern N Werthesysteme, und die Gleichung muss alle 
entsprechenden F-Werthe liefern. 


Eine Wurzel der Gleichung, die dem fixirten Werthesystem ent- 
spricht, sei: 


F (uy, Uy) +> +) Un)- 
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Nun sind aber die w,, w,,---+, un Wurzeln der im vorigen Art, 
unter (5) aufgestellten Gleichung Y(w) = 0, und zwar nach der Be- 
merkung am Schlusse dieses Art. mit im Allgemeinen von einander 
verschiedenen Werthen. Man kann also F als eine rationale Function 
der Wurzeln dieser Gleichung auffassen, als solcher entspricht ihr 
eine Gruppe von Substitutionen, die in der Gruppe der ¥-Gleichung 
enthalten ist, und von denen jede einzelne die algebraische Form von 
F ungeindert liasst. Diese seien 


1, 8,, 8, Ss, 0+° 
Aus diesen mége durch Multiplication mit gewissen Substitutionen 
1, T;, f,, T;; es 


die ganze, der ¥Y-Gleichung entsprechende Gruppe hervorgehn. Dann 
haben im Allgemeinen die aus F’ durch die Substitutionen 7’ hervor- 
gehenden Werthe verschiedene algebraische Form, kénnen aber trotz- 
dem gleich werden, ohue dass diesem Falle eine Relation zwischen 
den R entsprechen miisste. Solche Werthe, die bei willkiirlichen R 
mit F gleich sind, mégen die k Substitutionen 
Re 
ergeben. 
Dann bilden aber 


1, 8, &, 
f., 2H, TM,.-- 


abermals eine Gruppe, die man als numerische Gruppe der Function 
F bezeichnen kann. Ihre Substitutionen findern wohl die algebraische 
Form, nicht aber den Werth der F/, wenn man beriicksichtigt, dass 
Uy, Ug, ***, Up bestimmte Wurzeln der Gleichung ¥(u) = 0 sind. 

Zwei Functionen F, und F, sollen nun in dieselbe Classe gehoren, 
wenn sie dieselbe numerische Gruppe besitzen.*) Die so entstehenden 
Classen sind aber nur in endlicher Anzahl vorhanden; denn die Anzahl 
der in der Gruppe der Gleichung Y(w) = 0 enthaltenen Gruppen ist 
endlich. 

Zwei in dieselbe Classe gehérige Functionen sind rational durch 
einander ausdriickbar, und zwar in der Weise, dass nur noch 
R,--- R, in den Ausdruck eintreten. Dies ist fiir den Fall, dass die 
»algebraische“ und die ,numerische* Gruppe einer Function itiberein- 
stimmen, unmittelbar aus dem Lagrange’schen Satze iiber ahnliche 
Functionen ersichtlich; fiir den allgemeinen Fall aber aus jener Ver- 


*) Weiteres iiber diese Eintheilung, insbesondere ihren Zusammenhang mit 
den Kronecker’schen Gattungen sieche am Schluss der folgenden Note, 
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allgemeinerung dieses Satzes, die Camille Jordan (Traité des sub- 
stitutions, pag. 262) angegeben hat. 

Unsere Betrachtungen gingen aber von einem ganz beliebigen 
Werthesysteme uw, ---+«, aus und gelten daher fiir eine beliebige 
rationale Function von » Variabeln. In dieser Form ausgesprochen, 
ist das erhaltene Kesultat folgendes: 


Alle rationalen Functionen von u,, U.,-+* +; Un lassen sich in Bezug 
auf das Fundamentalsystem von einander unabhdngiger Functionen 
RK; = Riu, ty, +++, wa), (= 1, 2,--+ m) 


in eine endliche Anzahl von Classen eintheilen, so dass jede Function 
wieder rational darstellbar ist durch irgend eine in dieselbe Classe ge- 
horige und die Functionen des Fundamentalsystems. 

Ist die Anzahl der Classen m, und wiihlt man aus jeder derselben 
eine aus, so erhialt man als Corollar dieses Satzes noch den folgenden: 

Jede rationale Function von n Variabeln ist als rationale Function 
einer endlichen Anzahl von solchen darstellbar. 

In dieses System von Functionen, durch die jede rationale l'unc- 
tion wieder rational ausgedriickt wird, miissen tibrigens keineswegs 
Repriisentanten simmtlicher Classen aufgenommen werden, wie dies 
unmittelbar ersichtlich ist, wenn man die auf ahnliche Functionen be- 
ziiglichen Betrachtungen weiter fortfiihrt. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass eine solche Darstellung 

F’, = Rat. Function (/’,, R,, - --, Rn) 
— wie immer in solchen Fillen — fiir gewisse Werthe ihre Giiltig- 
keit verlieren kann. Denkt man sich w, ---, als Coordinaten einer 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, so sind diese Ausnahmewerthe 
im Allgemeinen durch eine m — 1-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
charakterisirt. Es sind dies natiirlicher Weise dieselben, fiir die der 


Ausdruck von F,, wenn man fir F,, R,, ---, R, ihre Functional- 
werthe in u,--- U, einsetzt, analytisch unbestimmt wird. 
3. 


Endliche Classenzahl fiir einen speciellen Functionencomplex. 


Statt des aus m Functionen bestehenden Fundamentalsystems 
nehmen wir im Folgenden ein nur aus & unabhingigen Functionen 
bestehendes: 


R= Ri(u,, *++Un), (¢=1,2,---, k), 
und beschrinken dementsprechend die Untersuchung auf alle jene 
rationale Functionen der u, die schon mit R,,--*, R, durch eine von 
den « unabhingige Relation verbunden sind. Oder — was dasselbe 
ist — wir betrachten nur jene rationale Functionen, die als Wurzeln 
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einer algebraischen Gleichung darstellbar sind, deren Coefficienten 
rational aus R, --- Ry zusammengesetzt sind. 

Der Kiirze wegen will ich den Inbegriff der so definirten Func- 
tionen als rationalen Functionencomplex k-ter Dimension bezeichnen. 
Ein solcher wird also dadurch charakterisirt, dass zwischen k + 1 
beliebig gewihlten Functionen desse'ben eine von den wu unabhingige 
Relation stattfindet, ohne dass dies schon zwischen k beliebig gewahlten 
Functionen der Fall wire. Man sieht ferner, dass jeder solche Com- 
plex durch & in ihm enthaltene unabhingige Functionen vollstindig 
bestimmt wird, da man mit Hiilfe derselben fiir jede weitere rationale 
Function entscheiden kann, ob sie dem Complex angehért oder nicht. 
Jedes solche System von / unabhingigen Functionen kann zum Funda- 
mentalsystem genommen werden. 

Fir den Fall von » Variabeln giebt es endlich nur einen Complex 
nter Dimension, da dieser mit dem Inbegriff aller rationalen Func- 
tionen von » Variabeln tibereinstimmt. 

Wir ergiinzen nun, um die Betrachtungen des vorigen Artikels 
anwenden zu kénnen, R,,'---, Ry durch weitere n — k unabhingige 
Functionen, die dann natiirlich nicht dem Complex angehéren kénnen, 
zu einem System von » Functionen. Dies kann am einfachsten da- 
durch geschehen, dass, wenn sich die R-Gleichungen nach irgend welchen 
k Variabeln auflésen lassen, man weiter » — k unabhiingige lineare 
Functionen der iibrigen Variabeln auswiihlt. Diese seien: 

Py = Pi(tingi,- ++, Um), (= 1,2,-+-, n—h), 

Auf dieses System von »-Functionen griinden wir wieder eine 
Classeneintheilung siimmtlicher Functionen. 

Gehéren zwei Functionen F und F, in dieselbe Classe, so kann 
man F, durch F,, R,,---, Ri, P,,-+-, Pa~ rational ausdriicken. 

Wenn aber F, und F’, dem durch R,,---, R, bestimmten Func- 
tionencomplex angehéren, so kommen in dem Ausdrucke, der die eine 
Function als rationale Function der anderen liefert, die P gar nicht vor. 

+ Man hat dann fiir F; und F, zwei Gleichungen der Form: 


¥,(F,, BR, ---, Re) =0, 
¥2(F,, Ry, +++, Re) = 0; 
wihrend man jedenfalls noch fiir F’, den Ausdruck erhilt: 
F, = r(F,, R,, eo De R,, P,, 72% Px). 
Wenn dieser Ausdruck fiir F, die P wirklich enthielte, so kénnte 
man, nachdem R,, ---, Ry beliebig gewihlte Werthe erhalten haben, 
die P noch immer so wihlen, dass F, einen beliebigen Werth an- 


nehme; die Gleichung ~,—0 zeigt aber, dass durch R,,---, 
auch schon der Werth von F, fixirt ist. Es kann demnach r die P 
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gar nicht enthalten, und der Zusammenhang zwischen F’; und F, muss 
durch eine Relation von der Form: 

. Fi,=r(F,, R,---, R,) 
gegeben sein. 

Die Classeneintheilung simmtlicher rationalen Functionen in Be- 
zug auf das Fundamentalsystem R,,---, Ri, P,,--+, Pax ergiebt 
selbstverstiindlich auch eine Eintheilung fir jene rationalen Functionen, 
die dem durch R,,---, A, definirten Complex angehéren. Und zwar 
sieht man unmittelbar ein, dass die Kintheilung dieser letzteren Func- 
tionen von der Wahl der P vollig unabhingig ist; denn es fragt sich 
hiebei nur, ob man je einen irreductibeln Theiler der Gleichungen: 

v, (Ff, R,,--+-+, Rr) = 9, 

¥,(F., R,, Ne *, Ri) = 0 
durch Transformationen von der Form: 

F,=1,(F;, B,,---, Re), 

Fi =r,(F,, R,, +--+, Re) 
in den andern iiberfiihren kann; und bei dieser Fragestellung kommen 
die P tiberhaupt nicht vor. 

Wir haben aber in dieser Weise die friiher fiir siimmtliche ratio- 
nale Functionen erhaltenen Resultate auch auf den Fall iibertragen, 
wo die Untersuchung auf die einem bestimmten Complexe angehérigen 
Functionen beschriinkt wird. Es gelten demnach fiir einen solchen 
die folgenden Sitze: 

Alle Functionen, die in einem bestimmten, durch das aus k unab- 
hédngigen Functionen bestehende Fundamentalsystem 

R; = Ri(u,,--+, Un), (6 1,2,---,&) 
definirten rationalen Functionencomplex kter Dimension enthalten sind, 
lassen sich in eine endliche Anzahl von Classen eintheilen, so dass jede 
Function wieder rational darstellbar ist durch irgend eine in dieselbe 
Classe gehorige und die Functionen R,,---, Rx. 
Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist wieder der folgende: 
Alle in einem rationalen Complex enthaltenen Functionen lassen 


sich durch eine passend gewéhlte endliche Anzahl derselben rational 
ausdriicken. 


4, 


Anwendung auf die Invariantentheorie. 


Es seien nun #,,-+-+,%, sammtliche Coefficienten und Variabeln 
eines Systems beliebiger algebraischer Formen. Die Anzahl der alge- 
braisch unabhingigen simultanen Invarianten (und Covarianten) der 
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Form kann dann natiirlich nicht grésser als m sein. Sie ist aber be- 
kanntlich kleiner. Diese Zahl sei k, und demnach J,, J,,---, Jy eine 
Reihe solcher Invarianten und Covarianten, zwischen denen keine 
Relation besteht; wiahrend jede weitere solche Form mit J,,---, Ji 
durch eine Gleichung verkniipft ist, die die Coefficienten und Variabeln 
der vorgelegten Formen nicht weiter enthilt. 

Es sind also — nach der im Vorhergehenden eingefiihrten Aus- 
drucksweise — siimmtliche Invarianten und Covarianten der vorgelegten 
Formen in dem durch J,, ---, J; definirten Functionencomplex ent- 
halten. 

Theilen wir die Functionen dieses Complexes nach den ent- 
wickelten Principien in eine endliche Anzahl von Classen ein, Es 
kann nun vorkommen, dass einzelne Classen gar keine invariante 
Form enthalten; dann kommen die betreffenden Classen gar nicht 
weiter in Betracht. Aus jeder Classe, die invariante Formen enthilt, 
heben wir eine solche heraus, und dann ist jede weitere durch diese 
eine und J,, J,, ---, Jy rational ausdriickbar. 

Sei nun die Auzahl der Classen, die Invarianten oder Covarian- 
ten enthalten, m und ¢,, i,,-+-, im je eine invariante Form aus 
jeder dieser Classen, so ist jede Invariante und Covariante der vorge- 
legten Formen durch das endliche System invarianter Formen: 

Ji, J, s+) dk, iy, toy tty bm 
rational ausdriickbar, wo iibrigens noch einzelne 7 fiir den in dieser 
Weise ausgesprochenen Satz iiberfliissig sein kénnen. 

Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, wird bei dieser 
Herleitung des endlichen Formensystems die Invarianteneigenschaft 
gar nicht benutzt, und die benutzte Schlussweise bleibt richtig, wenn 
wir iiberall, wo von rationalen Functionen, welche die Invarianten- 
eigenschaft besitzen einfach setzen: ,Rationale Functionen, welche 
einer beliebig gegebenen Bedingung geniigen.“ 

So kénnen wir schliesslich folgenden Satz aussprechen, der ge- 
wissermassen den allgemeinsten Ausdruck der in dieser Note fiir die 
Theorie der rationalen Functionen gewonnenen Resultate liefert: 

Alle rationalen Functionen beliebiger Variabeln, die einer irgend- 
wie gegebenen Bedingung geniigen, sind durch eine passend gewdahlte 
endliche Anzahl solcher Functionen rational ausdriickbar. 





Zur Theorie der Resolventen. 
Von 


Jutius Kénia in Budapest. 


Sei f(z) = 0 eine Gleichung n'" Grades, deren Wurzeln 2,,2,...,2n 
simmtlich als ungleich vorausgesetzt werden, G die der Gleichung zu- 
geordnete Gruppe und r die Ordnung dieser Gruppe. Versteht man 
nun unter F, irgend eine rationale Function der Wurzeln, so giebt 
es eine in G enthaltene Gruppe G’ von +r’ Substitutionen, die die alge- 


braische Form von F' nicht jfindern. Dann nimmt F im Ganzen 
as =k der algebraischen Form nach verschiedene Werthe 

F,, F,,..-% 
an, und die Gleichung 
(1) (e— F,) (¢ —F,) ... (¢ —Fi) =0 
hat durch die Coefficienten der urspriinglichen Gleichung rational aus- 
driickbare Coefficienten, die also mit Hiilfe eines bestimmten Algorith- 
mus berechnet werden kénnen. Diese F'-Gleichung ist bekanntlich 
eine Resolvente der urspriinglichen Gleichung; denn wenn man eine 
Wurzel derselben F’, kennt, reducirt sich die Gruppe der urspriing- 
lichen Gleichung von G auf G’, 

Wenn nun die algebraisch verschiedenen Werthe F,, ..., Fy auch 
numerisch verschieden sind, ist diese Gleichung irreductibel. 

Man beweist dies sehr einfach, wenn man von dem in meiner 
Abhandlung (Annalen XIV, pag. 222 und 224) bewiesenen Princip 
ausgeht, dass die «-Substitutionen der Gruppe G eine isomorphe Gruppe 
6 von Substitutionen unter F,... F, erzeugt, und dass diese Gruppe 
G die Gruppe der /’-Gleichung ist. Denn da F’,'... Fy eben alle 
Werthe sind, die durch die Substitutionen von G aus F’, entstehen, 
giebt es unter den Substitutionen von G@ wenigstens eine, die F, in 
ein beliebiges F’, tiberfiihrt. Die Gruppe der F-Gleichung ist also 
transitiv, und die Gleichung selbst irreductibel. Man kann dieses 
Resultat auch so aussprechen, dass die Gleichung fiir F nur dann 
reductibel wird, wenn sie gleiche Wurzeln hat. 
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In letzterem Falle miissen also algebraisch verschiedene Werthe 
von F, d.h. soleche, die nicht fiir jeden Werth der x itibereinstimmen, 
in Folge der aus der urspriinglichen Gleichung folgenden Werthe fiir 
X,.+. Xp» numerisch gleich werden. 

Unter dieser Voraussetzung sollen nun die Eigenschaften der Resol- 
vente niher untersucht werden. Seien zwei irreductible Factoren der 
F’- Gleichung 

(¢ — F,) (¢—F,) ... @—F) 


(¢— F/)(e—F,)...(¢ — Fr), 

so sieht man unmittelbar, dass diese entweder durchweg gleiche oder 
durchweg verschiedene Wurzeln geben, da ja sonst die gemeinschaft- 
lichen Wurzeln einer durch rationale Operationen zu ermittelnden 
Gleichung geniigen wiirden, und diese als actor in den als irreduetibel 
vorausgesetzten Factoren enthalten sein miissie, was nicht mdglich ist. 

Die beiden Factoren miissen dieselben Wurzeln geicn. 

Der erste dieser Factoren kann niimlich der Annahme nach auch 
in der Form 


und 


a + Ayzt-t... + Ap 

geschrieben werden, wo A,, ..., A, rational ausdriickbar sind, also 
sich durch keine Substitution aindern. Wendet man nun jene Sub- 
stitution an, die z. B. F, in F’, tiberfiihrt, so muss man einerseits 
einen Factor erhalten, der gleich Null gesetzt, die Wurzel F,’ liefert, 
wihrend andrerseits der ganze Factor sich nicht indern kann, wie 
man aus dessex zuleizt hingeschriebener form sieht, weil A,... Ay 
sich fiir gar keine Substitution iindern. Die beliebige Wurzel F',’ muss 
also unter F’',...F;, enthalten sein, d. h. ein einziger irreductibler 
Factor liefert schon siimmtliche verschiedene Werthe von F. Da aber 
dann jeder irreductible Factor dieselben Wurzeln liefert, kommt jeder 
numerisch verschiedene Werth gleich oft vor, und es ist also, wenn 
man - y =A setzt, das Polynom der F'-Gleichung eine volistindige 
Ae Potenz, das zu dieser Potenz erhobene Polynom selbst aber irreductibel. 

Wiiren wir bei der Bildung der Resolvente nicht von der ,,alge- 
braischen“, sondern sogleich von der ,,numerischen“ Gruppe fiir F’ aus- 
gegangen, so erhielten wir sogleich nur den einen irreductibeln Factor 
und nicht die A'e Potenz als solche. Es sollten hier aber gerade fiir 
den Fall die Verhiltnisse entwickelt werden, dass man wohl die Gruppe 
kennt, fiir welche F’ seine algebraische Form nicht indert, nicht aber 
diejenige, fiir welche der numerische Werth iiberhaupt sich nicht 
iindert. Denn wenn irgend eine Gleichung vorgelegt ist, kennt man 
wohl ihre Gruppe, nicht aber die numerischen Werthe der Wurzeln, 
wird also wohl die algebraische, nicht aber die numerische Gruppe 
fiir F bestimmen kénnen. 
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Ob diese numerische Gruppe iiberhaupt von der algebraischen 
verschieden, also dann auch diese als Untergruppe enthilt, kann erst 
nach Bildung der Resolvente entschieden werden. 


Wenn eine Verschiedenheit der algebraischen und numerischen 
Gruppe fir ein bestimmtes F' und in Bezug auf eine bestimmte Gleichung 
iiberhaupt eintritt, muss diese Function sowie die Gruppe der F’-Sub- 
stitutionen specielle Eigenschaften besitzen, die wir aus der Be- 
trachtung der algebraisch verschiedenen F'-Werthe herleiten. Seien 
diese 

F; Fy, -- +, Fe 
@) ° sie eR ad 
Fe, Fe, ae Fy 
und zwar so geschrieben, dass die in einer Zeile stehenden auch 
numerisch verschieden sind, wiihrend je eine Colonne die algebraisch 
verschiedenen, aber numerisch gleichen Werthe enthilt. 
Dann ist z. B. 
Ff, — Fy 

gleich Null, also rational ausdriickbar, und demgemiiss kann die Gruppe 
der vorgelegten Gleichung nur solche Snbstitutionen enthalten, welche 
den Werth dieser Function ungeiindert lassen. Da die Differenz zweier 
in verschiedenen Colonnen stehenden F’ von Null verschieden ist, muss 
jede Substitution der urspriinglich vorgelegten Gleichung entweder nur 
die in je einer Colonne stehenden F untereinander, oder aber diese 
Colonnen als Ganzes mit einander vertauschen; d. h. die Gruppe der 
F’- Substitutionen kann nicht primitiv sein. 

Auf dieser Grundlage kénnen wir nun eine Function ® bilden, die 
genau dieselben Werthe annimmt wie F, aber mit dem Unterschiede, 


dass die ® auch dann algebraisch gleich werden, wenn die F nur 
numerisch gleich sind. Es ist dies 


= (FR, + Fi +--+ +8): 


mit den ferneren Werthen: 
1 , 7 
o, = 7 (Fi + Fy +---+ Fi), 


Oe > (Fv t+ Fit +. + Fe). 


Man sieht unmittelbar, dass ®,, ®,, --- mit F,, F,, --- tiberein- 
stimmt, und zwar gehen die ® genau durch dieselben Substitutionen 
in einander iiber, wie die numerischen Werthe der F. 
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Herr Kronecker hat in Bezug auf die rationalen Functionen 
der Wurzeln einer Gleichung die folgende Definition fiir ihre Ein- 
theilung in Gattungen aufgestellt: 

Zwei Functionen gehiren zu derselben Gattung, wenn jede von ihnen 
rational durch die andere darstellbar ist. 

Man kann dafiir auch die folgende substituiren, aus welcher unter 
anderem auch die endliche Anzahl der Gattungen sogleich hervorgeht: 

Alle Functionen, welche dieselbe numerische Gruppe besitzen, bilden 
eine Gattung. 

Wenn und y rational durch einander ausdriickbar sind, miissen 
sie dieselbe numerische Gruppe besitzen; denn aus » = R(y) folgt, 
dass eine Substitution, die » nicht veriindert, auch m ungeiindert lisst, 
und da dies auch umgekehrt der Fall ist, folgt hieraus die Identitit 
der Gruppen. 

Um aber die Aequivalenz beider Definitionen zu beweisen, miissen 
wir noch die Richtigkeit des folgenden Satzes nachweisen: 

Wenn o und wp dieselbe numerische Gruppe besitzen, sind sie rational 
durch einander ausdriickbar. Adjungirt man @ der urspriinglichen Glei- 
chung, so besteht ihre Gruppe nur mehr aus den Substitutionen, die 
den Werth von  ungeindert lassen. Dann indert sich aber auch » 
nicht mehr fiir die Substitutionen der Gruppe, ist also rational aus- 
driickbar. — Ebenso wird @ durch die Adjunction von yw rational. 
(Camille Jordan, Traité des substitutions pag. 262.) 

Man sieht hieraus, dass die Classeneintheilung in Art. 2. des 
vorhergehenden Aufsatzes auch folgendermassen formulirt werden kann: 

Zwei rationale Functionen der n Variabeln u, +--+ Un gehiren in 
Bezug auf das Fundamentalsystem R,--- R, zur selben Classe, wenn 
sie als Functionen von n bestimmten Wurzeln der dort zw Grunde ge- 
legten Gleichung ((5) des Art. 1.) ¥(u,R, --+ Ry) = 0 zur selben Gattung 
gehoren. 

Daher sind nicht nur alle Functionen, die zur selben Classe ge- 
héren, mit Hiilfe der R, rational durch einander ausdriickbar , sondern 
es gehdren auch zwei Functionen, fiir die das der Fall ist, immer der- 
selben Classe an. 

Bei dieser Bestimmung der Classen werden sie, sobald man fiir 
R,---R, die elementaren symmetrischen Functionen der w setzt, mit 
der Eintheilung in Gattungen in Bezug auf die allgemeine Gleichung 
nee Grades identisch. 


Budapest, November 1880. 


Mathematische Annalen. XVIII. 


Ueber einen besonderen Fall des eindeutigen Entsprechens der 
Punkte zweier Flichen. 


Von 
H. Krey in Freiburg i/Br. 


Durch vier doppelt-quaterniire homogene Gleichungen 


fi (®1 Ley Ley Ly3 Yr» Yor Yar Ys) = O, 


7 a a ee See 

1 2 

(1) Bd mgd! Me ares oe Ray 
BD eS VW. 2 eee 


ist ein Fliichenpaar’definirt, dessen Gleichungen 
F(x, 2, 3, %) =, D(Y,, Yor Yar Ys) =O 

erhalten werden, wenn man ¥,, Y., Y3, Yy, bez. %,, Lo, Xz, ®, aus (1) 
eliminirt. Zugleich kann man die y als rationale Functionen der 2, 
und umgekehrt letztere rational durch die y darstellen; die Punkte der 
beiden Flichen F’, ® sind also eindeutig auf einander bezogen. 

Sei f; in den x vom Grade m;, in den y vom Grade m;, dann 
sind F’, ® bez. von der Ordnung 


(2) N == M, Ny Ny N, + M, N, Nz NM, + Ms N, Ny Ny + My MN, Ny Ny 
v = N,M,M, mM, + NM, MM, + NM, mM, mM, + NM, mM, M, mM. 
Aus der Verschiedenheit dieser Ordnungszahlen bei Gleichheit des 
Geschlechts geht hervor, dass J’, ® im Allgemeinen Singularitiiten 


haben. Dasselbe folgt auch schon aus dem Umstande, dass F’, ® Re- 
sultanten sind, dass daher, wenn z. B. 


(3) f= Ay + By * 9, + C9 at +: 
gesetzt und F’ als ganze Function der A;, B;, C;, - - - dargestellt wird, 
das gleichzeitige Verschwinden siimmtlicher partiellen Differential- 
quotienten , 

i a. 

0A4;’ OB; oC, 


mithin auch das gleichzeitige Verschwinden simmtlicher = nur zwer 


unabhiingigen Bedingungen iiquivalent ist. 
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Im Folgenden ist, unter der Voraussetzung allgemeiner Beschaffen- 
heit der Gleichungen (1), die Bestimmung der Singularitiitenzahlen 
fiir die Fliche F’ ausgefiihrt; und zwar handelt es sich um folgende 
drei Zahlen: Ordnung b der Doppelcurve, Zahl j ihrer points-pinces 
und Zahl t threr dreifachen Punkte. Aus diesen ergeben sich die 
iibrigen mit Hiilfe allgemeingiiltiger numerischer Relationen. 

Als Hiilfsmittel zu dieser Bestimmung dient ausser gewissen auf 
Paare sich schneidender Strahlen beziiglichen Correspondenzformeln 
von Schubert ein Satz, welcher die Zahl der Lésungen von sechs 
doppelt quaterniren Gleichungen angiebt. Sind die Gleichungen von 
den Graden m,,+--, mg in den #, von den Graden n,, - - -, m, in den y, 
so ist die fragliche Zahl gleich dem aus 20 Gliedern bestehenden 
Ausdruck 


M, My Ms N,N; Me + M, MyM, Nz; + + + - + MyM; MN, Ny Nz. 

Der Beweis hierfiir ist ganz analog demjenigen fiir die Zahl der 
Lésungen von vier doppelt-terniren Gleichungen. — Obiger Ausdruck 
lisst sich in nachstehender, fiir das Folgende bequemen Form schreiben: 
(4) Mm, mM, > 2 + NN, v + (Mm, + MeN) - C, 
wo 

€ = M, Mz NeN, + M, M,N, N, + MM N,N; 
+ mM, M,N, N, + M, M,N, Ns ++ MyM, N, Ny 
die Ordnung der Curve ist, welche ein Punkt auf F oder ® beschreibt, 
wenn sich sein eutsprechender auf einer ebenen Curve der Fliiche ® 
oder J’ bewegt; wie man sofort findet, wenn man in (1) z. B. 2, = 0, 
y, =O setzt, und die Zahl der Lésungen der dann entstehenden Glei- 
chungen sucht. 
Zur Abkiirzung wird im Folgenden gesetzt werden: 


>) m =U; > n=; 
>" mm, = M,; > nm = N,. 


i<k t<k 
Sollen in den Gleichungen (1) die y als die laufenden Coordinaten, 
die x dagegen als Parameter in den Flichengleichungen angesehen 
werden, so kann man dieses dadurch andeuten, dass man nur die y, 
oder einfacher statt der vier Argumente nur eines schreibt. 
Die Coordinaten der Schnittpunkte der drei Flaichen 


fi(y) =9, fty=9, wy) =—90 
seien y, y®,-.-, yl™™™), so dass man /’ definiren kann wie folgt: 
(©) F = f(y) f(y) +> Agen), 


wihrend F andererseits eine ganze Function der A;, B;, C;, --- ist. 
6* 





| 
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Aus F bilde man F” dadurch, dass man irgend einen Coefficienten 
der Gleichung f, = 0 variirt, z. B. A, durch A, + « ersetzt, wodurch 
auch die rechte Seite von (5) sich aindert; man findet so: 


[an BE = 9 1) KW) «Gm. 


Es verschwindet also ef n,-fach fiir die Curve e'** Ordnung auf 


F’, welche der ebenen Curve y, = 0 auf ® = 0 entspricht; ferner 
fiir einen gewissen Ort A der Ordnung 4 auf F’, dessen x so beschaffen 
sind, dass die drei Flichen /,(y) = 0, f,(y) = 9, f,(y) = 0 in unend- 
licher Nahe ihres Schnittpunktes y), durch welchen auch die Fliche 
f,(y) = 0 geht, noch einen Schnittpunkt haben; endlich fiir diejenigen 
az auf F’, deren zugehdrige Fliichen /,(y) = 0, f(y) = 0, f(y) = 9, 
f,(y) = 0 zwei Punkte y), y™ gemeinschaftlich haben, d. h. fiir die 
Doppeleurve von F’. Man hat daher die Gleichung 

(6) n(n — m,) =e-n, + A+ 2b, 

wo A noch zu bestimmen bleibt. 

Einer ebenen Curve a,=—0O auf / =O entspricht auf ® eine 
Curve der Ordnung e. Durch jeden Punkt dieser letzteren gehen drei 
Flichen f,(y) =90, f.(y) = 9, f3(y) = 0; die Schnittlinie der Tan- 
gentialebenen der Flichen f;(y) = 0 und f,(y) = 0 fiir einen solchen 
Punkt moége g;, genannt werden. Man erhilt so einfach unendlich 
viele Strahlenpaare (Schneidepaare) mit Scheitel auf der genannten 
Raumcurve; fallen die beiden Strahlen g,, und g,, zusammen, so 
schneiden sich die drei Tangentialebenen in einer Geraden; die drei 
Flichen /,, f,,/,; haben dann in unendlicher Nihe von y“ noch einen 


zweiten Schnittpunkt, der jedoch im Allgemeinen nicht genau auf 


f,(y) =9, also auch nicht auf © liegt. Demnach ist 4 gleich der 
Zahl der Coincidenzen von g,, mit g,,, welche nach der Schubert- 
’schen Formel*) 


(7) e=gth—c—u 
zu bestimmen ist. Die Bedeutung der rechts stehenden Symbole ist 
folgende: g, h sind die Grade der Oerter der Strahlen g,,, bez. 9,3; 
e ist die Ordnung des Ortes der Scheitel der Strahlenpaare, also = e; 
uw ist die Classe des Ortes der Ebenen, in welchen die Strahlenpaare 
liegen, also der Tangentialebenen von /,(y) = 0. 

Hiernach ist w die Zahl der Lésungen von 


2=0, DP 5 = 0; f,=90,---,f,=90, 


*) Man vergl. Math, Ann. XI, pag. 349, wo die Bedeutung dieser Formel 
in Worten ausgedriickt ist. 
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wo die p,; die Coordinaten eines beliebigen Punktes sind. g ist die 
Zahl der Lésungen von 
a,=0), Ps - Ol; in Be = (0) 
in Verbindung mit den Gleichungen (1), die nicht immer ausdriicklich 
hinzugefiigt werden sollen. 
Nach (4) hat man also 


w=(n, —lhe+m,-n, 

g = (m, + , — 2) e + (m, + m,) n, 

h = (m, + n, — 2) e+ (m, + m,) n. 
Sodann giebt die Gleichung (7) 


(8) A= (nm, + n, + 2, — 4)e + (m, + m, + ms) n 
und aus (6) erhdlt man fiir die Ordnung der Doppelcurve von F 
(9) b= 5 [n? — Mn—(N— 4)¢]. 


Jeder Punkt der Fliche ® ist Scheitel eines Schneidepaares g,,, 9,5. 
Fiir das Folgende ist es erforderlich, die Ordnung 4’ des Ortes A’ der- 
jenigen Punkte zu kennen, fiir welche die beiden Strahlen in einen, 
S, zusammenfallen. 4’ ist gleich der Zahl der Coincidenzen, welche 
eintreten, wenn der Scheitel auf einer ebenen Curve a, = 0 
von ® sich bewegt, kann also mit Hiilfe der Formel (7) bestimmt 
werden. Fiir ¢ ist jetzt zu setzen v; w ist die Zahl der Lésungen von 
ay, =0, >'p a = 0; 
g ist die Zahl der Lésungen von 


1 of, @ 
ay=0, Stamey 5 a 0, 


also ist hier 

w= me + (n, — 1) v, 

g = (m, + my) € + (1, Fm — 2) v, 

h = (m, + m,) e + (nm, +, — 2)v, 
und man findet 
(10) A’ = (m, + m, + ms) & + (m, + m + ny — 4)v. 
Die Coincidenzstrahlen S beschreiben eine Regelfliiche, deren Grad 
sich bestimmt nach der Formel*) 

ek=gh—c?— yp’. 

Die Bedeutung der rechts stehenden Symbole ist folgende: 


*) Schubert 1. c, pag, 351. 
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gh = Zahl der Schneidepaare, deren Strahlen je eine von zwei 
gegebenen Geraden schneiden ; 
c? = Zahl der Paare mit Scheitel in einer Geraden, also = v; 
u* = Zahl der Paare mit Schnittebene durch eine gegebene Gerade. 
gh bedeutet demnach die Zahl der Lésungen von 


Oh Of 1 Of Ofe _ 
Trav h H-o. Draw Hh H- 


OYs OYs 
uw? ist die Zahl der Losungen von 





| a, ay as a, || 
ee ° , , 
a, ay a. ay | en 


| af af Ah ah | 
On OYe OYs Os 
d. h, es ist nach (4) 
pe? = (n, — 1)? v + m,n + 2m, (nm, — le 
gh = (n, + n, — 2) (mn, + n, — 2) v + (m, + m,) (m, + m,)n 

+ [(am, + m,) (m, + m2 — 2) + (m, + my) (m, + my — le, 
und man findet fiir den Grad des Ortes der Strahlen S 
(11) (S) = 2+ (m,m, + m,m, + mms) 

+ v(n,n, + nn, + n,n, — 2n, — 2n, — 2n, + 2) 

+ e[m(n,-+-n,) + m, (n,-++-n,)-+-m, (n,-+-n,) — 2m, —2m,— 2m]. 
Fiir endlich viele Punkte der Curve A’ tritt es ein, dass der zugehdrige 
Strahl g,, mit S zusammenfiallt; dann haben die vier Flichen /, (y)=0,-- 
--, (;(y)=0 zwei unendlich nahe Punkte gemeinschaftlich, welche beide 
genau auf ® liegen; solche entsprechen den points-pinces der Doppel- 


curve von J’, Der Bestimmung ihrer Anzahl muss die Herleitung 
einiger Zahlen vorausgeschickt werden. 
Der Ort Q derjenigen Punkte y auf ®, welche die zugehdrige 


Tangentialebene EL von f,(y) = 0 durch einen festen Punkt p schicken, 
hat eine Ordnung o = der Zahl der Lésungen von 


F 
a=0, Sp bt we, 


also ist 


a= (n, — l)by+m,-e 
Die beiden Strahlen g,,, g,, mit Scheitel auf Q coincidiren 
g+th—wu-—e 
mal; hier ist ¢c =; w die Zahl der Lésungen von 


> Psy a= 0, > 4 Gy st = 0, 


= (n,— 1X» + m?n + Sein De 
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g = Zah] der Lésungen von 


> Pi a 0, i A, Ay oe fe 0, 
g = (m, — 1) (my + m, — 2) v + m,(m, + m,)n 

+ [m,(m, + m, — 2) + (m, + m,) (n, — lle, 
h = (nm, — 1) (m, + m; — 2) v + m,(m, + m,) 

+ [m,(m, + m, — 2) + (m, + ms) (n, — 1)Je. 


Hieraus ergiebt sich fiir die Classe (H) des Ortes der Tangentialebenen 
E fiir Punkte der Curve A’ 


(12) (2) = v(m, — 1) (m, + y+ 0, — 4) + 0- m, (m, + mM, + Ms) 
+ e(2 m,n, + m, N-+ M, N+ m,n, + m,n, — 5m, —m, — Ms). 


Der Ort [ derjenigen Punkte y auf ®, welche ihren zugehdrigen Strahl 


"gy, eine feste Gerade a, = 0, «” = 0 treffen lassen, hat die Ordnung 


y = der Zahl der Liésungen von 


,. oe 
Dt ay In 9 
= (n, +n, — 2)v + (m, + mje. 
Die Strahlen g,, und g,, mit Scheitel auf der Curve [ coincidiren 
gt+th—p—e 
mal. Fiir ¢ ist zn setzen y; w ist die Zahl der Lésungen von 


Srtino, Dae He o5 
= (nm, + m, — 2) (nm, — 1) vy + (m, + m,) mn 
+- [(m, + m,) (n, — 1) + m, (nm, + n, -— 2) e 


g ist die Zahl der Lésungen von 


Feige: Leni 
g=v-(n, +m, — 1) (n, + mn, — 2) + m- (m, + my) (Mm, + m,) 
+ e[(m, + m,) (m, + m, — 2) + (om + my) (4 + my — 2)], 
h=v(n, + , — 2) (n, + nz — 2) + 2 (m, + m,) (m, + ms) 
+ e[ (me, + my) (m, + my — 2) + (m, + my) (M, + M3 — 2). 
Daher die Zahl der Coincidenzen, oder Grad des Ortes der Strahlen 
94, Welche Punkten des Ortes A’ zugehéren 
(13) (914) = (fy — 2) (1, + My Mg — 4) + 0 (m, + my) (mM) 
+ e[ (,-+-1,—2) (m,--m,-+-msg) + (m, + m4) (m, +, +N; — 4)]. 


also ist 
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In dem Ausdruck 
(S) + 14) — (2) — 4, 
welcher die Zahl der Coincidenzen von g,, mit S angiebt, sind jetzt 
nach (10), (11), (12), (13) alle Zahlen bekannt. Durch Einsetzen der im 
Vorigen entwickelten Ausdriicke erhilt man fiir die Zahl der points-pinces: 
(14) jov-(N,—4N +4 10) + 0M, 
+ e(MN — 4M — m,n). 


Der Doppeleurve von F entspricht eine einfache Curve © der Ord- 
nung © auf ® Da © angiebt, wie viele Punkte der Doppelcurve 
einen entsprechenden Punkt in eine Ebene a, = 0 werfen, so ist auch 
© gleich der Zahl der gemeinschaftlichen Punkte der Doppelcurve und 
der Curve e'*' Ordnung P, welche der ebenen Curve a, = 0 entspricht. 


Die Curve P trifft die Fliche or ==0 im Ganzen in (n — m,)e Punkten; 
4 


zu ihnen gehéren die gesuchten; ferner aber, ,-fach ziihlend, die 
v Punkte, in welchen sich P und die zu y, =O gehdrende Curve 
e' Ordnung schneiden; endlich 4’ Punkte der Curve A. Hieraus 


8 = (n — me — nyv — Xx, 
oder nach (10) 


(15) © = (n— M)e —(N — 4)». 


Unter den Paaren entsprechender Punkte zx, y, welche ihren Punkt 

x auf der Doppeleurve von FJ’ haben, giebt es 
m,-2b+n,-90, 

welche einer biquaterniren Gleichung f, (x, y) = 0 mit den Gradzahlen 
m,,”, gentigen. Man beweist dies durch eine Correspondenz zwischen 
Punkten y und g auf der Curve 0. Zu y gehért ein Punkt x der 
Doppeleurve, welcher mit Hiilfe der Gleichung f,(x,z)=0 n,-© Punkte 
2 liefert; geht man umgekehrt von z aus, so liefert dieselbe Gleichung 
m,-b Punkte x, und zu jedem derselben gehéren zwei Punkte y der 
Curve ©. Daher obige Zahl der Coincidenzen von y mit z. 

Fiir endlich viele Punkte z der Doppelcurve tritt es ein, dass die 
vier Flichen f, (y) = 0, --+ f,(y) =O nicht nur zwei Punkte y“, y®, 


sondern noch einen dritten Punkt y®) gemeinschaftlich haben. Solche - 


Punkte x sind dreifache Punkte der Flache und der Doppelcurve; in 
ihnen durchsetzen sich drei Flichenschalen. Die drei entsprechenden 
Punkte auf der Fliche ® sind Doppelpunkte der Curve 9. 

Mit Hiilfe von f,(y) =0, f,(y®) =O, d. bh. wenn nur Punkte 
x der Doppelcurve betrachtet werden, besteht die Gleichung 


or 
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Die b(m — 2m,) auf der Doppeleurve gelegenen Verschwindungs- 


fix vertheilen sich demnach wie folgt. Es sind erstens, 
je ,-fach zihlend, die © Punkte, welche den © in der Ebene y, = 0 
liegenden Punkten von © auf F' entsprechen; zweitens, dreifach zihlend, 
die ¢ Punkte; drittens gewisse Punkte x, fiir welche von den n,n,n, — 2 
weiteren Schnittpunkten der drei Flaichen /, (y) = 0, f,(y) = 0, f;(y) =9 
einer dem Punkte y“ oder y® unendlich nahe liegt, weil dann einer 


der Factoren 
nee fry), «++ fy(ym™)) 
unendlich klein wird, 


Dieser letztere Fall tritt so oft, (b, A) —j mal, ein, wie die Curve 
A einen Punkt mit der Doppeleurve gemeinschaftlich hat, der jedoch 
nicht point-pince der Doppelcurve sein darf. 

Um aus der Gleichung 


punkte von 


(16) b(n — 2m,) = n,-O + 34+ (b, A) —j 
¢ bestimmen zu kénnen, muss man noch (b, A) berechnen, d. h, die Zahl 
g+th—u—e 


der Coincidenzen von g,, und g,, mit Scheitel auf der Curve 0, Fiir 
ce ist hier zu setzen 0; w ist die Zahl der Lésungen von 


Of, __ 
art, ~* 

welche ihren Punkt x auf der Doppelcurve haben, also nach dem 
Hiilfssatz 

w=m,-2b+ (n,—1)9 
g ist die Zahl der Lésungen von 

¢ Of, Ofe _ 
br: + a, a, ay Tans =(), 


welche derselben Nebenbedingung geniigen, also 


g = (m, + m,) 2b + (m, + m — 2) @, 
h = (m, + m,) 2b + (nm, + n, — 2) 0. 
Hiernach wird 
(b, A) = (m, + m, + m,) - 2b + (nm, + n, + ns — 4)- 0, 
und die Gleichung (16) giebt jetzt die Zahl der dreifachen Punkte: 


t= = [b(n —2M) —(N-—4)-0 + J). 


Es mégen schliesslich noch die Werthe der beiden Geschlechts- 
zahlen fiir. die Fliche F angegeben werden. Nach Zeuthen (Math. 
Ann. IV) reduciren sich dieselben im vorliegenden Falle auf 

* p) =n — 2a+3n 
und 
p® =c — 12a + 24n. 
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Wegen 
n’ = n(n — 1)? — Tnb + 4b? + 8b — 8k + 158; 
a=n?—n—2b; 2k—v?—b—gq, 
q = b(m — 2)— 3t— 4; 
findet man 
pY = 6(n + v) — 4(Mn+ Nv) — 4e(M+ N)+ 16e+ Mn 
+ N*v + MNe — vN, — nM, + eLDmn, 
Der Ausdruck fiir p® lisst sich zunichst umformen mit Hiilfe 
der Gleichungen 
¢—x=—3n'—3a, x=—a(n —2)—o0 
@ = (n — 2)b — 3t; 
es wird dann 
p® = 3n — 17a + an — bn + 26+ 3t+ 24n 
und weiter durch Einsetzen der Werthe von m’, b, ¢ 
p® = 44(n + v) + %e — 2e(MN — Tm,n,) 
— 2nM, — 2vN,+ 4(M?n+ N?*v) + 8UNe 
— 24(Nv + Mn) — 24e(M + N). 
Beide Ausdriicke bleiben, wie es sein muss, durch Vertauschung der 
m,; mit den »; ungeandert. 


December 1880. 
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Notiz tiber die rationalen Curven. 
Von 
M. Pascu in Giessen. 


1. Wenn man unter fg h Formen n'" Grades von zwei Variablen 
x, %, versteht, welche sich nicht blos durch constante Factoren unter- 
scheiden, so sind fg h allemal durch eine algebraische Gleichung ver- 
bunden, welche den n'" Grad nicht iibersteigt. Diese Gleichung erhilt 
man bekanntlich*) durch Elimination von 2,x, aus dem Systeme 

wUuftugtuh=O0, wf+9+h =0. 
Die Resultante enthailt die Gréssen wv nur in den Verbindungen 
Uy Vz — UgVg, Uy; — U, Vg, U,V, — Uy ty 
und ist eine Form ‘= Grades der Letzteren. Ersetzt man dieselben 
durch fg h, so entsteht die Gleichung '" Grades , 
F(fgh)=9, 
welche bei allen Werthen von 2, x, erfiillt ist. 

Wenn fgh einen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, so wird 
das obige Verfahren illusorisch, die Form F'(&,&&) verschwindet 
identisch. Wir wollen deshalb voraussetzen, dass die gegebenen Formen 
von etwaigen gemeinschaftlichen Theilern befreit sind; die Form F'(&,&,&,) 
verschwindet dann nicht identisch. 

2. Die Gleichung F' = 0 stellt eine ebene Curve n'** Ordnung in 
trimetrischen Coordinaten dar. Um die Durchschnittspunkte der Curve 
mit einer in ihrer Ebene beliebig angenommenen Geraden (u,u,u,) zu 
bestimmen, kann man die Gleichung 


uf + ug + uh =O 

in Bezug auf das Verhiiltniss z,: 2, auflésen. Die Discriminante 
®(u,u.u,) dieser Gleichung verschwindet niemals fiir alle wv. Zum 
Beweise geniigt es, aus f g h zwei lineare Verbindungen G A zu bilden, 
welche keinen mehrfachen Factor gemein haben, und die Gleichung 
voG + wH=O zu priifen. Da keine anderen linearen Factoren als 
die der Functionaldeterminante von G und H mehrfache Factoren von 
voG+wH sein kénnen, so zerfillt vG + wH bei geeigneter Wahl 
von v:w in lauter ungleiche Factoren. 

Die Gleichung u,f-+u.g-+-u,h=0 liefert demnach  verschiedene 
Wurzeln 2, : 2%, ausser wenn w,wv,u, durch die Gleichung (2 — 2)" 


*) Vergl. Brill diese Annalen Bd. V, p. 401f. 
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Grades © = 0 verkniipft sind.*) — Uebrigens ist die Gleichung ® = 0 
auch dann keine identische, wenn {gh gemeinschaftliche, aber nur 
einfache gemeinschaftliche Factoren besitzen. 

3. Verschiedenen Werthen von 2,:2, entsprechen nicht immer 
verschiedene Punkte der Curve / = 0; vielmehr kommt es vor, dass 
zu jedem Punkte der Curve mehrere Werthe jenes Verhiiltnisses ge- 
héren. Man kann aber, wie Herr Liiroth gezeigt hat**), stets eine 
rationale Function von x,: 2, so herstellen, dass deren Werthe und 
die Punkte der Curve sich (im Allgemeinen) gegenseitig eindeutig ent- 
sprechen. Eine solche Function sei der Quotient w:v, wo wu und v 
zwei Formen etwa uw" Grades von 2, 2, ohne gemeinschaftlichen 
Theiler bedeuten. Dann lassen sich die Coordinaten des zum Werthe- 
paare x, x, gehdrigen Curvenpunktes als Formen myw etwa v'* Grades 
von wv ohne gemeinschaftlichen Theiler darstellen, und es wird 


p(uv) = ef, x(ur)=eg, v(uv)=—eh, 
wo @ eine Constante oder eine Form von 2,z, sein kann. Wire @ 
nicht constant, so kénnte man g zu Null machen, indem man geeignete 
Werthe fiir 2, und x, nimmt; werden wu und v bei diesen Werthen etwa 
gleich u, resp. v,, so miisste wv, — vu, die Functionen pzw theilen. 
Da also @ von 2,2, nicht abhingt, so sind {gh ganze homogene 
Functionen v'" Grades von uv und 
ev = n. 
4. Durch Elimination von wv aus dem Systeme 
f:g:h = qp(uv):x(uv): y(ur) 
erhalt man eine Gleichung v'*" Grades 
G(fgh)=0. 

Die Curve G(§,§&§,) =O wird von einer willkiirlichen Geraden in v 
verschiedenen Punkten getroffen (2) und ist deshalb irreducibel; denn 
wire G=G,G,, also etwa G,(pzv) = 0 fiir alle wv, so hitten die 
Linien G, = 0 und G, = 0 nicht alle Punkte gemein, und man kénnte 
mit Hiilfe eines der Linie G, = 0 nicht angehérigen Punktes der Linie 
G, = 0 Werthe uv bestimmen, denen mehr als ein Punkt entspricht. 

Dagegen ist die Curve F =O reducibel bei uw > 1 und enthilt 
alle Punkte der Curve G=0. Sie kann keine anderen Punkte ent- 
halten, da schon die v verschiedenen Punkte, in denen G =O der 
willkiirlichen Geraden (u,w,u,) begegnet, uv verschiedene Wurzeln der 
Gleichung u,f + u,g + u,h =O liefern. Folglich ist die Form F(E,&, 5) 
entweder irreducibel oder Potenz einer irreduciblen Form. 

Giessen, im Januar 1881. 

*) Dies wird bei der Rechnung vorausgesetzt, durch welche Herr Hermite 


(Cours d’Analyse p. 249) die Doppelpunkte der Curve F' = 0 ermittelt. 
**) Diese Annalen Bd. IX, p. 163. 
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Notiz tiber ternire Formen mit verschwindender Functional- 
determinante. 


Von 


M. Pascu in Giessen. 


Im Folgenden sollen fg h Formen n'" Grades von drei Variablen 
“,%_%, bedeuten. Sind fgh durch eine algebraische Gleichung ver- 
kniipft, so verschwindet die Determinante des Systemes 

7, oe 

Ox, Ot, O82, 

we 28 Se. 

Ox, OX, On, 

Gh Ohh 

OX, OX, Ox, 
Sind fgh durch zwei Gleichungen verkniipft, d. h. verhalten sich je 
zwei Formen wie Constanten, so sind auch alle Subdeterminanten 
zweiten Grades Nuli. — Umgekehrt: Wenn alle Determinanten zweiten 
Grades aus dem obigen Systeme verschwinden, so verhalten sich fgh 
wie Constanten*); wenn aber nur die Determinante des Systemes ver- 
schwindet, so besteht zwischen fgh eine einzige Gleichung. Im letzteren 
Falle kann man (nachdem fgh von gemeinschaftlichen Factoren be- 
freit sind) eine Form n'” Grades gm von 2,2,%, so einfihren, dass 
etwa ggh eine von Null verschiedene Functionaldeterminante (und 
eine von Null verschiedene Resultante) besitzen, und zwischen of gh 
eine Gleichung vom Grade n? aufstellen**); aus dieser Gleichung fallt 
gy heraus. 

Wir wollen annehmen, dass die Determinante der Formen fg h 
identisch verschwindet, und dass fgh keinen Factor gemein haben. 
Fasst man 2, 2,2, als trimetrische Punktcoordinaten in der Ebene auf, 
so kann’ man eine Gerade ziehen, von der kein Punkt zugleich auf 
den drei Curven f=0, g = 0, h =O liegt. Das Coordinatensystem 
werde so gewahlt, dass die Fundamentallinie 2, = 0 diese Eigenschaft 
besitzt. Dann haben auch die binéren Formen 


*) Vergl. Crelle’s Journal Bd, 80, p. 181 f. 
**) Vergl. Brill, diese Annalen Bd. V, p. 401. 
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(4, %_,9), g(%,,%,9), h(x, x, 0) 
keinen Factor gemein. Diese Formen sind durch eine algebraische 
Gleichung verkniipft, und genau dieselbe Gleichung n'*" Grades 
F(fgh) =0 

besteht zwischen den terniiren Formen fgh. Die Form F'(&,&,&,) ist 
entweder irreducibel oder etwa die w'° Potenz einer irreduciblen Form 
G(&,&§) vom Grade »v. 

Indem wir auch « —1 zulassen, kénnen wir fgh proportional 


setzen dreien Formen v'** Grades von zwei Variablen uv ohne gemein- 
schaftlichen Theiler: 


p(uv)— of, x(uvr)= eg, ¥(ur) = oh. 
Da das VYerhiltniss w:v eine rationale Function der Verhiltnisse 
%, 2%: 2, werden muss, so nehmen wir wu und v als Formen gleichen 
Grades von x,%,”, ohne gemeinschaftlichen Theiler an. Es wird dann 
e@ eine Constante; denn sonst kénnte man @ durch geeignete Wahl 
von 2, #2, zu Null machen, ohne dass auch wu und v gleichzeitig ver- 
schwinden, und es hitten myw einen Theiler von der Form uv, —vu, 
gemein. Der Grad der terniiren Formen uw und v ist demnach = u, 
und es gilt der Satz: 
Zwischen drei terniiren Formen ni Grades mit verschwin- 
dender Functionaldeterminante, aber ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, besteht allemal eine irreducible Gleichung v'*" Grades 
vom Geschlecht Null, wo v einen Theiler von n bedeutet. Ist 
n= uv, so lassen sich die drei gegebenen Formen darstellen 
als Formen v'" Grades, deren Argumente zwei terniire Formen 
uw" Grades sind. 
Der Fall » = 2 ist ausfiihrlich behandelt in dem Aufsatze des 
Herrn Hahn, diese Annalen Bd. 15, p. 111. 


Giessen, im Januar 1881. 
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Ueber algebraische Raumcurven, welche die Gestalt einer 
Schlinge haben. 


Von 
A. Bri in Miinchen. 


Sind &, 4, € Dreieckscoordinaten in der Ebene, so stellen die 

Gleichungen: 

@-& = p(s — dy) (A — ay) (A — Ay) (4 — A), 

Q-4 = G(4—A,) (A — A) (A — Ay) (A — 2), 

@-S=4r (a — a,) (A — ay) (A — Ay) (A — 4), 
(wo: g, 4 veriinderliche Gréssen, 4,, 4,, ---, 4;, p, q, 17 reelle Con- 
stante sind) eine Curve vierter Ordnung dar, 
die, wenn: 

Aga Agee <A, 

(direct oder doch nach einer cyklischen Ver- 
tauschung) dem beistehend gezeichneten 
Typus von unicursalen Curven vierter Ord- 
nung angehdért*), 

Diese Curve entsteht, wenn man von 
einem Eckpunkt des Coordinatentetraeders 
aus auf die gegeniiberliegende Seitenfliiche 
eine Raumcurve fiinfter Ordnung projicirt, deren Tetraedercoordinaten 
x,y, 2, w durch das Gleichungssystem dargestellt sind: 


6-u%—=&(A —A,), 
5 - y= (4 — dy), 
6-g=€(A—A,). 
6» w= (A — dg) (A — Ay) (A — Ay) (A — Ag) (A — Ag). 
Man darf annehmen, dass diese Ctirve die unendlich ferne Ebene 


nur in einem reellen Punkte trifft, indem bei passender Wahl der 
Gréssen p, q, r vier von den Wurzeln der Gleichung fiinften Grades 





Fig. 1. 


(1) 





*) Typus 9 nach der Aufziihlung im XII. Bande der Math. Ann. p. 121, 
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in A, welche die Parameterwerthe der unendlich fernen Punkte liefert, 
imaginir werden, was bekanntlich die Erfiillung von zwei Unglei- 
chungen verlangt. 

Ordnen sich die Parameterwerthe 4, 4,4, ihrer Grésse nach zwischen 
Ay4,-+ +4, den Indices entsprechend ein, so bildet diese Curve fiinfter 
Ordnung im Sinne der Analysis situs eine (in einen Knoten zusammen- 
ziehbare) Schlinge. Man kann dies aus obiger Figur ersehen, wo die 
punktirt gezeichneten Theile der Curve den von der Ebene w= 0 
verdeckten Partien der Raumecurve entsprechen. In der Zeichnung 
wurde der unendlich weite Punkt zwischen 4, und 4, angenommen. 

Wenn dagegen die Gréssen 4,4, 4, sich anders einordnen, so z. B. 
dass alle drei in dasselbe Intervall 4,...4, zu liegen kommen, so 
bildet die Raumeurve keine Schlinge. 

Eine Raumeurve mit Schlinge kann, ohne einen wirklichen Doppel- 
punkt zu besitzen, nicht auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen; 
die obige Curve fiinfter Ordnung ist also eine solche dritter Species*), 
d. h. der unvollstindige Durchschnitt zweier Flichen dritter Ord- 
nung **), welche sich ausserdem in einer Geraden und einer Raumcurve 
dritter Ordnung schneiden. Da das Eliminationsverfahren, durch welches 
man von den Gleichungen (1) zu diesen Fliichen dritter Ordnung ge- 
langt, auf jene Curve ohne Schlinge angewendet, formell dasselbe Re- 
sultat liefern wiirde, so ist die Schlingenbildung nicht ein nothwendiges 
Attribut der Curven fiinfter Ordnung dritter Species. 

Durch die Gleichungen: 


6-x2#=€-A, 
6-y=7-A, 
G6-2=€-A, 


6 - w= (A — Ay) (A — dy) (A — Ay) (A — a;) (A — Ay) (4 — Ay) 


(A ein Ausdruck zweiten Grades in 4 mit conjugirt imaginiren Linear- 
factoren) wird eine Rawmcurve sechster Ordnung dargestellt, welche 
gleichfalls jene Curve vierter Ordnung zur Projection hat, in s=y—z2—0 
einen isolirten Doppelpunkt besitzt, und die bei passender Wahl der 
Constanten p,q, ganz im Endlichen verlauft, indem sie eine Schlinge 
bildet. Sie ist eine Curve sechster Ordnung vierter Species nach Clebsch 
(l. ¢.), und bildet zusammen mit einer Curve derselben Art den voll- 
stindigen Durchschnitt einer Fliche dritter und einer Fliche vierter 
Ordnung (vgl. auch die Aufzihlung von Ed. Weyr, Comptes R. t. 76.). 

Nimmt man das Coordinatentetraeder gleichseitig an, so kann man 


*) Salmon-Fiedler, analytische Geometrie des Raumes. Clebsch, die 
Geometrie auf den Flichen dritter Ordnung. Journ. f. Math. 65. 

**) Auf dem Modell einer Fliche dritter Ordnung mit 27 reellen Geraden 
liisst sich der ungefiihre Verlauf einer solchen Curve leicht angeben. 








die G 
wenn 
einen 
wird 


setzt, 
wolle 
durel 


of (\ 


so Si 
lang 


(2) 
WoO 3 


gehe 
eina) 


80 Vi 


Die 


geht 
zeln 
werc 


M: 








rd- 
rve 
nes 
ge- 
Re- 


zes 


ar- 
che 


der 
nge 
ch 
oll- 
rter 
6.). 
1an 


die 


den 











Gestaltliches tiber Raumcurven, 


97 - 




























die Gleichungen so gestalten, dass die Curve in sich selbst iibergeht, 
wenn man sie um eine zur Ebene der Projection senkrechte Axe um © 
einen Winkel von 120° dreht. Fiir die ebene Curve vierter Ordnung 
wird dies erreicht, wenn man: 


A, — 0, A, =1 ? 


1 
1—a’? 


CO, 
1 


Ay 
4=a, A= 4=- 


a 
setzt, wo @ ein iichter Bruch ist, den wir kleiner als : annehmen 
wollen, Jener Drehung entspricht nimlich die Transformation: 
1 
t= i, 
durch welche alsdann die Ausdriicke fiir die Coordinaten o£, on, 
ef (von einem constanten Factor abgesehen) in einander iibergehen. 
Setzt man noch: 
A=#—i+1, 
1 


4,=1—a, 4, = —, 4, = —— 





? 


so sind die Gleichungen emer Curve sechster Ordnung mit der ver- 
langten Kigenschaft die folgenden: 
G6-x=(A?—A+ 1)A(L—A)(A—a@A— 1) (@A+1—2), 
o-y—=(42—A+4 1AQ—a)(A— ad —1), 
O6-2=—(4?—A+ 1) (A— a) (1 — A) (eA + 1 — 2), 
6-w=p-A(l—A)(A—1+4 24) (ad — 1) (2A —A— aa), 
wo p eine beliebige Constante ist. Denn durch die Substitution: 
eagle. 
sas = 
gehen die Ausdriicke fiir 2, y, 2 in cyklischer Vertauschung direct in 
einander iiber, wiihrend w in sich selbst transformirt wird, 
Setzt man fiir einen Augenblick: 


_—8i+1 
‘a=1) L, 


so verificirt man leicht die Beziehungen: 
6 + (a@+-y+2) =a(a—1)(A?—A+- 1)’ =a(a—1) Aa? (A—1)?-(L?—3 L+9), 

6-w=—pM(A—1). {La(e—1)+1 —3a?+ a} : 
Die Gleichung der unendlich fernen Ebene: 

atytet+w=0 

geht hierdurch in eine quadratische Gleichung fiir L tiber, mit deren Wur- 
zeln zugleich die unendlich fernen Punkte der Curve 6. Ordnung imaginiir 
werden. Man erreicht dies insbesondere durch geniigend kleine Werthe 
7 


(2) 


Mathematische Annalen, XVIII. 
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von p, die sich iibrigens innerhalb der durch das Verschwinden der 
Discriminante 


r— p te) oS —%¢) _ 97 0 
gesteckten Grenzen aie 

Die durch die Gleichungen (2) dargestellte Curve sechster Ordnung 
ist die einfachste algebraische Form der Kleeblattschlinge (,,trefoil knot“ 
nach Tait, on knots, Edinburgh Transact. 1877). 

Auch zur Darstellung complicirterer Verschlingungen eignen sich 
die unicursalen Raumeurven. Eine solche vp Anemones die folgenden 
Gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten : 


ee 
pa’ + ped! + pyd? + p,’ 
y = LRA R10) 2) 
pU+pit+pU+p, ’ 
r (4z2— i 2)? (4az@— i 1’) (42 —A,*) (2? ‘dicen Ay?) 
(pa®+-p2 a+ ph? + pg) (44+ 1) : 
wo 4, << 4, <4, < +++ <A, reelle positive Gréssen sind, und die 
Gleichung: 


pas — p,d5 + pdt — pd + pd? — pa + py = 0 

die Wurzeln A, 4,4, 4; 4,4; hat. Die Raumecurve hat den unendlich 

fernen Punkt der g-Axe zum vierfachen 

r isolirten Punkt, sie ist von der zehnten 

1 abe } Ordnung und hat die neben sche- 

ae * matisch gezeichnete Curve sechster 

Ordnung zur Orthogonalprojection in 

der Ebene z=—0, welche sie in den 
—-+ 2\¢—r Punkten 

1 beriihrt. Sie ist zur Y Z-Ebene sym- 

een boo 215" metrisch gelegen und bildet zwei auf- 
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gewundene Schlingen. Ihre Schnitt- 

Fig. 2. punkte mit der unendlich weiten Ebene 
sind imaginiir, weil nach den gemachten Voraussetzungen die Gréssen 
PP» Py Py Aasselbe Vorzeichen besitzen. 


Minchen, im Januar 1881. 


einander folgende in demselben Sinn * 
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Die verschiedenen Gestalten der Kummer’schen Flache. 
Von 
Karu Roun in Leipzig. 


(Mit einer lithogr. Tafel.) 





Kinleitung. 


Diese Hinleitung stellt sich die doppelte Aufgabe, einerseits den 
Leser iiber den Inhalt der vorliegenden Arbeit zu orientiren, ander- 
seits tiber die angewendeten Methoden kurz zu: referiren. Was den 
ersten Punkt betrifft, so muss ich zuniachst eine gewisse Beschriinkung 
des Themas hier einfiihren. Wenn man von den gestaltlichen Verhilt- 
nissen einer Flichengattung spricht, so versteht man darunter ge- 
wohnlich alle diejenigen verschiedenen Gestalten, welche sich entweder 
durch Specialisirung des allgemeinen Falles, oder durch Aenderung 
der Realititsverhiiltaisse ergeben. So spricht man bei den Filiichen 
2. Grades von einer imaginairen Fliche und von reellen Flichen mit 
reellen oder imaginiren. Erzeugenden, weiter aber auch von Kegel 
und Ebenenpaar als Specialisirungen des allgemeinen Falles. Ebenso 
unterscheidet man bei Flichen 3. Grades, nach der Kealitit ihrer 
Geraden, Flichen mit 27, 15, 7, und zwei Fliichen mit 3 Geraden; 
durch Specialisirung erhilt man die Flichen mit gewdhnlichen, oder 
biplanaren, oder uniplanaren Knotenpunkten. Auch bei der Kummer’- 
schen Fliiche kann man diese doppelte Aenderung der Gestalt mit 
Erfolg einer niheren Untersuchung unterwerfen. Einen Theil dieser 
Betrachtungen hat bereits Weiler im VI. Bande der Math, Annalen 
angestellt, indem er alle Fliichen aufzihlt, die durch Specialisirung 
aus der Kummer’schen Fliiche hervorgehen. Weiler benutzt, dass die 
Kummer’sche Fliche aufs Engste mit einer Gleichung 6. Grades 
zusammenhiingt, und entwickelt die verschiedenen Gestalten, indem 
er die Wurzeln theilweise zusammenfallen lisst. Es eriibrigt folglich 
nur noch eine gestaltliche Untersuchung hinsichtlich der Realitiits- 
verhiiltnisse, die sich freilich auf alle von Weiler aufgeziihlten Fiille 
zu erstrecken hiitte. In der vorliegenden Arbeit sind nur die Realitiits- 
verhiltnisse der allgemeinen Kummer’ schen Fliiche und im Anschlusse 
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daran der Linienflichen 4. Ordnung mit zwei Doppelgeraden einer 
niheren Betrachtung unterworfen. Es geschah diese Einschriinkung 
einestheils um diese Abhandlung nicht iiber Gebiihr auszudehnen und 
durch das endlose Aufzihlen der Fliichen zu ermiiden, anderntheils 
desshalb, weil aus diesen Fallen die iibrigen (Complexfliiche, Steiner’- 
sche Fliiche ete.) durch Grenziibergang leicht abzuleiten sind*). Das 
Ergebniss meiner Untersuchungen ist kurz zusammengefasst das Fol- 
gende. Es giebt 8 verschiedene Kummer’sche Fliichen und 7 ver- 
schiedene Linienfliichen; die Flichen sind einzeln aufgezihlt, ihre 
Gestalt beschrieben, sowie ihre Gleichungen aufgestellt. 

Die Methoden, welche zur Lésung der vorgelegten Frage angewendet 
wurden, sind, wie die Lésung, selbst von dreifacher Art. Die erste, linien- 
geometrische, Methode basirt auf der Untersuchung zweier quadratischer 
Ausdriicke von 6 Variablen, oder geometrisch zu reden, auf dem Studium 
zweier Fliichen 2. Grades in einem Raume von 5 Dimensionen. Die 
hierbei auftretenden gestaltlichen Verhiltnisse, welche sich sofort auf 
einen Raum von beliebigen Dimensionen erweitern lassen, habe ich 
im ersten Abschnitte dieser Arbeit dargelegt und dieselben fiir die 
zugehdrige Kummer’sche Fliiche interpretirt. Der zweite Abschnitt 
legt gewisse topologische Beziehungen, welche daselbst in den ein- 
leitenden Bemerkungen niher pricisirt sind, zu Grunde. Diese topo- 
logischen Methoden, welche in die Geometrie der Ebene zuerst von 
Cayley eingefihrt wurden, wurden hier auf den Raum ausgedehnt 
und ihre Zuliissigkeit fiir den Fall der Kummer’schen Fliche dar- 
gethan; dieselben ergeben alsdann in systematischer Weise die ver- 
schiedenen gestaltlichen Méglichkeiten. Der letzte Abschnitt endlich 
giebt die analytischen Gleichungen der verschiedenen Fliichen in Punkt- 
coordinaten an, Alle Gleichungen werden aus einer einzigen durch 
imaginiire lineare Transformationen abgeleitet, und ich glaube, dass 
sich dieser Gedanke iiberhaupt bei allen Discussionen anwenden liisst, 
wo es auf die Aufziihlung der Gestalten und ihre analytischen Glei- 
chungsformen ankommt, Ich gedenke diese Ansicht demniichst durch 
die gestaltliche Behandlung der Fliiche 3. Grades zu rechtfertigen. 
Zum Schlusse erwiihne ich noch meine Arbeit in den Mathem. 
Annalen, Bd. XV: ,, Hyperelliptische Functionen und die Kummer’ sche 
Fliiche“, welche die geometrische Behandlung der Kummer’ schen 
Fliche mit 16 reellen Knotenpunkten auf Grund der hyperelliptischen 
Functionen zum Zweck hat, und welcher meiue Dissertation mit 
iihnlichen Betrachtungen vorausging. 


*) Vergleiche die Bemerkung von Klein im amtlichen Bericht der 50. Ver- 
sammlung deutscher Naturforscher und Aerzte p. 95 (Miinchen, Straub, 1877). 
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Gestalten der Kummer’ schen Flache. 


I. Abschnitt. 


Liniengeometrische Behandlung. 


$1, 
Einleitendes. 
a) Die verschiedenen Coordinatensysteme, 


Der Gesichtspunkt, von dem aus ich zuerst das vorliegende Problem 
betrachten will, basirt auf den Wechselbeziehungen der Kummer’ schen 
Fliiche zur Liniengeometrie, die denn auch in ihren Methoden einen 
bequemen und sicheren Weg zur Lésung darbietet. Zum leichteren 
Verstiindniss der spiteren Darlegung werde ich Einiges hier voraus- 
schicken, was der Liniengeometrie angehért und zum Theil schon 
bekannt ist. 

Zwischen den 6 homogenen Coordinaten einer geraden Linie be- 
steht eine Relation 2. Grades, die durch reelle lineare Transformation 
in die Form von 3 positiven und 3 negativen Quadraten iibergefithrt 
werden kann; etwa: 

£2 — 2,2 ty? — 2 + 2,2? — 427 =Q 

Reellen Werthen der Coordinaten z entsprechen dann natiirlich 
reelle gerade Linien. Die weiteren Untersuchungen verlangen nun, 
dass diese Gleichung ‘n eine Summe von lauter positiven Quadraten 
umgesetzt werde, was offenbar nur durch eine imaginiire Substitution *) 
geleistet werden kann, Es lassen sich nun folgende 4 Substitutionen 
unterscheiden, die Klein als Zypen der Liniencoordinatensysteme 
bezeichnet : 


, “= %, Ly; = a3, Hs, = 4,5 
Typus I, = bale eS) 
ty = té) Uy mm 044; % vege 
== # =? SD x =o Z \ 2 
T . Hy My, bs = 43) V2 x, = 4, + 1%, 
ypus II, 
Vy = 29, Ly = 02,, V 2X5 = 4, — thy. 
an “= 4, V2u,;—=2,+%14,, V24,—= 2, + i, 
ypus III, : 
Ly = i8,, V2 wv, = 4, —iz,, V2 x= 4, — iZy. 
Ty r @, = 2, + b2y, ty = 4, -+ 02, L;, = 2, + 02,, 
lypus LV, ; j ; 
Ly = 2, — 125, Ly = 2, — thy, Ly = 8, — ih,. 


*) Diese Substitutionen, sowie ihre geometrische Bedeutung hat bereits 
Klein in einem Manuscripte angegeben, das er mir seiner Zeit zur Benutzung 
tiberliess, 
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Die Gleichungen z,—= 0, x, =0,... a, = 0 stellen die 6 Funda- 
mentaleomplexe dar, auf welche die Geraden des Raumes bezogen 
sind; sie sind, wie aus den Gleichungen ersichtlich, reell oder con- 
jugirt imaginiir. .Da nun die Geraden daun und nur dann reell sind, 
wenn ihre zg-Coordinaten reell sind, so lassen sich hieraus fiir die 
einzelnen Typen folgende Siitze ablesen: 

Die Coordinaten x des Typus I stellen eine reelle gerade Linie 
dar, wenn 1, 3, 5 reell, 2, 4, 6 dagegen rein imagindr sind; fiir eine 
reelle Gerade des Typus II miissen 1 und 3 reell, 2 und 4 rein ima- 
gindr, 5 und 6 aber conjugirt imaginir sein; der Typus III verlangt 
1 reell, 2 imagindr, 3 und 4, desgleichen 5 und 6 conjugirt ima- 
gindr, wihrend beim Typus IV die Coordinaten paarweise conjugirt 
imagindr sein miissen. Hierdurch sind 4 verschiedene Coordinaten- 
systeme, deren Fundamentalcomplexe in Involution liegen, charakterisirt. 

Vermige der Gleichung: 

x,” + 2," + a5? + x, + a; + x —_ 0, 
welcher die x-Coordinaten geniigen miissen, gehéren immer 32 gerade 
Linien des Raumes in der Art zusammen, dass sie sich nur durch die 
Vorzeichen ihrer Coordinaten unterscheiden; 16 unter ihnen besitzen 
eine gerade Anzahl, die 16 tibrigen eine ungerade Anzahl positiver 
und negativer Vorzeichen. Ich nefine nun zwei Geraden conjungirt, 
wenn sie sich durch eine gerade, adjungirt, wenn sie sich durch eine 
ungerade Zahl von Vorzeichenwechsel unterscheiden, so dass es zu 
jeder Geraden 15 conjungirte und 16 adjungirte Geraden giebt. Man 
iibersieht nun sofort, dass nur im ersten Falle alle 32 Geraden reell 
sind, im zweiten Falle jedoch nur 16 und im dritten und vierten Falle 
jedesmal nur 8 Gerade von 32 zusammengehérigen; die halbe Anzahl 
der reellen Geraden ist conjungirt, die halbe adjungirt. Auch die 
Realitat*) der Directricen, Linienflichen und Congruenzen bei den 
einzelnen Typen liisst sich hiernach leicht entscheiden. Beim Typus I 
sind reell die 9 Directricenpaare: 12, 14, 16; 32, 34, 36; 52, 54, 56, 
die 9 Flachen 2. Grades: 123, 456; 124, 356; 125, 346; 126, 345; 134, 
256; 136, 245; 145, 236; 146, 235 und 156, 234, ferner siimmtliche 
Congruenzen. Beim Typus II sind reell 5 Directricenpaare: 12, 14, 
32, 34 und 56, sowie 4 Flichen 2. Grades: 156, 234 256, 134; 356, 124; 
456, 123 und 7 Congruenzen: 12, 13, 14, 23, 24, 34 und 56. Der 
Typus III liefert 3 reelle Directricenpaare: 12, 34, 56, ferner 2 reelle 
Fliichen: 134, 256; 156, 234 und 3 reelle Congruenzen: 12, 34, 56; der 
Typus IV endlich ergiebt dieselben reellen Congruenzen und Direciricen, 
aber 4 reelle Flichen 2. Grades: 135, 246; 136, 245; 145, 236; 146, 





*) Der Beweis der Realitat der hier aufgeziihlten Gebilde folgt im letzten 
Abschnitte, einstweilen stehen hier nur die Resultate. 
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235. Die Flichen 2, Grades sind bei den Typen I, II und III Regel- 
flichen, nur beim Typus IV treten ein Ellipsoid und 3 zweischalige 
Hyperboloide auf. Wir werden im zweiten Abschnitte hiervon Ge- 
brauch machen. 


b) Das System der Complexe 2. Grades. 


Gehen wir nun noch einen Schritt weiter und fiigen zu der Rela- 
tion 2. Grades, welche zwischen den Liniencoordinaten bestehen muss, 
noch eine weitere quadratische Gleichung hinzu, die einen Complex 
2. Grades repriisentirt. Es giebt dann bekanntermassen eine und nur 
eine lineare ‘Transformation, welche beide Gleichungen gleichzeitig 
in eine Summe von Quadraten verwandelt, wobei die Identitit die 
Form annimmt: 

ay? ay? 43? + HP + 25? + ay? = 0. 

Die hier erwihnte Transformation kann selbstverstiindlich nicht 
reell sein, sonst miissten ja 3 Quadrate dieser Gleichung mit einem 
negativen Vorzeichen behaftet sein, vielmehr besteht dieselbe aus einer 
durchaus reellen Transformation, verbunden mit einer der 4 oben er- 
wihnten imaginiren Transformationen. Die Gleichung des Complexes 
2. Grades nimmt gleichzeitig die Form an: 

HE," Hy," + Hyxy? + *, Ly? + %,2," Xx,” = O, 
wo die x willkiirliche Constanten sind, die positiv, negativ oder auch 
imaginir sein kénnen. 

Klein hat nun in den Math. Annalen Bd. II, 224 gezeigt, dass 
die Kummer’sche Fliche, welche dem obigen Complexe als Singu- 
laritiitenfliche zugehért, in der gleichen Beziehung steht zu den ein- 
fach unendlich vielen Complexen: 

a? a 2 x2 x, 2 %,* Xe 
rn 7 Xe . a 9 meg + rae 4 i “%,—A - ea =0, 








die er als confocales System bezeichnet, und worauf er seine ellip- 
tischen Liniencoordinaten griindet, vergl. Math. Ann, V, 293. Jede 
Gerade des Raumes gehdrt je 4 solechen Complexen an, und umgekehrt 
haben 4 solche Complexe immer 32 Geraden gemein, die sich nur 
durch die Vorzeichen ihrer Coordinaten unterscheiden, also ein System 
der oben erwihuten Art bilden. Der Zusammenhang der gewdhn- 
lichen Coordinaten mit diesen elliptischen wird in bekannter Weise 
durch die Formel gegeben: 


(x, — Ay) (ty — ds) (te — ts) (He — 4 
Oka? = (*e 1) (%q on 2) Ga) a=1,2,---6 


wobei f’(x.) der nach 4 genommene Differentialquotient von: 
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F(A) = (%, — A) (%, — a) +++ (5 — A) 
ist, nachdem man fiir 4 den Werth x, eingesetzt hat. 

Jede Gerade des Raumes besitzt also 4 Parameter 4,, 4,, 4,, a,, 
und diese 4 Parameter gehéren auch ihren 15 conjungirten und ihren 
16 adjungirten Geraden zu. Die Raumgerade wird zur Tangente der 
Singularitatenfliche , wenn zwei von ihren 4 Parametern, etwa A, und 4,, 
einander gleich werden. Bleiben 4, und A, constant, wihrend der 
Doppelparameter 4, = A, = A variirt, so erhalt man alle Tangenten 
in einem bestimmten Punkte der Fliiche. Wird der Doppelparameter 
gleich einem der 6 Werthe x, so erhilt man eine der 6 in jenem 
festen Punkte beriihrenden Doppeltangenten; wird dieser endlich gleich 
einem der beiden einfachen Parameter 4, oder 4,, so erhilt man “die 
Haupttangenten in dem genannten Punkte. Durch Vorzeichenanderung 
ergeben sich aus einem Tangentenbiischel 32 zusammengehérige und 
mithin aus einem Punkte der Kummer’schen Fliiche und seiner 
Tangentialebene ebenfalls 32 zusammengehdrige; wir theilen diese 
Punkte und Ebenen ebenso wie friiher die 32 Geraden in zwei Gruppen 
von 16 conjungirten und 16 adjungirten Elementen, den Punkten der 
einen Gruppe sind die Ebenen der andern adjungirt und umgekehrt. 

Lassen wir die beiden einfachen Parameter eines solchen Tangenten- 
biischels zusammenfallen, so tritt Gleiches fiir die Haupttangenten 
ein, d. h. die Biischel liegen dann in einer der 16 Doppelebenen, oder 
sie verlaufen durch einen der 16 Knotenpunkte. Die Knotenpunkte 
und Doppelebenen bilden ein System zusammengehdriger Elemente, 
wesshalb jeder Knotenpunkt mit 6 Doppelebenen und jede Doppel- 
ebene mit 6 Knotenpunkten vereinigt liegt, wie das ja von den Singu- 
larititen der Kummer’schen Fliiche bekannt ist. Alle diese Be- 
trachtungen wurden bereits von Klein angestellt und finden sie hier 
eine Stelle, um dem Folgenden als Grundlage zu dienen. Klein ging 
weiter von der Annahme aus, dass die Knotenpunkte reell seien, und 
kam so zu 4 verschiedenen Kummer’schen Flichen, jeder Typus 
lieferte eine, die er auch naher untersuchte; spiiter wurden dieselben 
modellirt, wie schon bei Gelegenheit erwaihnt. Ich werde der Voll- 
stiindigkeit halber auch diese Fliichen, welche bereits bekannt sind, hier 
aufzihlen und in dem hier festgehaltenen Sinne behandeln. 


c) Ueber die gestaltliche Anordnung im Allgemeinen. 


Der Behandlung der einzelnen Typen wollen wir noch Einiges 
iiber die gestaltliche Anordnung der Kammer’schen Fliche im All- 
gemeinen vorausschicken. Wieeschon bemerkt gehéren die Tangenten 
der Kummer’schen Fliche zu je 32 zusammen; sie unterscheiden 
sich nur durch die Vorzeichen ihrer Coordinaten und gehen aus einer 
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_ dieser Geraden hervor durch die Transformationen, welche durch die 


6 linearen Fundamentalcomplexe, die 15 Congruenzen und die 10 
Linienflichen derselben bestimmt sind. Die 15 Congruenzen liefern 
zu einer Geraden die 15 conjungirten, die Complexe und Linienflichen 
die 16 adjungirten Elemente. Daraus folgt dann: weiter, wenn wir 
das Tangentenbiischel als Object unserer Untersuchung wihlen, dass 
immer 32 solcher Bischel zusammengehéren; sie zerfallen in 2 
Gruppen, so zwar, dass zu den Berthrungspunkten der einen Gruppe 
die 16 Tangentialebenen der andern Gruppe die adjungirten Elemente 
bilden und vice versa. Es gehéren also in diesem Sinne immer 16 
conjungirte und 16 adjungirte Punkte der Kummer’schen Fliiche 
zusammen, deren Tangenten dieselben beiden einfachen Parameter 
4, und 4, aufweisen; wir bezeichnen sie kurzweg als die beiden Para- 
meter des betreffenden Punktes selbst. Lassen wir einen dieser Para- 
meter constant, so bilden die zugehérigen Punkte eine Curve, niimlich 
eine Haupttangentencurve*) der Kummer’schen Fliche. 

Diese Curven 4 = Const. iiberdecken die Kummer’sche Fliche 
doppelt und schneiden sich zu je zwei in 32 zusammengehérigen Punkten. 
Dem System dieser Haupttangentencurven gehéren doppelt zihlend 
-6 ausgezeichnete Curven an, entsprechend den Werthen x,, %,, #4, #4, %5) %53 
sie sind doppelt zahlend, da fiir die Punkte einer solchen Curve eine 
der Coordinaten x verschwindet, es also nur noch 16 Vorzeichencombi- 
nationen giebt, d. h. in diesen Uebergangsfiillen riickt jeder der 16 con- 
jungirten Punkte mit einem adjungirten Punkte zusammen. In den Schnitt- 
punkten zweier ausgezeichneter Haupttangentencurven sind je 2 con- 
jungirte und 2 adjungirte Punkte zusammengefallen, da hier immer 2 
Coordinaten x verschwinden; jene Punkte sind demnach auf den Direc- 
tricender beziiglichen Congruenz gelegen. Klein nennt sie Doppelin- 
flexionspunkte der Kummer’schen Fliche, weil ihre beiden Haupt- 
tangenten (entsprechend den Parametern x,, x3) vierpunktig die Fliache 
beriihren; in denselben stossen 4 Gebiete der Kummer’schen Fliiche an 
einander, getrennt durch die beiden ausgezeichneten Haupttangenten- 
curven, wie es Figur 1 schematisch darstellt. Den Punkten eines dieser Ge- 
biete sind die Punkte der beiden anstossenden Gebiete adjungirt, die 
Punkte des andern Gebietes conjungirt; bezeichnen wir demgemiiss die 
Gebiete selbst als conjungirte und adjungirte, so kénnen wir kurz sagen: 
Die ungleichartigen Gebiete besitzen eine gemeinsame Grenze in einer 
ausgezeichneten Haupttangentencurve, die gleichartigen Gebiete jedoch 
nicht. Die letzten Bemerkungen kommen natiirlich nur zur Geltung, 
wenn der Doppelinflexionspunkt und gleichzeitig seine beiden Haupt- 
tangenten reell sind. 


*) Siehe: Klein und Lie, Monatsbericht der Berliner Akademie 1870, 
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Aus dem Gesagten folgt sofort der Satz: Besteht die Kummer’ sche 
Fliche aus mehreren getrennten Theilen, so wird jeder durch die 
Transformationen, welche mit den Congruenzen verkniipft sind, in 
sich selbst tibergefiihrt, wenn er von den zugehérigen Directricen- 
paaren*) in reellen Punkten geschnitten wird. Denn von den Durch- 
stosspunkten der Directricen kann man durch stetige Wanderung auf 
der Fliche unmittelbar auf die ganzen Flichentheile schliessen. Bei 
den iibrigen Congruenzen sind noch zwei Fille zu unterscheiden. Liegen 
die beiden Directricen eines Paares auf derselben Seite eines Fliichen- 
theils (wie es bei endlichen Flichentheilen immer der Fal] sein muss), 
so wird derselbe durch die bez. Transformation in einen andern Theil 
iibergefiihrt, liegen sie jedoch auf verschiedenen Seiten desselben, so 
geht er durch die Transformation in sich selbst tiber. Es wiirde sonst 
nothwendigerweise eine Doppelcurve entstehen, da jeder Punkt von 
seinem transformirten Punkte durch das beziigliche Directricenpaar 
harmonisch getrennt wird. 

Hiermit mégen die allgemeinen Bemerkungen, welche bei den 
einzelnen Typen ihre Verwendung finden sollen, beendet werden und 
ich wende mich dem Kernpunkte der ganzen Betrachtung zu. 


§ 2. 

Ueber die Werthe der Gréssen x,,x,,..., x, bei den einzelnen Typen. 

Das Fundament der Entwickelungen der spiiteren Paragraphen 
wird durch die nachfolgenden Untersuchungen gebildet. Der Grund- 
gedanke derselben lisst sich folgendermassen formuliren. Die Frage 
nach den Gestalten einer Flaiche setzt immer voraus, dass die Flichen- 
gleichung blos reelle Coefficienten enthalte; nur solche Flichen kénnen 
hier discutirt werden. Nun steht aber die Kummer’sche Fliche in 
covarianter Beziehung zu dem Biischel: 

a, 2 x," 25" E Pd 2,* xe ae 
mek. mek. Gk ek. md: mk 


Hy win fh: 





also kénnen wir uns auch fragen, welche Werthe miissen die Con- 
stanten dieser Complexgleichung annehmen, damit die Coefficienten 
der bez. Kummer’schen Fliche reell werden, da ja die letzteren aus 
jenen Constanten aufgebaut sind. Die Beantwortung dieser Frage 
wird aber durch die Bemerkung ermdglicht, dass die Kummer’ sche 
Fliche zu jedem imaginiren Complexe des Biischels in der gleichen 
Beziehung stehen muss; wie zu seinem conjugirt imaginadren, sollen 


*) Wir kénnen uns bei unseren Untersuchungen, wie wir spiiter sehen werden, 
auf Congruenzen mit reellen Directricen beschrinken. 
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anders die Coefficienten ihrer Gleichung reell sein; d. h. jenes System con- 
focaler Complexe enthdlt zu jedem imagindren Complexe auch den conjugirt 
imagindren, da die Kummer’sche Fliche nur zu einem einzigen 
Complexbiischel in der genannten fundamentalen Beziehung steht. 
Alles Weitere besteht nur noch aus den Schliissen, die sich hieran 
ankniipfen. 

Wir gehen jetzt von jener Gleichung in den x zu der entsprechenden 
Gleichung in den z iiber; alsdann sind 2 conjugirt imaginére Complexe 
dadurch definirt, dass die Coefficienten ihrer Gieichungen conjugirt 
imaginir sind. Anstatt nun bei diesem Uebergange von der obigen 
Gleichung des Complexbiischels auszugehen, beniitzen wir die mit 
Riicksicht auf die Identitat iiquivalente Form: 

mt Bot 4 op Bot .. pag BoE mo, 


“Mga %_— 





und nehmen an, 4’ sei der Parameter des zu dem Complexe 4 coun- 
jugirt imaginiiren Complexes. Die bez. Gleichung in den reellen 
Coordinaten z hat dann, den 4 oben aufgeziihlten Typen entsprechend, 
4 verschiedene Formen, die der Reihe nach durch die folgenden Glei- 
chungen gegeben sind: 

















1) a,” oo —- 2, - aa + 4,’ a5 — 3° a 
+4? BIT — 43 BIT = 0, 
H gf Baw este sia SS 
+= — A eel -+ wat )+ 4,695(2—4 — =) = 0, 
3) a? = aS — 2," at 





a — 2 ( uy—V %, — 2’ a,—i 
++ 2 4 + a’ ee (427-5 


\ us 








a2— 22 (x,—2 nt — ee 
(GSE +22) +antSet— S5f)—o, 

2,2 — 2? (%,—2' 1-2 —1 

a ieee (455 += —*) 4 4,0,i(4 es am —¥ 


2," — 2? (225 pated ) —i %,—2' 
+ 2 %3—A ee 5 + #5 %8 (sa %4—A 
2,2 — 2,2 (== %—A\ / -(%,— 2’ %—V\ 
r,4 2 %,— A + eT) + a(S — %, — A the 
In allen diesen Gleichungen kommen die 6 Gréssen 
g' 


ee ee at 
ty — A? Hyd’ > %e—4 
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vor, deren gegenseitige Beziehung wir zuniichst hier studiren, um von 

ihnen alsdann auf die Gréssen x,, %,, +++, #, selbst zu schliessen. Zu 
diesem Zwecke setzen wir: 

tq — 4 p 

’ 


— 
== 1,€ 


- wo a=1,2,-:-,6 

. — i , , ? 

zu nehmen ist. Da der durch irgend eine der obigen Gleichungen 

reprisentirte Complex bei der Vertauschung von 4 und 4’ in den con- 

jugirt imaginiiren Complex iibergeht, so miissen dabei auch die Coeffi- 

cienten seiner Gleichung, abgesehen von einem iiberall gleichen Factor 
ef? die conjugirt imaginiiren Werthe annehmen. Bei dieser Operation 

y 
h 


Hee 


gehen aber die Ausdriicke: = r,¢ ' in ihre reciproken Werthe 


“ 
liber, so dass sich hieraus die néthigen Gleichungen zur Bestimmung 
dieser Ausdriicke ergeben. 
Es sind nun 2 verschiedene Fille zu unterscheiden: Entweder 
es . # : Xp — 2 
zwei jener 6 Briche, etwa —' und —* 
i— ob ee 
cienten der betr. Gleichung, oder es thun dies statt dessen die Com- 
binationen 
x v ty — 1’ * v " EX > 
' + ? und ! — F. 
Hy A Xe rt *y A Ag — A 
Im erst genannten Valle haben wir nach den vorausgeschickten 
Bemerkungen die Relationen: 


, bilden selbst zwei Coeffi- 


1 ; 1 1 ’ i ; 
c~') am —#r,6e-', und -—— e—' am —_ #r,c~'; 
r e Ye soe 
oder: r,? = r,* <= 9*; d. h. bei einer Interpretation auf der complexen 
, : . . “%,—2 %, — 2’ . . . 
Kugel liegen die beiden Punkte —“' yp und —* auf der Peripherie 
% x 


eines Kreises*) g, dessen Ebene auf der Axe (0 oo) senkrecht steht. 
Im zweiten Valle ergeben sich die Beziehungen: 


1 , 1 , 1 , . 
en iP en i Pa 4 rs e iM, } r,e pal 
" "2 ei! o i 
und 
»4 1 1 , T= , 
j ig, —i~yl — hyp i~, s piel. 
2 2 = Pt me . 
br, U Is U . ed lh ry€ } 


woraus durch kreuzweise Multiplication dieser Gleichungen folgt: 
e 2ig, ee =e 217, — e~2ipr, 


oder: 


P, = Po, resp. Pp, = Y, + 7, und mithin: 9? = r,r,, resp. g?=— 7,7. 


*) Unter einem Kreise @ auf der Kugel ist ein solcher Kreis verstanden, der 
bei der stereographischen Projection auf die Ebene den Radius @ erhiilt. 
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Auch dieses Resultat lisst sich leicht auf der complexen Kugel 
deuten; es will sagen, dass die Verbindungslinie der Punkte at 
wi 


2 


und ~ = - die Axe (000) in einem Punkte schneidet, de&sen Polar- 
ral 


ebene in Bezug auf die Kugel den Kreis @ enthiilt. Je nachdem also 
eo? =-+ 7,7", oder g? = —r,r, ist, liegt dieser Schnittpunkt ausser- 
halb oder innerhalb der Kugel. Bei den drei ersten Typen' bestimmt 
sich @? als positive Grésse, dagegen sind beim Typus IV. beide Fiille 
quiiissig. 

Die 6 Punkte = oe haben also bei den einzelnen Typen folgende 


a 


Lage auf der complexen Kugel. 


Typus 1. Die 6 Punkte liegen auf einem Kreise, dessen Ebene auf 
der Axe (0 oo) senkrecht steht. 

Typus II. 4 Punkte liegen auf einem derartigen Kreise und die Ver- 
bindungslinie der beiden iibrigen geht durch den Pol 
der Kreisebene. 

Typus Ill. 2 Punkte liegen auf einem derartigen Kreise, die 4 iibrigen 
bilden 2 Paare, deren resp. Verbindungslinien durch den Pol 
der Kreisebene hindurchgehen. 

Typus 1V. Die 6° Punkte bilden 3 Paare, deren Verbindungslinien 
sich in einem Punkte der Axe (0 00), dem Pol der Ebene 
o, schneiden; und zwar kann dieser Schnittpunkt inner- 
halb oder ausserhalb der Kugel liegen. 


Die hier gefundenen Kigenschaften der 6 Punkte bleiben ungeiin- 
dert bei einer beliebigen ‘linearen Transformation der complexen Kugel, 
nur tritt an Stelle der Ebene senkrecht zur Axe (0 oo) eine beliebige 
andere Ebene. i 

Nun kann man aber die 6 Punkte = 
formation: ¢ = ; = 
mit auch die 6 Punkte x,, %,,---, x, bei den einzelnen Typen die 
vorher geschilderte Lage, nur ist an Stelle jener Ebene senkrecht zur 
Axe (0 co) eine beliebige Ebene zu setzen. 

Da nun immer dann, aber auch nur dann die Coefficienten der 
Kummer’schen Fliche reell werden, wenn die imaginiiren Complexe 
des confocalen Systems paarweise conjugirt sind, so haben wir hiermit 
die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Grissen « auf- 
gestellt. . 

Beachtet man noch, dass die Gleichung des confocalen Complex- 
systems nicht geiindert wird, wenn man auf die Constanten x,, %2,+-+, %, 
und gleichzeitig auf die Variablen A, 4’ eine beliebige lineare Trans- 


—V we 
o_. _ durch die fineare Trans- 
Qa 





a : : 
7 in die 6 Punkte x, verwandeln; es besitzen so- 
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formation*) anwendet, so sieht man, dass jene allgemeinere Lage der 
x, durch geeignete Transformation jener Ebene stets durch folgende 
specielle ersetet werden kann: 

Bei den ersten 3 Typen sind 6 resp. 4 resp, 2 Constanten x reell, 
die iibrigen paarweise conjugirt imaginiér. Beim Typus IV. sind wieder 
2 Fille zu unterscheiden, je nachdem die Ebene durch den Kreis @ 
die Kugel schneidet oder nicht; im ersten Falle kann man die Ebene 
durch den Kreis @ in die Ebene durch den Kreis der reellen Zahlen, 
im zweiten Falle in die unendlich ferne Ebene transformiren. Da aber 
die Punkte «x paarweise auf 3 Geraden liegen, die durch den Pol der 
bez. Ebene hindurchgehen, so sind in jenem Falle die Gréssen x 
paarweise conjugirt imaginaér, in diesem Falle haben sie die Form: 


, _ 
a =rer, 4 = — ra en , 
ips oer, 1 ips 
Xe = re ? %, ee Ts. é ’ 
a= i—, = 1° TP, 
%, = 7,6 , iy 


da die Verbindungslinien x,*,, x,%, und x,%, durch den Kugelmittel- 
punkt gehen. — 

Nachdem wir jetzt die Form der Constenten x bestimmt haben, 
bleibt uns nur noch iibrig, i iiber die a cial 


selbst zu sagen. Legen wir dem 4 einen wi Werth bei, so er- 
halten wir bei den ersten drei Typen, sowie bei dem ersten Falle des 
Typus IV. einen reellen**) Complex, insofern die bez. Gleichung in 
den Coordinaten z reelle Coefficienten besitzt; nehmen wir dagegen 
4 imaginir, so wird die zugehérige Complexgleichung imaginir, und 
der Complex enthilt blos noch eine reelle Congruenz, die er mit dem 
conjugirt imaginiren Complex gemein hat. In dem zweiten Falle des 
Typus IV. sind alle Complexe 4 imaginiir und enthalten folglich nur 
noch je doppelt unendlich viele reelle gerade Linien. Es folgt dies 
daraus, dass in diesem Falle die Parameter 4 und 4’ zweier conjugirt 
imaginiirer Complexe auf der complexen Kugel durch die Endpunkte 





*) Die Coefficienten der Complexgleichung findern sich offenbar nicht, wenn 
man die 8 Grissen: %;, %g,+-+-,%;, 4, 4° um dieselbe Constante iindert, oder sie 
mit derselben Constanten multiplicirt, oder endlich an ihre Stelle die reciproken 
Werthe setzt; aus diesen 3 Operationen liisst sich aber bekanntlich jede lineare 
Transformation zusammenseizen. 

**) Unter reell ist nur eine reelle Gleichung des Complexes verstanden, nicht 
aber ein Complex mit dreifach unendlich vielen reellen Geraden; iiber das letztere 
geben die einzelnen Typen Aufschluss, 
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eines Durchmessers dargestellt werden, also von der Form sind, 
A= oe und 1 = — si e'¥, so dass niemals 4 =A’ werden kann, 


wie das doch fiir reelle Complexe gefordert wird. Man beweist dies 
nimlich direct auf folgende Weise*). Setzen wir: 





mh =. . ' 
%,— A 7. 2a =a-+ib, 
also: 
m— 4 [et Se Sey ae 
oe + se eile (a — ib), 


so folgt: 
(1 +a(i+5)—*H",” we du Se, Ss 


%—a ns 





Da die rechte Seite dieser Gleichung -reell ist, so muss es auch 
die linke sein, d. h. das Doppelverhiltniss @ muss reell sein, oder die 
4 Punkte x,, *,, 4, a’ miissen auf einem Kugelkreise liegen. Fiigt 
man noch hinzu, dass auch x,, %,, 4, 4 und ebenso x,, x,, 4, a’ auf 
einem Kugelkreise liegen mtissen, so folgt daraus die obige Behauptung. 


§ 3. 
Typus I. 


Hier sind die Constanten x siimmtlich reell, und wir machen fiir 
diese reellen Gréssen die Voraussetzung : x, > *, > *, > *, > %, > ,, 
was wir dadurch erreichen, dass wir die Indices der x nach ihrer 
Grésse wihlen, dann werden jedoch diese Indices nicht melir mit den 
Indices der betreffenden ¢ in der Complexgleichung tbereinstimmen. 
Schreiben wir nun irgend eine Permutation dieser 6 Constanten x an, 
so mag durch ihre Stellung in der Permutation auch ihre Stellung in 
der Complexgleichung gegeben sein; z. B. *,%,%,%,%_%, entspricht der 
Gleichung : 

z,° £4" zs Fel ,* 22 


Se. a a Se AD ae. eee | Aner 


Ms— A %g—A My— A %,—A %,—A %,—A 
Wir legen uns jetzt die Frage vor, wie viele, von einander verschie- 
dene Formen die Complexgleichung anninmmt, wenn man die Gréssen 
x auf alle mdglichen Weisen permutirt. Es giebt im Ganzen 720 
Permutationen; aber man sieht sofort, dass die Art der Complexgleichung 
nicht geiindert wird, wenn man die Elemente 1, 3, 5 in beliebiger 
Weise vertauscht und die Elemente 2, 4, 6 in einer beliebigen andern 
Weise, oder wenn man die Elemente 1, 3,5 an die Stelle von 2, 4, 6 
setzt und umgekehrt. Denn alle diese Operationen sind gleichbedeutend 





*) Indirect kann man die Behauptung auch verificiren, indem man durch 
Ausrechnung zeigt, dass die Coefficienten der Complexe 4 und 2’ conjugirt ima- 
giniir werden. 











112 K. Roun. 





mit reellen Transformationen der Coordinaten z¢ (niimlich mit gewissen 
Vertauschungen derselben), was bekanntlich die Art einer Gleichung 
nicht alterirt. Die Zahl der Permutationen der Elemente 1, 3, 5 be- 
trigt 6, ebenso die Zahl der Permutationen von 2, 4, 6; es bleiben 
720 
6-6-2 
Gréssen x, die hier in Betracht zu ziehen sind. Dieselben sind repriisen- 
tirt durch: 


folglich nur noch = 10 verschiedene Permutationen der sechs 


Hy Hy Uy Hy He %5, 
7 AB AA% My Hy Hy Hy Hy Xe, 
- | Hy Hq Hy Hy H; My, 

Hy Hq Ne %q Xs Hy, add 
C) |, % Hy Hy Hy %, My Hy Hy Hy H, Key 
| My Hy Hy Hy Hs He, 





Hy Hy Hy XH, H, Hy, 
Hg Uy Hy Hy H, H,- 


Diese 10 Fille wiiren nun eigentlich zu unterscheiden, wir kénnen 
sie jedoch durch eine einfache Betrachtung auf 3 nicht iiquivalente 
Fille reduciren. Wenden wir niimlich auf die Gréssen x eine lineare 
Transformation an, so vertauschen sich zwar die Complexe des Biischels 
unter einander, aber das Biischel selbst und folglich die zugehirige 
Kummer’sche Fliche bleibt ungeiindert. Dadurch gehen aber die 
Gréssen %,, *,, +--+, %, in 6 neue Gréssen x,', x, - ++, %, tiber, 
die nur noch die Eigenschaft besitzen, dass sie cyklisch auf einander 
folgen, dagegen kann jede von ihnen, je nach der Grésse der zuge- 
fiigten Constanten, grésser als alle iibrigen gemacht werden. 

Um also der friiheren Bezeichnungsweise getreu zu bleiben, welche 
die Indices nach der Grésse der x bemass, miissen wir hier mehrmals 
eine cyklische Vertauschung der Indices vornehmen, bis dasjenige x’ 
den Index 1 erhilt, welches den gréssten Werth besitzt. 

Wir sehen so, dass von den aufgeziihlten 10 Permutationen alle 
diejenigen zu einer Complexgleichung von derselben Art fiihren, welche 
durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3, 4, 5,6 aus einander 
hervorgehen. Daher erweigen sich die Complexe der Gruppe b) sowie 
die Complexe der Gruppe c) unter sich als gleichartig. Wir haben von 
jeder Gruppe nur einen Repriisentanten zu wiihlen und als solche mégen 
folgende 3 Combinationen stehen: 


a) 41> Hy, Hs » #4, Xs X55 
b) Hi, Hy, Hy, Hy, Huy 4%, 


c) *%, Hoy yy Hy, Hy Hy, 


die wir einzeln unserer Untersuchung zu unterwerfen haben. 
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Untersuchung des Falles Ia: 
Uy» Hay Hy, Hy, 45 Me. 
Die Geraden der Complexe: 


. 
wot ot tt ht Sts . + =0 
sind reell, wenn die Coordinaten 2,, v,, 2, reell, 2, %,, %% "i rein 
imaginiir sind, oder wenn die Quadrate von 2,, 2, %, positiv, von 
X,, &,, x, negativ sind. Diese Quadrate sind bestimmt durch die 
Gleichungen: 





0%q? = (a — 4) (a = Es “o.-40 . > a=], 2,--+,6, 

P (a) 
wobei die Nenner f'(x,), f(*.),+++, f(%;), abwechselnd positiv und 
negativ sind in Folge der Voraussetzung: x, > x, >+++ > x. Die 
Ziihler dieser Ausdriicke miissen demnach simmtlich positiv sein, wenn 
die zugehérige Gerade reell sein soll. Hieraus schliessen wir: Die 
Parameter einer reellen Geraden liegen paarweise zwischen denselben 
Grenzen*) x, oder sie sind paarweise conjugirt imaginir. Die Coordi- 
naten eines Tangentenbiischels sind: 

%q — 44) (#,, — Ag) (x, — 4)? 

QL,” = es a : ; al, 2,---+, 6; 
der zugehérige Punkt und die zugehérige Ebene sind also reell, wenn 
4, und A, zwischen den niimlichen Grenzen x liegen, oder wenn sie 
conjugirt imaginaér sind. Im ersten Falle haben wir es mit einem 
hyperbolischen Punkte der Kummer’schen Fliche zu thun, da seine 
Haupttangenten 4, und 4, reell sind, im zweiten mit einem elliptischen 
Punkte. Werden die beiden einfachen Parameter ebenfalls gleich, so 
kommen die Geraden in den Doppelebenen und durch die Knoten- 
punkte; diese Geraden sind alle reell und folglich besitzt die betrachtete 
Kummer’sche Flaiche 16 reelle Knotenpunkte und 16 reelie Doppel- 
ebenen, da beim Typus I. die 32 zusammengehérigen Elemente immer 
gleichzeitig reell sind. — 

Untersuchen wir zuniichst die hyperbolischen Punkte etwas niher 
und betrachten wir alle diejenigen Punkte, deren Parameter A,, A, 
zwischen zwei festen Grenzen x, etwa zwischen x, und x), liegen; sie 
bilden 32 zusammengehérige Gebiete auf der Kummer’schen Fiche, 
nimlich 16 conjungirte und 16 adjungirte. Wie wir nun friiher gesehen 
haben, stossen immer 2 conjungirte und 2 adjungirte Gebiete in einem 
Doppelinflexionspunkte zusammen; sie werden hier durch die ausgezeich- 
neten Curven 4 =x, und 4=~x, von einander getrennt und ihre 








*) Unter solchen Grenzen sind offenbar zwei aufeinanderfolgende Grissen x 
zu verstehen, 


Mathematische Annalen, XVIII. 8 
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Coordinaten*) unterscheiden sich nur durch die Vorzeichen von 2, und 
“. Je 4 derartig zusammenhiingende Gebiete bilden ein hyperbolisches 
Segment der Kummer’schen Fliche, welches, entsprechend den 
Parametern 4, = 4,, von 2 Doppelebenen und 2 Knotenpunkten be- 
grenzt wird. Die 32 zusammengehérigen Gebiete bilden also 8 hyper- 
bolische Segmente; die Parameter ihrer Punkte liegen beide zwischen 
den Grenzen x, und x. Indem wir so je 2 aufeinanderfolgende x zu 
Grenzen wihlen, erhalten wir im Ganzen 48 hyperbolische Segmente. 

Von den elliptischen Punkten lisst sich Folgendes sagen. Sie 
bilden nur 32 zusammengehirige Gebiete, 16 conjungirte und 16 adjungirte, 
da ihre imaginiren Parameter ja an keine reellen Grenzen gebunden 
sind; es sind dies die elliptischen Segmente der Fliiche. Die Begrenzung 
dieser Gebiete beschreiben die Punkte mit gleichen und folglich reellen 
Parametern; die ganze Contour wird durchlaufen, wenn dieser Para- 
meter 4, = A, alle Werthe von — oo bis + oo durchliuft. Bewegt 
sich nun der Parameter 4, =A, durch einen der Werthe x etwa x; 
hindurch, so kehrt die entsprechende Coordinate x; ihr Vorzeichen um, 
indem sie durch Null hindurchgeht; d. h. die Contour wird gebildet 
abwechselnd von 3 Doppelebenen und 3 Knotenpunkten, da ja die 
Geraden in den Doppelebenen und diejenigen durch die Knotenpunkte 
sich durch eine ungerade Anzahl von Vorzeichenwechseln unter- 
scheiden. 

Bedenken wir noch, dass in jeder Doppelebene ein Beriihrungs- 
kegelschnitt liegt und dass von jedem Knotenpunkte ein Beriihrungs- 
kegel ausgeht, dass ferner jedem Punkte des Kegelschnitts und ebenso 
jeder Ebene des Tangentialkegels ein Parameter eindeutig zugeordnet 
ist, so tibersieht man sofort folgende Siitze: Die hyperbolischen Segmente 
werden von 2 Curvenbogen und 2 Kegelsegmenten begrenzt, deren Para- 
meter zwischen denselben Grenzen x liegen. Die elliptischen Segmente 
sind begrenzt von 3 Curvenbogen und 3 Kegelsegmenten. Und zwar 
liegt bei 16 conjungirten Segmenten der Parameter 4, = 4, der Punkte 
der 3 Curvenbogen zwischen x, und x,, x, und x,, resp. x, und %,, 
bei den 16 adjungirten dagegen zwischen x, und x,, *, und %,, resp. 
w, und x,. Siehe Fig. 2 und 3.**) 

Um die Gesammtgestalt der Fliche zu iibersehen, fiihren wir uns 
die Lage der reellen Directricenpaare gegen die Fliiche vor die Augen. 


*) Ich spreche dfters von den Coordinaten: 2,, %,---, “, eines Punktes, 
wiihrend ich doch genau zu reden die Coordinaten siimmtlicher Geraden des zu- 
gehérigen Tangentenbiischels meine. 

**) Die Gestalt der Fliche ist bereits von Kummer an einem Beispiele, 
dann allgemein von Klein untersucht worden, der auch den Verlauf der Haupt- 
tangentencurven auf einem Segmente angab; vergl. Monatsberichte der Berliner 
Akademie 1864, 1870. 
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Die 9 reellen Directricenpaare lassen sich folgendermassen in 3 Tetraeder 
zusammenfassen: 12, 34,56; 23,45,61; 14,25,36. Die Kanten 
der beiden ersten Tetraeder schneiden die Flache in den 48 reellen 
Doppelinflexionspunkten x, %,, %5%,, %% 5, %.%y, %,%;, %,%,, Wahrend 
die Kanten des letzten die Fliiche gar nicht schneiden. Erinnern wir 
uns ferner an den schon vorher entwickelten Satz iiber das Verhiiltniss 
der Directricen zu der Kummer’schen Fliche, so finden wir: Jeder 
Eckpunkt des Tetraeders 12,34, 56 wird umschlossen von einem 
Flichentheile der Kummer’ schen Fliiche, deren jeder von 4 Knoten- 
punkten begrenzt wird, Gleiches gilt fiir das Tetraeder 23, 45,61; m 
den Knotenpunkten stossen die zuerst genannten Flichentheile mit den 
letzteren zusammen. Die einzelnen Flichentheile haben die Gestalt von 
Tetraedern, deren Seitenflichen durch elliptische und deren Kanten durch 
hyperbolische Segmente ersetat sind. — 

Nachdem wir so die Gestalt der Fliiche ermittelt haben, bleibt 
uns noch iibrig die Art der Doppeltangentensysteme, sowie die Gestalt 
der Haupttangentencurven zu untersuchen. 

Es giebt 6 Doppeltangentensysteme, deren Art jedoch vdllig gleich 
ist, da keine der Gréssen x vor der andern ausgezeichnet ist, und es 
gentigt daher ein solches System niiher zu betrachten, etwa das System 1. 
Es ist gegeben durch die Gleichungen: 


z,=0, 


ie 2 — aa \ 
Q La? = Me a = a, a= 2,3,---,6. 
Liegen 4, und 4, zwischen den nimlichen Grenzen x, oder sind sie 
conjugirt imaginir, so erhalten wir reelle Doppeltangenten mit reellen 
Beriihrungspunkten; oder mit anderen Worten: in jedem Punkte der 
Kummer’ schen Fliche , sei er hyperbolisch oder elliptisch, giebt es immer 
6 reelle Doppeltangenten, eine jedem Systeme entsprechend; ihre Lage 
lisst sich an einem Modelle der Fliche leicht iibersehen. Ausser diesen 
Doppeltangenten mit reellen Beriihrungspunkten giebt es auch isolirte 
Doppeltangenten; wir erhalten sie im vorliegenden Falle (A==%,), wenn 
4, zwischen x, und %,, A, aber zwischen x, und x, liegt. Denn die 
Doppeltangente bleibt dann immer noch reell, da x, = 0 ist, dagegen 
werden die Beriihrungspunkte imaginir, weil 4, und A, zwischen ver- 
schiedenen Grenzen x liegen. Der Uebergang von jenen Doppeltan- 
genten mit reellen Beriihrungspunkten zu diesen wird von den Doppel- 
tangenten : 





te — x)? eq —4 

2=0, o2,’?= ( _ a a= 2,3,---,6, 
gebildet, wo 4 zwischen x, +--+, -+ +, liegt. Thre Beriihrungspunkte 
fallen zusammen, sie sind also vierpunktig beriihrende Haupttangenten, 


8* 
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deren Beriihrungspunkte auf der Haupttangentencurve x, liegen und 
die diese Curve schneiden, nicht etwa beriihren. Der Uebergang end- 
lich von den isolirten Doppeltangenten zu den imaginiren wird gebildet 
von den Doppeltangenten: 


2,=0, =O, 


oem (*_— %1)* (Xa ves %) (*)— 4) 


2 .. 3 
sh F(a) 
resp. 2,=0, x, = 0, 
eae (*q = %;)* (He is %6) (Xa ae a) 
abe i ae, 


wo im ersten Falle 4 zwischen x, und x,, im zweiten zwischen x, 
und x, liegt. In diesem Grenzfalle riickt nimlich je eine Doppeltan- 
gente mit einer adjungirten zusammen, um dann mit dieser zusammen 
conjugirt imaginiir zu werden, wenn der eine einfache Parameter tiber 
%, nach x, resp. tiber x, nach x, hin riickt. Die conjugirt imaginiiren 
Beriihrungspunkte der Doppeltangenten des Grenzfalls liegen beide auf 
einem imaginiren Theile der Curve x, resp. %,. 

Nach diesen Bemerkungen gelingt es leicht die Gestalt und Lage 
der Haupttangentencurven anzugeben. Alle solehe Curven, deren Para- 
meter 4 = Const. zwischen denselben Grenzen x liegen, verlaufen auf 
denselben 8 hyperbolischen Segmenten und schneiden sich auf jedem 
Segmente in 4 zusammengehorigen Punkten. Zu den Curven auf einem 
Segmente gehéren doppelt zihlend zwei ausgezeichnete Curven, ent- 
sprechend den beiden Grenzwerthen x; dieselben verlaufen iiber 16 
Segmente, da jeder Werth x zweimal als Grenze auftritt; tiberdies be- 
stehen sie aus 4 geschlossenen Ziigen. In der That gehdren z. B. bei 
der Curve x, Punkte, deren Coordinaten sich nur durch Vorzeichen 
von a, und 2, unterscheiden, demselben Curvenzuge an, da ja auf 
der Curve x, Punkte liegen, deren Coordinate x, resp. x, verschwindet, 
so dass sich nur noch 4 getrennte Ziige ergeben. Die Gestalten der 
Curven auf einem Segmente sind in der Figur 2 gegeben. Wo eine 
gewohnliche Haupttangentencurve eine der ausgezeichneten Curven 
schneidet, besitzt sie eine Inflexionstangente, da ja eine solche Tan- 
gente die Fliiche vierpunktig beriihrt. Auch der Uebergang aus der 
allgemeinen Curve in die ausgezeichneten lisst sich dort leicht verfolgen. 

Noch erwiihnen will ich die Gestalten der Schnittewrven in den 
Tangentialebenen. Die Tangentialebene in einem elliptischen Punkte 
giebt eine Curve mit isolirtem Doppelpunkte und 3 paaren Ziigen, da 
sie noch 16 reelle Doppeltangenten, die in den Doppelebenen liegen, 
aufweisen muss. Die Tangentialebene in einem hyperbolischen Punkte 
schneidet aus gleichen Griinden in 3 paaren Ziigen, wovon der eine 
einen Doppelpunkt besitzt. Ein Beispiel geben die Fig. 4a und 4b. 
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Untersuchung des Falles Ib: 


%1y Hoy zy Hy, Hey Hy. 


Fiir die reellen Geraden des. Complexbiischels: 


wat y r+. ts ht St 


miissen nian: die Quadrate von 2,, %, 2, positiv, von 2, 2%, % 
negativ sein. Diese Quadrate sind gegeben durch die Gleichungen: 


(%¢— 41) (%¢ — Aa) (e— 4a) (%) — 2) a=1, 2, 3, 4, 5, 6, 
fF’ (%) ” li =1, 2, 3, 4, 6, 5, 


wo zu jedem @ das darunter stehende i der Tabelle gehdrt. 

Wir miissen demnach fiir eine reelle Gerade die Parameter A,,4,,,,4, 
so wiihlen, dass die Ziihler von «,”, x,*, x,*, w,? gleiches Vorzeichen 
von «;? und w,? aber das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten, da 
alsdann die Coordinaten 2,?, x,*, ---, 2? abwechselnd positiv und 
negativ werden, wie verlangt. 

Daraus folgt, dass fiir eine reelle Gerade zwischen x, und x,, 
“x, und x,, x, und x,, x, und x, eine gerade Anzahl von Wurzeln A 
liegen muss, zwischen x, und x, resp. x, und x, dagegen eine wun- 
gerade Anzahl. Fiir eine Tangente der Kummer’ schen Fliche, welche 
ja immer einen Doppelparameter besitzt, lasst sich das Resultat dahin 
aussprechen, dass von den beiden einfachen Parametern der eine 
zwischen x, und x,, der andere zwischen x, und x, liegen muss. Hieran 
kniipfen sich sogleich wichtige Schliisse fiir die zugehérige Kum m er’ sche 
Fliiche. Die Fiiiche besitzt keine reellen Knotenpunkte und keine 
reellen Doppelebenen, da fiir eine reelle Tangente die beiden einfachen 
Parameter nicht einander gleich werden kénnen; ferner ist die Kliche 
aus gleichem Grunde durchaus hyperbolisch gekriimmt. In jedem dieser 
Punkte schneiden sich zwei Haupttangentencurven, der Parameter der 
einen liegt zwischen x, und x,, derjenige der andern zwischen x, und 
x,. Auf der Kummer’schen Fliiche liegen also zwei verschiedene 
Systeme von Haupttangentencurven, welche, jedes fiir sich, die Fliche 
einfach iiberdecken; jeder Schaar gehéren doppelt zahlend 2 ausge- 
zeichnete Curven an, entsprechend den Werthen x,, x, resp. %,, %;. 

Um die Gestalt der Fliche zu entwickeln, benutzen wir den Satz, 
dass von 32 zusammengehiérigen Punkten je 16 auf einem und dem- 
selben Fliichentheile liegen, niimlich solche 16 Punkte, deren Coordi- 
naten sich nur in den Vorzeichen von «,, %,,%, und 2, unterscheiden. 
Es folgt dies daraus, dass auf einem Flichentheile 4 ausgezeichnete 
Curven x,, *,, %, und x, liegen, und dass ein Punkt beim Passiren 
einer dieser Curven jedesmal das Vorzeichen einer der Coordinaten 
“, tindert, indem dieselbe durch Null hindurchgeht. Die 
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Kummer’ sche Fliche besteht deshalb aus nur zwei getrennten Theilen, 
jeder hat eine Gestalt, chnlich der eines einschaligen Hyperboloids. 

Der letzte Theil dieser Behauptung ergiebt sich aus der Bemerkung, 
dass die ganze Flache hyperbolisch gekriimmt sein muss. Die angegebene 
Gestalt stimmt auch vollig mit der Lage der reellen Directricen tiberein. 
Von den 9 reellen Directricenpaaren schneiden vier, niimlich 14, 16, 
54, 56, die Fliche in reellen Punkten, den 32 Doppelinflexionspunkten 
(jede Directrix enthalt 4), die tibrigen 5 treffen die Flaiche gar nicht. 
Von diesen spielt das Directricenpaar 23 eine besondere Rolle, indem 
die mit der bez. Congruenz verkniipfte Transformation die Flichen- 
theile einzeln in sich transformirt, wihrend die Transformationen der 
Congruenzen 12, 25, 34 und 36 den einen Flachentheil auf den 
andern beziehen. Nach dem Obigen liegt nimlich der Punkt 2, x, 7, 7,2, x, 
mit dem Punkte (— x,)%,%, (—2,) (—,;) (—,) oder, was dasselbe ist, 
mit dem Punkte: x, (— #,) (—)#,%,%, auf dem nimlichen Flichen- 
theil; diese beiden Punkte gehen aber durch die Transformation der Con- 
gruenz 23 in einander iiber. 

Die beiden hyperboloidartigen Theile der Kummer’ schen Fiche 
schliessen in Folge dessen je eine Directrix 23 ein, und eine aus, genau 
wie ein einschaliges Hyperboloid von 2 conjugirten sie nicht schneiden- 
den Polaren die eine einschliesst, die andere ausschliesst. Man kénnte 
dabei noch die beiden Fille unterscheiden, dass ein Fliichentheil ganz 
innerhalb oder ganz ausserhalb des andern liegt, je nachdem beide 
Theile dieselbe oder verschiedene Directricen einschliessen, jedoch sind 
diese Fille, wie man leicht sieht, im projectivischen Sinne nicht verschieden. 

Um die gestaltliche Anordnung der Haupttangentencurven zu beur- 
theilen, erinnern wir uns daran, dass jede Curve der einen Schaar 
jede aus der andern Schaar in 32 reellen Punkten schneidet, von welchen 
auf jeden hyperboloidférmigen Theil 16 kommen. Daraus schliessen wir, 
dass jede Haupttangentencurve auf jedem der beiden Fliichentheile 4 
unpaare Ziige besitzt, so dass zwei Curven aus verschiedenen Schaaren 
sich stets in 32 reellen Punkten schneiden. Die Vertheilung der 
Curven auf den einzelnen Flichentheilen wird durch ihre cyklische 
Aufeinanderfolge gegeben; dieselbe wird, wenn 4 und 4’ zwei Curven 
der einen Schaar und w und w’ zwei Curven der andern Schaar sind, 
durch folgendes Schema gegeben: 


Mm >AD>V>“a<cVcdAcuad>ADS>V>OSnwcVcA< Hw, 
und 

%>U>Uw>m<w<cae<cHe dw >w >< <u %, 
d. h. ein Ast einer Curve der ersten Schaar (etwa 4) trifft der Reihe nach 


die oben genannten Aeste (von jeder Curve 4 Aeste) der andern Schaar, 
um dann in sich zuriickzulaufen; ebenso trifft ein Ast w der zweiten 
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Schaar die genannten Aeste der ersten Schaar der Reihe nach. Dass 
die Aeste nach einmaligem Durchlaufen eines solchen Cyklus ge- 
schlossen sind, wird dadurch bedingt, dass ein Punkt beim Passiren 
einer ausgezeichneten Haupttangentencurve das Vorzeichen der bez. 
Coordinate umkehrt und der Cyklus von einer ausgezeichneten Curve 
jedesmal 2 Aeste enthilt, so dass nach Durchlaufen des ganzen 
Cyklus die Vorzeichencombination wieder die urspriingliche ist. Ich 
will nicht unterlassen hier ein bequemes Bild zur Veranschaulichung 
der Lage der Haupttangentencurven zu erwahnen. An Stelle eines 
hyperboloidférmigen Flichentheils nehmen wir geradezu ein einschaliges 
Hyperboloid, dessen Erzeugenden ja alsdann die Haupttangentencurven 
bilden. Aus einer Schaar Erzeugenden wihlen wir 2 Paar Geraden aus, 
die gegen einander harmonisch gelegen sind; diese Geradenpaare ent- 
sprechen den ausgezeichneten Haupttangentencurven. Die iibrigen Er- 
zeugenden gehdéren zu je 4 zusammen, so zwar, dass je 4 zusammen- 
gehérige Gerade durch jene Paare harmonisch getrennt werden; sie ent- 
sprechen den 4 Aesten der allgemeinen Haupttangentencurve. Wird 
das Hyperboloid nun stetig deformirt, so dass es in einen Theil der 
Kummer’schen Fiche iibergeht, so gehen die Erzeugenden der Art 
nach in die unpaaren Ziige der Haupttangentencurven dieses Theiles 
iiber und wir erhalten dann den oben geschilderten Fall. — 

Wir wenden uns jetzt den 6 Systemen von Doppeltangenten zu; 
dieselben zerfallen ersichtlich in zwei Gruppen. Die eine Gruppe wird 
gebildet von den beiden Systemen x, und x,; sie enthilt bloss reelle 
Doppeltangenten mit reellen Beriihrungspunkten, welche auf verschie- 
denen Flichentheilen liegen, und ganz imaginire Doppeltangenten, 
nicht. aber isolirte. Denn eine Doppeltangente: 

My 8 a CeO) (=F) fers Op 45 B.S, 
to =O0, O%a F (x,) ? Saba sees 


ist reell und ebenso ihr Beriihrungspunkt 44’, wenn A zwischen x, und 
x, und A’ zwischen x, und x, liegt; sind diese Bedingungen nicht 
erfiillt, so wird dieselbe ganz imaginiir. Die andere Gruppe besteht 
aus den 4 Systemen x,, *,, %, und x,, sie enthilt alle drei Arten von 
Doppeltangenten. So giebt z. B, das Doppeltangentensystem: 





x (%; — #4)? (%;— 2) (#;, — 2) a==1,2,3,5,6, 
sae iS an Ee ne J 
EER AM f(x) i = 1, 2) 3,6, 5; 


ganz reelle Tangenten, wenn 4 zwischen x, und x, und 4’ zwischen 
x, und x, liegt, isolirte Tangenten, wenn A zwischen x, und x, und 
4’ zwischen x, und x, liegt, endlich imaginiire Tangenten in allen 
tibrigen Fallen. 

Schliesslich gebe ich noch die Gestalt der Durchschnittscurve einer 
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Tangentialebene mit der Fliche. Sie besitzt keine reellen Doppeltan- 
genten, da die Flaiche keine reellen Doppelebenen besitzt, dagegen 
verlaufen durch den Doppelpunkt der Curve 6 reelle Tangenten. Schon 
hieraus kann man die Gestalt der Curve erschliessen, Fig. 5; man 
sieht: der Flachentheil, welchen die Tangentialebene beriihrt, wird in 
2 unpaaren Ziigen geschnitten, der andere in einem Oval, das auch 
durchs Unendliche verlaufen kann. Dass wirklich nur dieser Fall zu- 
lassig ist, erkennt man am besten daraus, dass zwischen den Tangenten 
x, und x, und ebenso zwischen x, und x, immer eine und nur eine 
Haupttangente gelegen ist, wihrend bei einer Curve mit sich selbst 
schneidendem paaren Zuge keine oder zwei Haupttangenten zwischen 
den beiden T'angenten an diesen paaren Zug liegen. 


Behandlung des Falles le: 
Hi, Hoy Mey yy Hyp Hy. 


Das Complexsystem wird dargestellt durch die Gleichung: 
a? : 
ait 


und folglich die Raumgeraden durch die Gleichungen: 





x,* x3” x? x;* ae 
Tear art + ne 


ty — A *,— A “hy — a 


eed an St *) i— 2) = 8) (—%) {‘ — 1,2, 3,4, 5,6, 
f (%) i=1,2,6,4, 5,3. 
Auch hier miissen fiir eine reelle Gerade wieder x,?, x, x,” positiv 
und 2,, x,*, x,? negativ sein, was damit iibereinkommt, dass die Ziihler 
von 2,*, #,”, 2,*, z,* gleiches, von x,” uftd x,* aber das entgegengesetzte 
Vorzeichen aufweisen, da f’(x,), f’(*.),-+-, {"(%,) abwechselnd positiv 
und negativ sind. Damit aber die Zihler die genannten Vorzeichen 
bekommen, muss zwischen den beiden Grenzen x,x,, dann x,%,, ferner 
#,%,, endlich x,x, je eine der 4 Wurzeln A liegen. Eine reelle Gerade 
besitzt also 4 Parameter, welche einzeln zwischen den genannten 
Grenzen gelegen sein miissen, woraus sich sofort ergiebt, dass die 
Complexe, deren Parameter zwischen x, und x, resp. x, und x, liegt, 
keine reellen Geraden mehr besitzen kénnen. Kine reelle einfache 
Tangente der Kummer’schen Fliche kann ebenfalls nicht mehr 
existiren, da ja nicht 2 Parameter gleich werden kénnen, ohne dass 
die zugehérige Gerade imaginaér wird. Die Fliiche ist demnach selbst 
imaginar. 

Es erfordern in diesem Falle nur die Doppeltangenten eine nihere 
Untersuchung. Die Systeme x,, x,, x, und x, liefern nur conjugirt 
imaginaire Doppeltangenten, wihrend die beiden Systeme x, und x, 
sowohl isolirte als imaginare Tangenten ergeben. So sind die Doppel- 








tang 
zWis 
einf 


unc 
was 
ree 
der 
die 
Hy 
ein 


zus 
zu 


ss oO oO 








en 
on 
an 

in 
ch 
U- 
en 
ne 
pst 
en 


itiv 
ler 
zte 
itiv 
hen 
ner 
ade 
ten 
die 
ot, 
che 
ehr 
lass 


Lbst 


ere 
girt 
l x, 








Gestalten der Kum mer’ schen Fliiche, 121 


tangenten des Systems x, isolirt, wenn die beiden einfachen Parameter 
zwischen x,%, und x,%, liegen, diejenigen des Systems x,, wenn die 
einfachen Parameter zwischen x,x, und xx, liegen. 


g 4, : 
Typus II. 


Dieser Typus ist dadurch charakterisirt, dass 7, und 2, reell, 2, 
und 2, rein imaginir, x, und w, dagegen conjugirt imaginiir sind, 
was, wie wir friiher gesehen haben, zur Folge hat, dass %,, *,, *,, %4 
reell, x, und x, conjugirt imaginir werden. Die reellen x sollen wieder 
der Bedingung geniigen: x, > x, > x, > *,; dann werden freilich 
die Indices dieser x nicht mehr mit den Indices der Coordinaten z,, 
Za, 3, %, der Reihe nach iibereinstimmen, dagegen wird die Ueber- 
einstimmung der Indices von x, und x, mit 2, und 2, erhalten bleiben. 
Es geniigt also hier die Permutation der 4 Gréssen x, x, x, %, al- 
zugeben, um die beziigliche Complexgleichung zu fixiren, z. B. wiirde 
zu der Permutation x, x, x, x, die Gleichung gehdren: 





SS ae? — = 
startet 4 wo + Mo 0. 


Hier lassen sich nun ganz analoge Betrachtungen anstellen, wie beim 
Typus I., nur dass wir es blos mit den 24 Permutationen der 4 Elemente 
%, % %, *%, zu thun haben, 

Die Art der ganzen Complexgleichung iindert sich hier nicht, 
wenn sich die Art der 4 ersten Glieder nicht iindert, und wir finden 
genau wie beim Typus I., dass eine Vertauschung des ersten und 
dritten oder des zweiten und vierten Elementes, oder eine gleichzeitige 
Vertauschung der Elemente 1 und 3 mit 2 und 4 die Art der Gleichung 
a = =3 Permutationen zu betrachten 





nicht afficirt, so dass nur noch = 
bleiben. 
Dieselben seien reprisentirt durch: 


G) Hy, Hoy Hy, Hy 


Na Ho, M4, Hs, 
Hi) 43> Hq, Hy. 


Hier fiihren die letzten beiden Combinationen auch noch zu Flachen 
gleicher Art, denn sie gehen durch cyklische Vertauschung der Indices 
1, 2, 3, 4 in eimander iiber und das aindert die Art der Gleichung des 
Complexbiischels nicht, wie wir beim Typus I. des Nihereu gesehen 
haben. Wir haben aleo hier blos 2 Fille zu unterscheiden und wenden 
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uns der Behandlung der beiden Flachen*) zu, kénnen uns jedoch etwas 


kiirzer fassen, da dieselben eine grosse Analogie mit den Flachen (Ia) 
und (Ib) haben. 


Behandlung des Falles Ila: 
yy Hy My, My. 


Die Coordinaten einer beliebigen Geraden sind offenbar durch die 
Gleichungen bestimmt: 
(#a— 41) (#q— Ae) (%_ — 43) (*-— As) 

WOE . * yearn: 
wobei x, und x, conjugirt imaginiire, die iibrigen x aber reelle Werthe 
besitzen. Bei reellen oder conjugirt imaginiren Werthen der 4 sind 
in Folge dessen die Quadrate von x,, x, x, und x, reell, von x, und 
%, conjugirt imaginiir. Der Typus II. verlangt ausserdem x,? und x,? 
positiv, 2,” und 2,” negativ, damit die beziiglichen Geraden reell seien, 
oder was dasselbe ist, er verlangt gleiche Vorzeichen der Zihler von 
Xy*, Ly", X;*, w,*, da f’ (%,), f(x), f (#3), f (%,) schon abwechselnd positiv 
und negativ sind, Wir kommen also zu dem Resultate, dass die Geraden 
reell sind, wenn ihre Parameter paarweise zwischen denselben Grenzen **) 
x liegen, oder wenn dieselben paarweise conjugirt imaginir sind. Noch- 
mals sei hervorgehoben, dass hier von 32 zusammengehdrigen Geraden 
nur 16 reell sind; gleichwohl wollen wir die Geraden, deren Coordi- 
naten jenen Bedingungen geniigen, reell nennen, indem wir dabei 
blos die 16 reellen Geraden im Auge haben, die durch die Quadrate 
der Coordinaten definirt sind. In diesem Sinne sind die Tangenten 
der Kummer’ schen Fliche: 

pe (% ep — 4}® (%y — 44) (Ha — Ap) 
5 haemo ie T (a) el. 

reell, wenn 4, und A, zwischen denselben Grenzen x liegen, oder 
wenn sie conjugirt imaginiir sind; im ersten Falle erhalten wir die 
hyperbolischen, im zweiten die elliptischen Punkte der Fliche. 

Von den hyperbolischen Punkten lisst sich Aehnliches sagen, wie 
bei der Fliiche (Ia), und aus gleichen Griinden. Alle Punkte nimlich, 
deren Parameter 4,, 4, zwischen zwei festen Grenzen x liegen, bilden 
16. reelle Gebiete, die zu je 4 in einem Doppelinflexionspunkte an 
einanderstossen und somit 4 hyperbolische Segmente ausmachen. Es 
giebt im Ganzen 16 hyperbolische Segmente, da wir entweder x, und x,, 


oz,’ = a= 1, 2,-.--, 6, 


*) Die erste der béiden hier erwiihnten Flichen ist ebenfalls von Klein an- 
gegeben und von mir modellirt worden; das Gleiche gilt von den spiiter zu nennen- 
den Flaichen III und IVa, 

**) Unter Grenzen sind hier irgend zwei auf einanderfolgende Werthe der 
reellen Gréssen x; %g%; %, zu verstehen. 
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oder x, und *,, oder x, und x,, oder endlich x; und x, zu Grenzen wihlen 
kénnen. Die Gestalt dieser Segmente, sowie der Verlauf der Haupt- 
tangentencurven auf denselben ist genau wie bei (la), nur dass hier 
die einzelnen Curyen nur noch aus 4 Ziigen bestehen, da es nur noch 
4 zusammengehiérige Segmente giebt. 

Die elliptischen Segmente der vorliegenden Flaiche sind etwas von 
der Gestalt der elliptischen Segmente der Flaiche (la) verschieden. 
Zuniichst liegt hier auf jedem Segmente ein singuldrer Punkt*), ent- 
sprechend den conjugirt imaginiiren Werthen von x, und x,, dessen 
imaginiire Haupttangenten vierpunktig die Fliche beriihren. Da nun 
fiir den singuliren Punkt die Coordinaten x; und x, verschwinden, so 
folgt daraus, dass zwei conjungirte elliptische Punkte, die sich nur in den 
Coordinaten x, und x, durch das Vorzeichen unterscheiden, auf dem- 
selben elliptischen Segmente liegen. Es giebt also im Gangzen 8 elliptische 
Segmente. Die Gestalt eines solchen Segmentes ist in Fig. 3a wieder- 
gegeben, es wird begrenzt von 4 Curvenbogen mit den Grenzen x, x, 
resp. x,%, und 4 Kegelsegmenten mit den Grenzen x,%, resp. %, %;. 
Ebenso verhiilt es sich mit den 3. conjungirten Segmenten, . wihrend 
bei den 4 adjungirten Segmenten die Grenzen der Curvenbogen und 
Kegelsegmente vertauscht sind. 

Um die gestaltliche Anordnung der ganzen Fiche zu erkennen, 
miissen wir noch die Lage der 5 reellen Directricenpaare: 12, 34, 
23,41 und 56 gegen dieselbe angeben. Die Directricen der 4 ersten 
Paare schneiden die Fliiche in je 2 Doppelinflexionspunkten, wihrend 
jede Gerade des letzlen Paares die Fliche in 4 singuliiren Punkten 
trifft. Das Resultat der hieran gekniipften Schliisse, die ganz wie bei 
(la) zu ziehen sind, ist das Folgende. Die Kummer’ sche Fliche 
besitzt 8 reelle Knotenpunkte und 8 Doppelebenen; sie besteht aus 4 
gleichartigen F liichentheilen, die in zwei Gruppen zerfallen. Die Theile 
der einen Gruppe stossen in den Knotenpunkten an diejenigen der andern 
Gruppe; jene werden von den Directricen 12 und 34, diese von den 
Directricen 23 und 41 geschnitten, wiihrend das Directricenpaar 56 
alle 4 Fliichentheile schneidet, und zwar in den singuléren Punkten. 
Die einzelnen Fliichentheile haben die Gestalt. eines Tetraeders, von 
welchem 2 Paar Gegenkanten durch hyperbolische Segmente, je 2 Seiten 
aber mit der sie trennenden Kante durch ein elliptisches Segment 
ersetat sind. ; 

Von den Haupttangentencurven gilt das bei (Ia) Gesagte, nur ist, 
wie schon bemerkt, die Anzahl der Ziige auf die Hilfte zu reduciren; 
auch giebt es nur noch 4 reelle ausgezeichnete Curven. Von den 


*) Sie entsprechen den Doppelinflexionspunkten der hyperbolischen Segmente, 
nur sind die Inflexionstangenten imaginiir. 
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Doppeltangentensystemen sind 4 reell, sie enthalten (ebenso wie bei 
(la)) ganz reelle, isolirte und conjugirt imaginiire Doppeltangenten; 
die beiden iibrigen Systeme enthalten imaginire Doppeltangenten, indem 
die Geraden des einen Systems conjugirt imaginir zu denjenigen des 
andern Systems sind. 

Die Gestalt der Schnittcurve in der Tangentialebene eines ellip- 
tischen oder hyperbolischen Punktes geben uns die Figuren 6a und 
6b, sie besitzen 8 Doppeltangenten (in jeder Doppelebene eine) und 
4 durch den Doppelpunkt gehende Tangenten . 


Behandlung des Falles ILb: 
Hy, Hoy Hy, Hy. 


Die Coordinaten einer Geraden werden durch die Gleichungen 
gegeben: ‘1 


a. %-— 4) (*; — 42) (*;— 43) (#;— 44) : a = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

ss f (%) i = 1, 2, 4, 3, 5, 6. 
Damit die Quadrate z,?, x,’ positiv, die Quadrate ,’, x,? negativ 
und endlich die Quadrate x,?, x,? conjugirt imaginiir werden, miissen 
die Zihler von «,*, x,* gleiches, von 2,’, 2? das entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Fiir eine reelle Tangente der gesuchten Fliiche 
folgern wir daraus, dass ihre beiden einfachen Parameter 4, und 
4, zwischen den Grenzen x,%, und x,x, liegen miissen. Die Fliche 
besitzt demnach keine reellen Knotenpunkte und keine reellen Doppel- 
ebenen; sie ist durchaus hyperbolisch gekriimmt und wird von zwei 
verschiedenen Systemen Haupttangentencurven (deren jedes 2 aus- 
gezeichnete Curven enthilt) einfach tiberdeckt. Hierin sowie in vielen 
sonstigen Eigenschaften hat sie ihr Analogon in der Fliche (Ib). 

Wiihrend aber bei letzterer Fliiche alle 32 zusammengehdrigen Punkte 
reell sind und zu je 16 auf zwei Flichentheilen liegen, sind im vorliegen- 
den Falle nur noch 16 zusammengehirige Punkte reell, und zwar miissen 
diese 16 Punkte auf einem und demselben Flichentheile liegen , was man 
ganz ebenso wie bei der Fliiche (Ib) erschliessen kann. Die hier auf- 
tretende Fliiche besteht nur noch aus einem einzigen hyperbolischen 
Fliichentheile, der ganz ebenso wie einer der Fliichentheile von (1b) 
beschaffen ist. 

Kine Beschreibung der Gestalt der Fliche, sowie der Vertheilung 
der Haupttangentencurven ist demnach itiberfliissig, nur die Lage der 
reellen Directricen gegen die Fliche soll hier angegeben werden. Die 
8 Directricen der 4 Paare 12, 34, 14, 23 schneiden den einzigen noch 
vorhandenen Flichentheil in je 2 Punkten und bestimmen so die 16 
Doppelinflexionspunkte mit den Parametern: x,%,, resp. %,%,, %;%5, 
%,%,, die auch als Durchschnitt der ausgezeichneten Curven x, und x, 
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mit den Curven x, und x, erscheinen; von den Geraden des Directricen- 
paares 56 liegt die eine innerhalb, die andere ausserhalb der Fliche, 
wie dies ja auch bei (Ib) der Fall war. 

Die 4 Doppeltangentensysteme x,, %., %, und x, haben gleiche Be- 
schaffenheit, sie enthalten reelle, isolirte und conjugirt imaginiire 
Doppeltangenten; so sind dieselben z. B. im Systeme x, reell, wenn 
ihre einfachen Parameter zwischen x,x, und x,x, liegen, isolirt, wenn 
ihre Parameter zwischen x,x, und x,%,, endlich imaginaér, wenn sie 
zwischen anderen Grenzen liegen. Die beiden Doppeltangentensysteme 
x, und x, sind conjugirt imaginir zu einander, 

Die Curve in einer Tangentialebene wird durch die Fig. 5 dar- 
gestellt, wenn man das Oval wegliisst. 


§ 5. 
Typus III. 


Fiir eine reelle Gerade miissen hier die Quadrate der Coordinaten 
%,, 2, und ebenso x, x, conjugirt imaginir sein, wiihrend die Quadrate 
von 2, und #, entgegengesetztes Vorzeichen haben miissen. In Folge 
dessen miissen x, und x, reell, x,, x, und *,, x, conjugirt imaginir 
sein, wenn anders es reelle Complexe in dem confocalen Systeme geben 
soll. Fiir die reellen Gréssen x fiihren wir wieder die Bedingung ein 
x, > x,, und diese Bedingung lisst sich immer durch Vertauschung 
von *, und x, erreichen. Wir hiatten nun die beiden Permutationen 
%,, %, und x,, x, zu unterscheiden, aber beide sind nicht wesentlich 
verschieden, da eine Vertauschung von x, mit x, die Art der beiden 
ersten Glieder und somit die Art der ganzen Complexgleichung nicht 
iindert. Desshalb kénnen wir uns auf die Betrachtung der Complex- 
gleichung: 


are x," x," a ee z a, te 
=—t nel Si T Gal * &ok ae say 


i= A Xe —. Xs 





beschrinken. Eine Gerade ist hier reell, wenn ihre Parameter paar- 
weise conjugirt imaginir sind, oder wenn sie paarweise reell sind und 
zwischen den niimlichen Grenzen*) x, > *, oder x, < x, liegen. Hine 
Tangente ist folglich reell, wenn ihre Parameter 4, und 4, gleichzeitig 
zwischen den Grenzen x, > *, oder x, < x, liegen, oder wenn sie 
conjugirt imaginir sind; im ersten Falle ist ihr Beriihrungspunkt ein 
hyperbolischer, im zweiten ein elliptischer Punkt der Fliche. Dem 
Gebiete x, > x, entsprechend besitzt die Flaiche 2 hyperbolische Seg- 


*) Zwei reelle Grissen x, theilen das ganze reelle Werthsystem in 2 Ge- 
biete, wovon das eine mit x, > x,, das andere mit #,< x2 bezeichnet werden 
kann, 
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mente, da hier von 32 zusammengehiérigen Gebieten nur noch 8 reell 
sind, und je 4, deren Punkte sich nur in den Vorzeichen von x, und 
“, uwnterscheiden, in einem Doppelinflexionspunkte x,x, zusammen- 
stossen (also nur ein einzigesSegment erzeugen); auch das Gebiet x, < x, 
liefert 2 hyperbolische Segmente. Auf den erst genannten Segmenten 
verlaufen die Haupttangentencurven x, > 4 > x,, auf den letzteren 
die Curven x, < 4 <%,; die beiden hier noch vorhandenen aus- 
gezeichneten Curven verlaufen iiber alle 4 Segmente und bestehen nur 
noch je aus einem Zuge; die Gestalt und Vertheilung der Curven auf 
den einzelnen Segmenten ist wie bei (la) und (IIa). 

Durchlaufen die Parameter 4, und 4, alle conjugirt imaginiiren 
Werthe, so wandern die zugehérigen Punkte auf den elliptischen 
Theilen der Fliche; die speciellen Werthe x,, x, resp. x;, x, ergeben 
die singuldren Punkte, die auf diesen elliptischen Gebieten liegen. 
Man sieht nun, dass immer 4 conjungirte Punkte, die sich nur in den 
Vorzeichen von x, “, und %,, x, unterscheiden, auf dem niimlichen 
Segmente liegen, da fiir die singuliren Punkte auf demselben die 
Coordinaten x,, x, resp. 2,, x, gleichzeitig verschwinden. Es giebt 
mithin auf der Kummer’schen Fliche zwei elliptische Segmente (die 
Punkte des einen sind zu denjenigen des andern adjungirt) und auf 
jedem Segmente liegen 4 singulire Punkte, den Werthepaaren x, x, 
und x%,%, entsprechend je zwei. Jedes der beiden Segmente wird be- 
grenzt von 4 Curvenbogen und 4 Kegelsegmenten; bei dem einen der- 
selben entsprechen die Curvenbogen den Werthen x, >4> x, und 
die Kegelsegmente den Werthen x, << 4 < x,, bei dem andern ist es 
umgekehrt. Bedenkt man weiter, dass die Kummer’sche Fliche nur 
4 reelle Knotenpunkte und 4 reelle Doppelebenen besitzt, und dass 
jede Doppelebene nur von einer weiteren in reellen Knotenpunkten ge- 
schnitten wird (da in jeder Doppelebene nur 2 reelle Knotenpunkte 
liegen), so erkennt man, dass die Contour eines elliptischen Segmentes 
in zwei nicht zusammenhingende Theile zerfallt, wie es Figur 7 zeigt. 
Man hitte dieses Resultat auch aus den Transformationen der Con- 
gruenzen 34 und 56, welche jene Segmente in sich transformiren, er- 
schliessen kénnen. _ 

Die Gestalt der Fliche lisst sich im Zusammenhange mit den 
Directricen folgendermassen beschreiben. Es giebt 3 reelle Directricen- 
paare 12, 34 und 56, sie bilden die Kanten eines Tetraeders. Die 
Kummer’ sche Fliche besteht aus zwei geschlossenen Theilen, jeder 
schliesst einen Eckpunkt des genannten Tetraeders ein, und zwar liegen 
diese beiden Eckpunkte auf einer und derselben Kante 12, d. h. jede 
Directrix der Paare 34 und 56 trifft nur einen der beiden Fliichen- 
theile zwei Mal, wiihrend die eine Directriz 12 beide Theile, die andere 
aber die Fliche gar nicht schneidet. Die beiden Theile stossen in den 











Tet: 
Seit 
Geg 
2u 

auf 


arti 


sini 
%, 


dag 


die 


na 
suc 


Co 


im 
32 
im 
sie 
ell 


de 


in 


K 


al 
se 





reel] 
und 
nen- 
< My 
nten 
aren 
aus- 
nur 

auf 


iren 
shen 
sben 
gen. 
den 
shen 
die 
riebt 
(die 
auf 
hg Hy 
. be- 
der- 
und 
it es 
nur 
dass 
ge- 
nkte 
ntes 
eigt. 
Con- 
, er- 


den 
icen- 
Die 
jeder 
egen 
jede 
hen- 
udere 
den 





Gestalten der Kummer’schen Fliche. 127 


4 Knotenpunkten an einander; sie haben die Gestalt. und Lage von 2 
Tetraedern, die in zwei Gegenkanten an einander stossen und deren 
Seitenflichen in denselben Ebenen liegen; das Paar gemeinschaftlicher 


Gegenkanten ist auf jedem Flichentheile durch hyperbolische Segmente 


zu ersetzen, wihrend die 4 Seitenflichen sammt den iibrigen Kanten 
auf jedem Theile ein elliptisches Segment vertreten. 

Die beiden reellen Doppeltangentensysteme x, und x, sind gleich- 
artig, sie enthalten reelle, isolirte und conjugirt imaginiire Doppel- 
tangenten. Von 16 zusammengehdérigen Doppeltangenten eines Systems 
sind 4 reell, wenn die Parameter 4,, 4, zwischen denselben Grenzen 
“, > %, oder x, < x, liegen, oder wenn sie conjugirt imaginiir sind, 
dagegen isolirt, wenn x, > 4, > x, und x, < A, < x, ist; die tibrigen 
Doppeltangenten der Systeme x, und x, sind stets conjugirt imaginiir. 

Die Schnittcurven in den Tangentialebenen der Fliche sind durch 
die Figuren 8a und 8b dargestellt. 


§ 6. 
Typus IV. 


Dieser Typus ist durch 6 paarweise conjugirt imaginiire Coordi- 
naten 2%, %, X3, %, %,, %, Charakterisirt, was nach den Unter- 
suchungen des zweiten Paragraphen noch 2 Méglichkeiten fiir die 
Constanten x ergiebt. 


Untersuchung des Falles IVa*). 

Die Grissen x,%,, %,%, und x,%, sind conjugirt imaginir. 

Sind die 4 Parameter 4,, 4,, 4,, 4, einer Geraden reell oder paar- 
weise conjugirt imaginir, so sind von 32 zusammengehdrigen Geraden 
immer 8 reell, 4.conjungirte und 4 adjungirte. Aehnliches gilt fir 
32 zusammengehdrige Tangentenbiischel; es giebt unter denselben 
immer 8 reelle, wenn ihre Parameter 4, und 4, beide reell, oder wenn 
sie conjugirt imaginiir sind; im letzten Falle ist der Beriihrungspunkt 
ein elliptischer, im ersten ein hyperbolischer Punkt der Fliche. Den 
Uebergang zwischen beiden Arten von Punkten bilden, entsprechend 
dem Doppelparameter 4, = 4,, die Punkte der Beriihrungskegelschnitte 
in den, Doppelebenen, sowie die Ebenen der Tangentialkegel in den 
Knotenpunkten. Es giebt 4 reelle Knotenpunkte und 4 reelle Doppel- 
ebenen; dieselben liegen nirgends vereinigt, da die Gréssen %,, %, ... %, 
alle imaginiir sind, also keinem reellen Punkte eines Bertihrungskegel- 
schnittes als Parameter zukommen kénnen. 

Wir schliessen daraus, dass ein hyperbolisches Segment begrenzt 
wird von einem ganzen Beriihrungskegelschnitt und einem ganzen Be- 


*) Zu dieser Gattung gehirt die Fresnel’sche Wellenfliche, 
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riihrungskegel. Zwei Kegelschnitte kénnen offenbar nicht an der Be- 
grenzung betheiligt sein; denn die Punkte des einen sind denjenigen 
des andern conjungirt, und es miissten desshalb alle Punkte des ganzen 
" Segments paarweise conjungirt sein; es giibe alsdann einen sich selbst 
conjungirten Punkt d. h. einen Doppelinflexionspunkt, was jedoch eine 
Realitaét der x voraussetzte. Es giebt folglich im Ganzen 4 hyper- 
bolische Segmente, welche je von einem Kegelschnitt und einem Kegel 
begrenzt werden; sie enthalten keine ausgezeichneten Haupttangenten- 
curven mehr, woraus ihre trichterférmige Gestalt und der Verlauf der 
Haupttangentencurven leicht ersichtlich , indem letztere keine Inflexions- 
tangenten, ihre Projection also keine Wendepunkte mehr besitzt, vergl. 
Fig. 9. Jede Curve besteht aus 4 solchen Ziigen, auf jedem hyper- 
bolischen Segmente liegt ein Zug. 

Elliptische Gebiete giebt es zwei, da auf jedem 3 Paare von singu- 
liiren Punkten liegen, den Werthepaaren x,x.,, *,%, und x,%, gemiiss, 
mithin Punkte, welche sich nur durch die Vorzeichenwechsel von 2, 2,, 
resp. %3%,, resp. x,” unterscheiden, demselben Gebiete angehdren. 
Die Punkte des einen Gebietes sind somit zu je vier einander con- 
jungirt; das andere enthalt jedesmal die 4 dazu adjungirten; in Folge 
dessen wird das eine elliptische Segment von den 4 Beriihrungskegel- 
schnitten, das andere von den 4 Tangentialkegeln begrenzt, wie dies 
die Fresnel’sche Wellenfliche zeigt. Die beiden elliptischen Gebiete 
hiingen zusammen durch die 4 hyperbolischen Segmente. Ueberhaupt 
hat die Fliiche die Gestalt von zwei in einander liegenden Ellipsoiden 
oder zgweischaligen Hyperboloiden, die sich in 4 Punkten bis zur Be- 
riihrung genihert haben. Die Doppeltangentensysteme sind saimmtlich 
imaginair geworden. 


Untersuchung des Falles IVb. 


Die Constanten x sind auf der complexen Kugel durch 3 Paar 
sich diametral gegeniiberstehender Punkte repriisentirt; sie haben also 
die Form: 


a =r,e%, a =r,e', x= 7,e% , 


1 ., 1 
phe li 


%, = — — eh, x= — : er Ps , 
Te Ts; 


Von 32 Geraden des Raumes: 


my (%a— Ay) (%_2— 42) (*a— As) (*,— 44) 
oie (f *4) : 
sind nach den Erérterungen eines friiheren Paragraphen immer 8 reell, 


wenn ihre Parameter auf der complexen Kugel ebenfalls diametrale 
Punkte darstellen; d. h. wenn: 
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Die zugehirige Kummer’ sche Fliiche ist imaginér, da es keine 
reellen Tangentenbiischel mehr giebt, dagegen besitet sie noch 4 reelle 
Knotenpunkte und 4 Doppelebenen , die natiirlich nirgends vereinigt liegen. 
Denn die Raumgeraden bleiben reell, wenn man 4, = A, und 4, =A, 
nimmt; sie besitzen dann zwei Doppelparameter, d. h. sie sind dann 
zu Geraden in den Doppelebenen resp. zu Strahlen durch die Knoten- 
punkte geworden. 

Auch hier sind die Doppeltangentensysteme simmtlich imaginiar 
geworden. 


II. Abschnitt. 
Topologische Behandlung. 
§ 1. 


a, Einleitendes. 


Es handelt sich in diesem Abschnitte darum, aus gewissen Grenz- 
fillen der Kummer’schen Fliiche auf die Gestalt der allgemeinen 
Fliiche zuriickzuschliessen. Die hier angestellten Betrachtungen werden 
am klarsten hervortreten, wenn ich zuerst Einiges tiber analoge Fragen 
bei Curven sage. Bei der Untersuchung der Gestalten algebraischer 
Curven sind derartige lagengeometrische Deductionen schon lingst an- 
gewendet worden. Sie basiren siimmtlich auf dem Principe der Con- 
tinuitiit, welches, zuniichst bei Curvenbiischeln erkannt, bald eine weit 
gréssere Bedeutung erhielt, indem man alle Constanten einer Curven- 
gleichung sich von einander unabhiingig, aber continuirlich j‘indern 
liess, was natiirlich auch eine continuirliche Aenderung der Gestalt 
der bez. Curve nach sich zog. Alle Kigenthiimlichkeiten der Gleichung 
miissen in der Gestalt der Curve ihre Reprisentation finden; sondert 
sich von der Gleichung ein Factor ab, so muss sich auch von der 
Curve ein Theil absondern; wird die Gleichung ein vollstindiges Quadrat, 
so muss auch die zugehérige Curve in eine doppelt zaihlende Curve 
ausarten. Gerade der letzte Kall ist hier von besonderer Wichtigkeit. 

Diesen Grenzfall der doppelt zihlenden Curve kénnen wir durch 
continuirlichen Process aus einer allgemeineren Curve ableiten, indem 
wir die Punkte dieser Curve paarweise zusammenriicken lassen; der 
reelle Theil der Grenzcurve entsteht dann einestheils durch’ das Zu- 
sammenfallen reeller Punkte, anderntheils durch das Zusammenfallen 
conjugirt imaginirer Punkte. Auf der Grenzeurve selbst ist das nicht 
mehr zu entscheiden, vielmehr muss man darauf achten, wie die Grenz- 
curve aus der allgemeinen Curve sich im einzelnen Falle entwickelt. Ein 


Mathemalische Annalen. XVIII. 9 
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Beispiel, bekannt aus der Theorie der Curven 4. Ordnung, wird das 
Gesagte am besten illustriren. Die Gleichung einer solechen Curve kann 
stets auf die Form gebracht werden: K? + epgrs=0, wo K = 0 einen 
Kegelschnitt , p = 0, q = 0, r = 0, s = 0 die Seiten eines Rechtecks 
vorstellen. Nehmen wir fiir K — 0 etwa einen Kreis, dessen Mittel- 
punkt mit dem Mittelpunkte des Rechtecks zusammenfillt und der die 
Seiten desselben in reellen Punkten schneidet, wie es Figur 10 zeigt. 
Wird die Constante ¢ = 0, so erscheint der doppelt zihlende Kreis 
als unsere Curve 4. Ordnung, setzen wir dagegen c gleich einer sehr 
kleinen Grésse ¢, so wird die beziigliche Curve in der niichsten Nihe 
des Kreises verlaufen miissen; aus jedem Punkte des Kreises sind dann 
2 Punkte der Curve geworden, die beide reell oder conjugirt imaginir 
sein kinnen. Angenommen das Product p.q.r.s sei fiir einen Punkt 
im Innern des Rechtecks positiv, so wird der reelle Theil der Curve 
nur in den schraffirten oder nur in den nicht schraffirten Gebieten 
verlaufen, je nachdem ¢ negativ oder positiv ist; es ergeben sich also 
unmittelbar die Figuren ila und 11b. An diesem Beispiele sieht man 
deutlich, wie die Curve sich findert, wenn ¢, von einem positiven kleinen 
Werthe ausgehend, sich durch Null hindurchbewegt und negativ 
wird; die reellen Punkte der urspriinglichen Curve riicken paarweise 
zusammen, um dann conjugirt imaginir zu werden, wahrend gewisse 
conjugirt imaginire Punkte jener Curve zusammenriicken, um nach- 
triglich den reellen Theil der Cufve zu bilden. Ganz analoge Be- 
trachtungen haben wir nun fiir die Kammer’sche Fliche anzustellen. 


b, Von den Grenzfaillen der Kummer’schen Flache. 


Zuniichst haben wir die Grenzfille der Fliche zu studiren, um, 
von ihnen ausgehend, dann alle Gestalten der allgemeinen Fliiche zu 
entwickeln. Um diese Betrachtungen anstellen zu kénnen, muss erstens 
gezeigt werden, dass.es immer reelle Grenzfille giebt, und zweitens, 
dass man durch continuirliche Aenderung die allgemeine Fliiche in die 
Grenzfliche tiberfiihren kann. Das Wort ,,continuirlich“ will besagen, 
dass die Fliche bei dieser Ueberfiihrung keine andere Grenzlage vorher 
zu passiren braucht, bei der sie ihre Gestalt discontinuirlich*) anderte. 

Gehen wir von einem System von 6 Fundamentalcomplexen aus, 
und lassen dasselbe fest, wihrend wir die Constanten des confocalen 
Complexsystems 2. Grades beliebig variiren, so erhalten wir noch drei- 
fach unendlich viele Kummer’sche Flichen, wie eine Abzihlung der 
unabhiingigen Constanten der Complexgleichung sofort ergiebt. Hine 
solche Fliche besitzt aber 16 Knotenpunkte und 16 Doppelebenen, die 


*) Eine continuirliche Aenderung der Gestalt fordert, dass die reellen Punkte 
reell und die imaginiiren imaginiir bleiben. 
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sich alle aus einem Knotenpunkte ableiten lassen durch die Trans- 
formationen, welche mit den Fundamentalcomplexen verkniipft sind; 
diesen einen Knoteupunkt kann man also beliebig im Raume annehmen 
und es giebt dann immer noch eine zugehdrige Flache, da durch jenen 
Knotenpunkt das ganze Singularitiitensystem und somit die Flache 
selbst bestimmt ist. 

Lassen wir nun den einen Knotenpunkt sich bewegen, so bewegen 
sich alle iibrigen in bestimmter Weise mit, und die Frage nach den 
Grenzfillen der Fliche reducirt sich auf die Frage nach den speciellen 
Lagen dieser Knotenpunkte in Bezug auf das feste System der Funda- 
mentalcomplexe. Es giebt aber dreierlei Punkte, welche eine specielle 
Lage in Bezug auf diese Complexe besitzen, nimlich erstens die Punkte 
der 10 Fundamentalflichen, zweitens die Punkte der Directricen und 
endlich drittens die Punkte in den Seitenflichen der Fundamental- 
tetraeder. Von dem zweiten Falle kénnen wir sofort absehen, da man 
einen Knotenpunkt von seiner Anfangslage aus durch continuirliche 
Bewegung in jeden andern Raumpunkt tiberfihren kann, ohne eine 
solehe Directrix zu passiren. Auch der letzte Fall hat fir uns keine 
Bedeutung, da die ganze Specialisirung der bez. Kummer’schen 
Fliche darin besteht, dass ihre Knotenpunkte zu je 4 in die Seiten- 
flichen eines Tetraeders riicken, was die Gestalt nicht weiter alteriren 
kann*), Es bleibt also nur noch der Fall iibrig, wo ein Knoten- 
punkt auf eine der Fliichen zweiten Grades riickt; dann miissen aber 
auch alle iibrigen Knotenpunkte auf diese Fliche riicken, da ja die 
10 Fundamentalfliichen durch die oben genannten Transformationen in 
sich iibergeher. Die 16 Knotenpunkte erscheinen in diesem Grenzfalle 
als die Schnittpunkte von vier Erzeugenden der einen Schaar und viercn 
der andern Schaar, und zwar liegen sie paarweise harmonisch zu den 
Directricenpaaren, die der bez. Erzeugung angehéren, wie man das 
aus den ‘l'ransformationen ersieht, welche mit den 15 Congruenzen 
verkniipft sind. Die 16 Doppelebenen werden durch die Tangential- 
ebenen der Fliiche 2. Grades in jenen 16 Punkten vorgestellt; sie ent- 
halten je 2 von jenen 8 Erzeugenden, aus jeder Schaar eine, die als 
die Beriihrungskegelschnitte der Grenzfliiche aufzufassen sind. Die Grenz- 
{liiche selbst ist also in die doppelt ziéihlende Fliche 2. Grades ausgeartet**). 

Wir haben nun einerseits gefunden, dass die Fundamentalfliichen 
2. Grades als Grenzfille der Kummer’schen Fliche auftreten, und es 
giebt demnach stets reelle Grenzfliichen, da es bei allen 4 Typen reelle 
Flichen 2. Grades giebt. Auf der andern Seite geniigt es aber auch 


*) Die Fliche wird dann, wie man weiss, ein ,,Tetraedroid*. 
**) Will man dieses Resultat noch durch ausfiihrlichere Schliisse ableiten, so 
hat dies keine Schwierigkeit. 


g* 





132 K. Roan. 


blos diese Grenefiille zu untersuchen, da eine beliebige Fliche stets 
durch continuirlichen Process in einen solchen Grenzfall iibergefiihrt 
werden kann. 

Gehen wir nun etwas niiher auf den Grenzfall ein. Auf der doppelt 
zihlenden Fliiche 2. Grades liegen 8 Erzeugende, aus jeder Schaar 4, 
deren 16 Schnittpunkte die Knotenpunkte und deren 16 Ebenen die 
Doppelebenen bestimmen, sie selbst aber bedeuten die Berihrungs- 
kegelschnitte in den Doppelebenen. Wir fragen uns jetzt nach den- 
jenigen Punkten der Grenzfliche, welche durch paarweises Zusammen- 
riicken reeller Punkte entstanden sind. Die reelle Doppelebene der 
Kummer’schen Fliche mit ihrem Berihrungskegelschnitt hat die Eigen- 
schaft, dass in irgend einem Punkte des letzteren die Fliche nur auf 
einer Seite der Doppelebene gelegen ist; d. h. im Grenzfalle trennen die 
Doppelebenen mit ihren Beriihrungskegelschnitten die Partien, welche 
aus reellen Punkten entstanden sind, von denjenigen Partien, die durch 
das Zusammenriicken conjugirt imaginarer Punkte hervorgegangen sind. 
Wir kénnen demnach kurz so sagen: Die 8 Erzeugenden theilen, so 
viele von ihnen reell sind, die Fliche 2. Grades in verschiedene Felder; 
zwei Felder, die in einer dieser Erzeugenden aneinander stossen, sind 
von ungleicher Beschaffenheit, das eine ist aus reellen, das andere aus 
imaginiren Punkten entstanden; vergl. Fig. 12a und 12b, wo die 
Felder der einen Art schraffirt sind. 

Offenbar kann man nun auch umgekehrt aus diesen Grenzlagen die 
allgemeine Kummer’ sche Fliiche constrwiren, indem man nimlich zu- 
niichst die Felder reeller Punkte mit 2 Bliittern iiberdeckt, die lings 
der Begrenzung zusammenhiingen, die Felder imaginiirer Punkte dagegen 
einfach wegliisst; durch stetige Deformation geht dann diese Fliche in 
die allgemeine tiber. Hiermit haben wir ein Mittel an der Hand, die 
verschiedenen Kummer’schen Fliichen abzuleiten, und um alle még- 
lichen Gestalten dieser Fliche zu erschépfen, miissen wir nur noch die 
Realitit jener 8 Erzeugenden bei den einzelnen Typen untersuchen. 


¢, Die gestaltlichen Verhaltnisse der Grenzflichen. 


Schicken wir vorerst noch einige Worte, die fiir alle Typen 
gleiche Giltigkeit haben, der Behandlung der einzeluen Typen voraus. 
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen haben uns gezeigt, dass 
es ausser den Fundamentalfliichen 2, Grades keine anderen in Betracht 
kommenden Grenzfille giebt, sie haben uns aber auch gleichzeitig ge- 
lehrt, dass jede solche Fliche noch doppelt unendlich viele Grenzfille 
reprisentirt, da wir einem der Knotenpunkte noch eine ganz beliebige 
Lage auf derselben ertheilen kénnen. Nun sind doch die 16 Knoten- 
punkte als die Schnittpunkte von vier Erzeugenden der einen Schaar 
mit vieren der andern Schaar definirt; wir koénnen demnach eine Er- 
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zeugende aus jeder Schaar beliebig auswihlen, dann sind jedesmal die 3 
iibrigen mitbestimmt. DieGeraden einer solchen Schaar gehéren demnach 
zu je 4 zusammen; sie lassen sich 3 Mal in 2 Paare spalten, die harmonisch 
getheilt werden durch je eins der 3 Directricenpaare, welche dieser Er- 
zeugung angehéren. Wir kénnen zugleich noch Einiges iiber die Reali- 
titsverhiltnisse im Allgemeinen hier anfiigen. Da wir uns auf lichen 
mit reellen Gleichungen beschriinken miissen, so miissen die imagi- 
naren Punkte der Flache paarweise conjugirt sein; insbesondere miissen 
also auch die imaginiren Knotenpunkte paarweise conjugirt sein. Fiir 
die Grenzfliche folgt daraus, dass die Schnittpunkte der 4 Erzeugenden 
der einen Schaar mit den vieren der andern Schaar nur reell und 
paarweise conjugirt imaginar sein kiénnen; dann miissen aber er- 
sichtlich diese 8 Erzeugenden reell, resp. paarweise conjugirt imaginiir 
sein. Ist nun die bez. Fliiche ein einschaliges Hyperboloid (wie bei 
den ersten 3 Typen), so giebt es reelle und conjugirt imaginire Kr- 
zeugende, die dann derselben Schaar angehéren; ist sie dagegen ein 
Ellipsoid oder zweischaliges Hyperboloid (wie beim Typus IV.), so giebt 
es nur solche conjugirt imaginiire Erzeugende, die verschiedener Schaaren 
angehéren. Das Weitere mag seine Stelle bei den einzelnen Typen 
finden. 


§ 2. 
Typus I. 


Beim Typus I. giebt es 9 reelle Regelfliichen, auf jeder liegen 
4 reelle Directricenpaare, zwei Paare aus jeder Schaar. So enthiilt z. B. 
das Hyperboloid 123, 456 die reellen Directricenpaare 12, 23 und 45, 56. 
Vier zusammengehdrige Erzeugende sind hier entweder alle vier reell, 
oder alle vier imaginiir; dann miissen sie aber paarweise conjugirt 
imaginir sein, und beide Paare conjugirt imaginirer Geraden werden 
von dem ndmlichen (natiirlich reellen) Directricenpaar harmonisch ge- 
theilt, wie man sich leicht iiberzeugt. Wir kénnen fiir unsere Grenz- 
fliiche demnach folgende 3 Annahmen machen: Frstens die 16 Knoten- 
punkte liegen auf 4 reellen Erzeugenden der einen und 4 reellen Er- 
zeugenden der andern Schaar; zweitens sie liegen auf 4 reellen Er- 
zeugenden der einen und 4 imaginiren Erzeugenden der andern Schaar; 
drittens sie liegen auf 4 imaginiiren Geraden der einen und 4 imagi- 
niiren Geraden der andern Schaar. 

Im ersten Falle wird die bez. Regelfliche in” 16 Felder getheilt, 
wie dies Fig. 13a angiebt; diese Felder zerfallen in 2 Gruppen von je 
8, die nur in den Knotenpunkten an einander stossen; in der Figur ist 
die eine Gruppe von der andern durch Schraffirung unterschieden. Denken 
wir uns eine solche Gruppe von 8 Feldern (etwa die schraffirten) mit je 
2 Bliittern iiberdeckt, deren Réander zusammenhingen, wahrend die tibrigen 
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fret bleiben, so haben wir eine Kummer’ sche Fliiche mit 16 reellen 
Knotenpunkten vor uns, die bereits ein deutliches Bild der allgemeinen 
Fliche Ia giebt, in welche sie durch stetige Aenderung ihrer Gestalt 
iibergefiihrt werden kann. Lassen wir die Knotenpunkte einer allge- 
meinen Filiiche sich durch eins der Hyperboloide*) hindurchbewegen, 
so tauschen die iiberdeckten Felder mit den nicht tiberdeckten ihre 
Rolle, indem die reellen Punkte in der Grenze paarweise zusammen- 
riicken und dann conjugirt imaginir werden, wihrend bei den conjugirt 
imaginiiren Punkten das Entgegengesetzte eintritt. Dabei findert aber 
die Kummer’ sche Fliche ihre Gestalt nicht, und man sieht, dass alle 
Flichen mit 16 reellen Knotenpunkten dieselbe Gestalt besitzen. 

Im zweiten Fall sind blos die 4 Erzeugenden aus der einen Schaar 
reell, dieselben theilen das bez. Hyperboloid in 4 im Unendlichen mit 
sich selbst zusammenhiingende Streifen. Ueberdecken wir zwei dieser 
Streifen, die nicht aneinander grenzen, mit je 2 Blittern, deren Riinder 
zusammenhiingen, wihrend wir die beiden iibrigen Streifen einfach 
fortlassen, so erhalten wir &e Kummer’ sche Fliche des Typus I. mit 
16 imagindren Knotenpunkten (Ib). Sie besteht, wie es Figur 13b angiebt, 
aus zwei sich gegenseitig ausschliessenden Theilen, welche die Gestalt 
von einschaligen Hyperboloiden besitzen; wenn man die Fliche all 
milig deformirt, indem man die conjugirt imaginiiren Knotenpunkte 
wandern liisst, so erhiilt man die allgemeine Fliiche dieser Art. Passiren 
die Knotenpunkte in der Grenzlage jenes Hyperboloid, so tauschen die 
iiberdeckten und nicht iiberdeckten Streifen ihre Rolle, wobei jedoch 
die Gestalt der Fliche nicht alterirt wird. 

Im dritten Fall endlich giebt es auf dem bez. Hyperboloide keine 
reellen Erzeugenden mehr, welche die reellen Partien der Fliche von 
der imaginiiren trennen, Das ganze Hyperboloid kann desshalb doppelt 
iiberdeckt werden, und wir erhalten so bei stetiger Deformation eine 
Kummer’ sche Fliche mit 16 imagindren Knotenpunkten, deren beide 
Theile die Gestalt eines Hyperboloids besitzen und bei der der eine Theil 
innerhalb des anderen gelegen ist. Passiren jetzt die Knotenpunkte jenes 
Hyperboloid, so fallen die reellen Punkte der Fliche paarweise zu- 
sammen, um nachher conjugirt imaginiir zu werden; und da sie in 


*) Die 9 Hyperboloide des Typus I. theilen den Raum in 96 Facher; die- 
selben bilden 6 Gruppen zu je 16 von der Art, dass die 16 Knotenpunkte die 
Ficher einer Gruppe immer gleichzeitig durchlaufen. Es giebt demnach 6 ver- 
echiedene Kummer’sche Flichen in Bezug auf ihre Lage zu den Regelflichen und 
zu den Directricen, wie das auch mit den Resultaten des I. Abschnitts iibereinstimmt. 
Es giebt nimlich 9 reelle Directricenpaare, sie bilden 6 reelle Tetraeder; die 
Kanten eines dieser Tetraeder werden in imaginiiren, die iibrigen Directricen in 
reellen Punkten geschnitten; das giebt entsprechend den 6 reellen Tetraedern 


6 verschiedene Flichen, Aehnliches liisst sich fiir die Typen II. und III. be- 
merken. 
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len der Grenzlage das ganze Hyperboloid tiberdecken, so wird nach dem 
en Durchgang die Fliche villig imagindr, wie bei Ic. 
alt Dass die beiden hier aufgeziihlten reellen Flichen mit imaginiren 
ze- Knotenpunkten im projectivischen Sinne nicht von einander verschieden 
n, sind, wurde bereits oben erwiihnt*). Sie gehen aber auch direct in einan- 
ire der iiber, wenn man die Knotenpunkte von der einen Lage in die andere 
on | sich bewegen lisst, ohne eine weitere Grenzlage zu passiren, Um das 
irt deutlich zu itibersehen gehen wir von einer bestimmten Fliiche 2. Grades 
er aus, niimlich von dem Hyperboloide 123, 456; wir nehmen an, die Er- 
lle zeugenden durch die Knotenpunkte sind alle imaginir; ausserdem mégen 
die conjugirt imaginiiren Erzeugenden der einen Schaar durch die 
lar Directricen 12, die der andern Schaar durch die Directricen 56 har- 
nit monisch getrennt werden. Dann haben wir als Grenzfliiche das doppelt 
er iiberdeckte Hyperboloid. Die Knotenpunkte dieser Fliche sind conjugirt 
ler imaginir und liegen paarweise auf 8 reellen Geraden der Congruenz 34, 
ch da die Transformation der Congruenz 34, oder was dasselbe ist, die 
nit beiden Transformationen der Congruenzen 12 und 56 zusammenge- 
bt, nommen, jeden Knotenpunkt in seinen conjugirten tiberfiihren. Lassen 
alt wir jetzt die Knotenpunkte stetig wandern, so geschieht das dadurch, 
ll dass wir einerseits die conjugirt imaginiiren Knotenpunkte auf den 8 
cte reellen Congruenzgeraden , und dass wir andererseits diese Geraden in 
en der Congruenz sich bewegen lassen. HEnden wir diese Wanderung auf 
lie irgend einer der 4 Regelfliichen 134, 256; 234, 156; 534, 126; 634, 125, 
ch so liegen die Knotenpunkte auf 4 reellen Erzeugenden derjenigen Schaar, 
welche der Congruenz 34 angehdrt, d. h. die Grenzfliiche des doppelt tiber- 
ne deckten Hyperboloids ist durch stetige Aenderung in eine Grenzfliche 
on mit 2 doppelt iiberdeckten Streifen tibergefiihrt worden, womit unsere 
elt Behauptung erwiesen ist. 
ne ; 
re § 3. 
eil Typus II. 
es 


Hier giebt es nur noch 4 reelle Regelflichen, niimlich: 123, 456; 
124, 356; 134, 256 und 234, 156. Ihre eine Erzeugung enthiilt je zwei 


In 

ie- *) Hat man 2 einschalige Hyperboloide, welche sich nicht in reellen Punkten 
lie schneiden, und man legt an eins derselben eine Tangentialebene, so besteht die 
er- d Gesammtschnittcurve aus einem Geradenpaar und einem Oval, das auch durch’s 
nd Unendliche verlaufen kann. Nimmt man nun eine Parallelebene zu der Tangential- 
nt. ebene, so schneidet diese in zwei Ovalen, die sich einschliessen oder ausschliessen, 
die je nachdem die Parallelebene auf der einen oder andern Seite von der Tangential- 
in ebene liegt. -Macht man also diese Ebene zur unendlich fernen, so erhilt man 
mM im ersten Fall zwei sich einschliessende Hyperboloide, im 2. Fall zwei sich aus- ~ 
be- schliessende; ganz ebenso verhiilt es sich mit der oben genannten Kummer’ schen 

Fiche. 
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reelle Directricenpaare und ein conjugirt imaginares; ihre andere Er- 
zeugung hingegen enthalt das gemeinsame reelle Directricenpaar 56 und je 
zwei imaginare Directricenpaare von der Beschaffenheit, dass die Geraden 
des einen Paares conjugirt imaginair zu denen des andern*) sind. Fiir 
4 zusammengehdrige Erzeugeude der erst genannten Schaar gilt das 
beim Typus I. Gesagte, da ja eine solche Schaar, ebenso wie dort, 
2 reelle Directricenpaare aufweist; von 4 zusammengehirigen Er- 
zeugenden der andern Schaar dagegen miissen immer 2 reell und 2 
conjugirt imaginir sein, indem man leicht zeigt, dass es nicht 2 Paare 
conjugirt imaginirer Erzeugenden**) geben kann. Der Typus II. ergiebt 
demnach fiir die 16 Knotenpunkte nur folgende beiden Méglichkeiten. 
Von den 4 Erzeugenden der einen Schaar, die durch die Knotenpunkte 
hindurchgehen, sind immer 2 reell und 2 conjugirt imagindr, die 4 Er- 
zeugenden der andern Schaar sind dagegen entweder alle reell oder alle 
imagindr. Im ersten Falle wird das zugehérige Hyperboloid in 8 Felder 
getheilt, von denen 4, die nur in den Knotenpunkten an einander 
stossen, doppelt zu tiberdecken sind, vergl. Fig. 14a; dadurch entsteht 
die Flaiche Ia mit 8 reellen Knotenpunkten. Beim Durchgang der Fliche 
durch das Hyperboloid wechseln die iiberdeckten und nicht tiberdeckten 
Felder ihre Rolle, wobei sich offenbar die Gestalt der Fliche nicht 
aindert; es giebt also nur eine Fliiche mit 8 reellen Knotenpunkten. 
Im letzten Fall wird das Hyperboloid in zwei unendliche Streifen ge- 
theilt, wovon der eine doppelt, der andere aber gar nicht zu iiber- 
decken ist, vergl. Fig. 14b; diess giebt die einzige Fliache des Typus II. 
mit lauter imaginiren Knotenpunkten (IIb). 


g 4. 
Typus III. 


Die beiden einzigen reellen Regelfliichen sind 134, 256 und 234, 156; 
sie erithalten noch, den beiden Schaaren von Erzeugenden entsprechend, 
je ein reelles Directricenpaar, indess die beiden tibrigen Paare conjugirt 
imaginir zu eimander sind. Es tritt desshalb hier in beiden Schaaren 
der unter Typus IJ. zuletzt genannte Fall ein, wo von 4 zusammen- 
gehirigen Erzeugenden immer 2 reell und 2 conjugirt imagindr sind. 
Die reellen Erzeugenden theilen das Hyperboloid in 4 Felder, 2 davon 


*) Es folgen die Realitiitsverhiltnisse aller dieser Gebilde aus ihren Com- 
plexgleichungen; ich kann hier, wie bereits zu Anfang dieser Abhandlung, 
nur auf den letzten Abschnitt verweisen, der die analytischen Gleichungen 
enthalt, 

**) Denn gehen wir von 2 Paar conjugirt imaginiiren Elementen aus (mégen 
das Punkte oder Geraden sein) so giebt es immer 2 reelle Elemente, welche 
beide Paare gleichzeitig harmonisch theilen; dann kommen wir aber auf den 
beim Typus I. behandelten Fall zuriick, der 2 reelle Directricenpaare voraussetzt, 
was ja bier ausgeschlossen ist. 
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werden doppelt iiberdeckt, die beiden andern bleiben frei, vergl. Fig. 15. 
Beim Durchgang durch das Hyperboloid bleibt die Gestalt der Fliche 
ungeindert, der Typus ILI. liefert folglich nur eine einzige rcelle Fliche, 
dieselbe besitet 4 reelle Knotenpunkte. 


§ 5. 
Typus IV. 

Dieser Typus liefert noch 4 reelle Fundameuntalfliichen, dieselben 
sind jedoch nicht mehr Regelflichen, vielmehr bilden sie ein Ellipsoid 
und 3 zweischalige Hyperboloide*), niamlich 135, 146; 145, 236; 
136, 245 und 146, 235. Conjugirt imaginire Erzeugende gehéren hier 
verschiedenen Schaaren zu, wir erhalten desshalb als einzig mégliche 
Lage fiir die 8 Erzeugenden durch die Kuotenpunkte die folgende: 
Wir miissen einen reellen Punkt einer solchen Fliche 2. Grades als 
Knotenpunkt beliebig auswihlen (es giebt das noch zu doppelt unendlich ‘ 
vielen Méglichkeiten Anlass), und aus ihm die 3 weiteren reellen Punkte 
ableiten, welche sich durch die Transformationen der 3 reellen Congruenzen 
12, 34, 56 ergeben; dann bilden die 8-Erzeugenden durch diese 4 Punkte 
ein System von der verlangten Art. In der That miissen die zum 
Typus IV. gehirigen Flichen stets 4 reclle Knotenpunkte enthalten, da ja 
2 conjugirt imaginare Erzeugenden sich hier stets in einem reellen 
Punkte schneiden. 

Nachdem wir so die Lage der Knotenpunkte fixirt haben, fragen 
wir uns weiter nach der Gestalt der zugehérigen Grenzfliiche. Da die 
Erzeugenden durch die Knotenpunkte imaginir sind, der reelle Theil 
der bez. Fundamentalfliiche also nicht in Felder getheilt wird, so kann 
man diese Fliiche ganz und gar mit 2 Bliittern tiberdecken; diese beiden 
Blitter miissen in den 4 reellen Knotenpunkten, als dem einzigen reellen 
Theil der Beriihrungskegelschnitte, zusammenhdngen (IV a). Lassen wir 
die Knotenpunkte in das Innere jener Fliiche treten, so werden sich die 
beiden Blatter immer weiter“von einander entfernen, aber doch immer 
noch an 4 Stellen zusammenhiingen miissen, wie das die Fresnel’ sche 
Wellenfliiche zeigt. Bewegen sich dagegen die Knotenpunkte durch die 
Fliche 2. Grades hindurch und gelangen ausserhalb, so werden die 
reellen Punkte paarweise conjugirt imaginar, die ganze Kummer’ sche 
Fliche wird imagindr und besitet nur noch 4 reelle Knotenpunkte und 
ebenso 4 reelle Doppelebenen (IVb). 

*) Diese 4 Flichen, von denen jede die 3 iibrigen in 2 Punkten beriihrt, 
theilen den Raum in 5 verschiedene Fiacher, nimlich in das Innere des Ellipsoids, 
das Innere des ersten, zweiten und dritten Hyperboloids und endlich in einen 
weiteren Raum, der von den 4 Fliichen ausgeschlossen wird. Die 4 reellen Knoten- 
punkte liegen gleichzeitig in einem und demselben Raum; liegen sie ausserhalb 
der 4 Fliichen, so wird die zugehérige Kummer’sche Fliche imaginir (IVb), 
sonst wird sie reell. 
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§ 6. 
Die verschiedenen Linienflichen 4. Ordnung mit 2 Doppelgeraden. 


Als einen speciellen Fall der Kummer’schen Flache ergeben sich 
die verschiedenen Linienflichen*) 4. Ordnung mit 2 Doppelgeraden. 
Die Discussion der Gestalten dieser Linienflichen lisst sich hier ohne 
Beniitzung weiterer Hiilfsmittel auf das einfachste durchfiihren und 
gerade desshalb méchte ich dieselbe an dieser Stelle anbringen. Aber 
noch weitere Griinde haben mich zu den Darlegungen dieses Para- 
graphen bewogen. Der erste Grund ist darin zu suchen, dass diese 
Linienflichen als Uebergangsformen der aufgezihlten Kummer’ schen 
Flichen betrachtet werden kénnen, wihrend sie doch weit einfachere 
Gebilde als diese sind, und auch eine Modellirung derselben durchaus 
keine Schwierigkeiten bietet. Der zweite Grund liegt in der einfachen 
Form ihrer Gleichungen, die im dritten Abschnitte dieser Abhandlung 
gegeben sind, sowie in dem hiufigen Vorkommen dieser Flichen.**) 
Den Ausgangspunkt der gestaltlichen Untersuchungen bilden auch hier 
wieder die Fundamentalflichen 2. Grades, da sie auch als Special- oder 
Grenzfalle der Linienfliichen auftreten. 

Um iiberhaupt eine Linienfliche zu bekommen, lassen wir einen 
Knotenpunkt auf eine Directrix riicken. Er fallt dann mit einem zweiten 
Knotenpunkte zusammen, da jede Directrix durch die Transformation 
der zugehérigen Congruenz Punkt fiir Punkt in sich transformirt wird. 
Ueberhaupt riicken also alle Knotenpunkte paarweise zusammen und liegen 
zu je 4 auf den beiden Geraden eines Directricenpaares. Die zugehdrige 
Kummer’ sche Fliche artet dann in eine Linienfliiche aus, deren Doppel- 
geraden eben diese beiden Directricen sind, und deren 8 Cuspidalpunkte 
(sie kénnen reell und imaginir sein) mit jenen 8 Knotenpunkten ‘iden- 
tisch sind. Durch die hier aufgeziihlten Stiicke ist aber eine Linien- 
fliiche noch nicht véllig bestimmt, vielmehr giebt es noch einfach un- 
endlich viele Linienfliichen, welche die niimlichen Doppelgeraden und 
die nimlichen Cuspidalpunkte besitzen, wie sogleich bewiesen werden 
soll. Gelen wir nimlich von der Kummer’schen Fliche aus; dort 
fanden wir, dass durch die 16 Knotenpunkte eine Fliiche vdllig be- 
stimmt ist, und dass es auch immer zu 16 Punkten von der friiher 
beschriebenen Beschatfenheit eine Fliiche giebt. Gleiches muss auch 
nm die speciellen Fall der Linienfliche gelten; es geniigt also nicht 


*) Es sind dies die allgemeinen Linienflichen 4. Ordnung mit zwei Doppel- 
geraden, wie man durch Abzihlung der Constanten fiir den allgemeinen und den 
vorliegenden Fall nachweisen kann. 

**) Bis jetzt ist, meines Wissens, noch keine gestaltliche Discussion dieser 
Linienflichen gegeben, und auch die Darstellung ihrer Gleichungen in der hier 
gegebenen einfachen Gestalt diirfte nirgends zu finden sein. 











die La 
welch 
liegen 
weise 
einer 
die K 
in die 
durch 
der uw 
oder 

ihren 
fliiche 
imme 
Cuspi 
Cusp’ 
Lage 
treffe 
in d 
Beha 
giebt. 
sich, 


fiir 


punk 
2. G 
Man 
punk 
fliich 
in d 
natii 
kann 
der ( 
dop} 
fille 
Flic 
paar 
paar 
Wir 


Lini 


gera 








h 











Gestalten der Kummer’schen Fliche. 


139 


die Lage der 8 Cuspidalpunkte zu kennen, man muss auch wissen, in 
welcher Weise sie aus zwei Knotenpunkten entstanden sind. Nun 
liegen doch die 16 Knotenpunkte einer Kummer’schen Fliche paar- 
weise auf Geraden der 15 Congruenzen; halten wir also die 8 Geraden 
einer Congruenz, auf welcher die Knotenpunkte liegen, fest und lassen 
die Knotenpunkte auf diesen Geraden sich bewegen, bis sie paarweise 
in die Directricen zusammenriicken, so entstehen 8 Cuspidalpunkte; 
durch jeden geht eine Congruenzgerade, welche als Verbindungslinie 
der unendlich nahen Knotenpunkte anzusehen ist und somit die Erzeugende 
oder Torsallinie im Cuspidalpunkt darstellt. Die 8 Cuspidalpunkte mit 
ihren Torsallinien vertreten demnach in dem speciellen Fall der Linien- 
flichen die 16 Knotenpunkte des allgemeinen Falls, und es muss also 
immer noch eine, aber auch nur eine Linienfliche geben, welche jene 
Cuspidalpunkte mit ihren Erzeugenden enthilt. Die Erzeugende in einem 
Cuspidalpunkte kann aber als Congruenzgerade noch unendlich viele 
Lagen annehmen, denn alle Geraden, welche die zweite Directrix 
treffen, gehdren der bez. Congruenz an; dann sind aber die Erzeugenden 
in den itibrigen Cuspidalpunkten vollig bestimmt. Hiermit ist die 
Behauptung erwiesen, dass es einfach unendlich viele Linienflichen 
giebt, welche die niimlichen 8 Cuspidalpunkte besitzen. Zugleich ergiebt 
sich, wie beiliufig bemerkt, dass das Doppelverhédiltniss der Cuspidalpunkte 
fiir beide Doppelgeraden dasselbe ist. 

Zu diesen unendlich vielen Linienflichen, mit 8 festen Cuspidal- 
punkten, gehéren auch doppelt ziihlend die 4 Fundamentalfliichen 
2. Grades, welche durch die beiden Doppelgeraden hindurchgehen, 
Man erhilt sie dadurch, dass man als Tangente in einem Cuspidal- 
punkte die durch ihn verlaufende Erzeugende der bez. Fundamental- 
fliiche wihlt, oder mit andern Worten dadurch, dass man die Tangente 
in dem Cuspidalpunkte noch durch einen zweiten Cuspidalpunkt (der 
natiirlich nicht auf derselben Doppelgeraden, wie der erste, liegen 
kann) hindurchlegt. Es wird demnach auch hier, bei der Untersuchung 
der Gestalten der Linienfliichen, geniigen, die zugehérigen Grenzfille der 
doppelt ziihlenden Flichen zweiten Grades zu studiren, Diese Grenz- 
fille erhalten wir aber direct aus den Grenzfillen der Kumm er’schen 
Fliche, wenn wir die 4 zusammengehorigen Erzeugenden der einen Schaar 
paarweise zusammetifallen lassen mit den Geraden eines Directricen- 
paares, die dann zu den Doppelgeraden der zugehérigen Fliche werden. 
Wir erhalten so ohne Weiteres folgende 7 von einander verschiedene 
Linienfliichen. 

Der Typus I. liefert zuniichst eine Linienfliche mit reellen Doppel- 
geraden und 8 reellen Cuspidalpunkten , welche durch Figur 16a*) sche- 


*) Die beiden stiirkeren Linien in den Fig. 16a etc, bedeuten die Doppelgeraden. 
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matisch dargestellt ist; die Theile der einen Art sind doppelt zu: tiber- 
decken, die andern einfach wegzulassen. Drehen sich die Erzeugenden 
in den Cuspidalpunkten, so entwickelt sich aus dem Grenzfalle die 
allgemeine Linienfliche; sie besteht offenbar aus 2 Miinteln, die sich 
in den Doppelgeraden selbst durchsetzen. Je nachdem die Drehung 
nach der einen oder andern Seite ausgefiihrt wird, wechseln die 
schraffirten und nicht schraffirten Theile ihre Rolle; dabei wird jedoch 
die Gestalt der bez. Linienfliche nicht alterirt. 


Werden die 4 zusammengehérigen Erzeugenden, welche die 8 
Cuspidalpunkte auf den Doppelgeraden ausschneiden, paarweise con- 
jugirt imaginir (wie das ja nach den friiheren Darlegungen beim 
Typus I. méglich ist), so kommt eine reelle Linienfliche mit reellen 
Doppelgeraden und imagindren Cuspidalpunkten, vergl. Fig. 16b; die 
ganze Fliiche zweiten Grades ist doppelt zu iiberdecken. Die allgemeine 
Fliiche besteht demnach aus 2 Minteln, die sich gegenseitig in den 
Doppelgeraden durchsetzen. Lassen wir diese Fliiche durch den Grenz- 
fall des Hyperboloids hindurchgehen, so fallen die reellen Punkte 
paarweise zusammen und werden alsdann imaginir; es entsteht dann 
eine imagindre*) Linienfliche mit reellen Doppelgeraden und imagindren 
Cuspidalpunkten. ) 

Nehmen wir 2 conjugirt imaginiire Directricen zu Doppelgeraden 
der Linienfliche, wihrend wir die 4 zusammengehérigen Erzeugenden 
reell lassen, so erhalten wir eine reelle Linienfliche mit imagindren 
Doppelgeraden, vergl. Fig. 16c, ihre beiden Mintel schliessen sich 
gegenseitig aus. Von dieser Fliche ist die andere Fliche nicht ver- 
schieden**), welche man erhiilt, wenn man die 4 zusammengehdrigen 
Erzeugenden imaginir nimmt und die ganze Fliiche 2. Grades mit 
2 Blittern iiberdeckt; ihre Doppelgeraden sind ebenfalls imaginiir, 
nur schliesst von ihren beiden Miinteln der eine den andern ein. 

Geht die zuletzt beschriebene Linienfliche durch den Grenzfall 
des Hyperboloids hindurch, so fallen ihre Mintel Punkt fiir Punkt zu- 
sammen, um dann imaginir zu werden, es ergiebt sich so die imaginire 
Linienfliiche mit imaginiren Doppelgeraden. Hiernach haben wir aus 
Typus I. im Ganzen 5 Arten von Linienfliichen gewonnen***). 

Der Typus Il. liefert noch zwei weitere Linienflichen. Wihlen 
wir nimlich die Directricen 56 als Doppelgeraden, so kommen wir zu 
den bereits aufgezihlten Fliichen zurtick; wir werden desshalb zu den 


*) Die Gleichungen aller hier genannten Fliichen sind natiirlich reell. 
**) Das Wort ,,verschieden‘ ist im projectivischen Sinne zu nehmen. 
***) Dass die Typen II. und III. zum Theil auf die Linienflichen des Typus I. 
zuriickfiihren, findet seine Erkliirung dadurch, dass zu jeder Linienfliche unend- 
lich viele Systeme von 6 Fundamentalcomplexen gebéren. 
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Directricen greifen miissen, die mit 56 nicht*) zu derselben Schaar von 
Erzeugenden gehéren. Sind dieselben reell, so kommen wir zu einer 
Linienfliiche mit reellen Doppelgeraden und 4 reellen Cuspidalpunkten, 
vergl. Fig. 17a, da ja hier von 4 zusammengehorigen Erzeugenden immer 
2 reell und 2 conjugirt imaginir sind; diese Fliiche besteht aus einem ein- 
zigen Mantel, der sich in den Doppelgeraden selbst durchsetzt. Sind 
dieselben imaginir, so entsteht eine Linienfliche mit imagindren Doppel- 
geraden, vergl. Fig. 17b; sie besitzt nur noch einen einzigen Mantel. 
Der Typus III. liefert keine neuen Flichen, und der Typus IV. liefert 
tiberhaupt keine derartigen Linienfliichen. — Wie die hier genannten 
Linienfliichen als Grenziibergiinge von einer Kummer’schen Fiche 
zu einer andern aufgefasst werden kénnen, lisst sich leicht verfolgen; 
die niihere Ausfiihrung soll hier unterbleiben, weil sie leicht ermiiden 
wiirde. 


Ill. Abschnitt. 


Analytische Behandlung in Punktecoordinaten. 


§ 1. 


Einleitung. 


Wir kommen jetzt zu dem letzten Abschnitte dieser Abhandlung, 
der sich mit der Aufstellung der Gleichungen in Punktcoordinaten fiir 
die bereits in den friiheren Abschnitten aufgeziihlten Fliichen be- 
schiiftigen soll. Es ist dieser Theil mit Fleiss an das Ende gestellt 
worden, da sich diese analytische Behandlung nicht eigentlich zur 
Discussion der Gestalten eignet, und zwar ist das schon darum nicht 
der Fall, weil dieselbe an die Fundamentaltetraeder ankniipft, was 
eine unsymmetrische Behandlung der 6 Fundamentalcomplexe nach 
sich zieht. Aus diesem Grunde soll sich der vorliegende Abschnitt 
nicht mehr mit gestaltlichen Discussionen befassen, sondern nur mit 
Hiilfe der bereits erzielten Resultate die Gleichungen der einzelnen 
Flichen wirklich aufstellen. Diese Gleichungen lassen direct die Lage 
der 16 Knotenpunkte erkennen, und ergeben so immer eine leichte 
Controle der Rechnung. Den Ausgangspunkt fiir die ganze Darstellung 
bilden die Gleichungen der F'liche mit 16 reellen Knotenpunkten, aus 
der wir alle tibrigen Gleichungen durch lineare Transformationen, 
die allerdings nicht mehr reell sind, ableiten kinnen. Die Gleichung 


*) Die Geraden eines Directricenpaars, das mit 56 zu der nimlichen Schaar 
gehirt, sind nicht conjugirt imaginiir, kinnen also keine Fliiche mit reeller Glei- 
chung liefern. 
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der Fliche mit 16 reellen Knotenpunkten wird auf eins der reellen 
Fundamentaltetraeder bezogen; sie kann dann noch in zwei verschie- 
denen Formen geschrieben werden. Die erste Form riihrt von Borchardt 
her und findet sich im 83. Bd. des Crelle’schen Journals 8. 239; sie 
enthilt als Constanten die Coordinaten w,, 7, Y, % eines Knoten- 
punktes und lautet: 


wth att gts stp g Metedehe Tas (etait ew +er sways 


(wy? x," a= yy? £q°) (we? yy" = 2X," 9°) (Wy? So" Ss @y*y,* 





4 Dis fo.igd4 
Es Wy, + Hy Yo Zq (wx? + y?z?) ae Wo! + Yui —Xy'— &! (wo%y?-}-a%22) Lai 


Ww," &o? — Y," 20° wry? —x,* a, 
Wo'+ 29'— %'— ya! 242 2,9 
Wy" 2,7 ian Xz y,* (w & +2 y ) 
wobei ¢, & = + 1 ist. 
Die zweite Gleichungsform findet sich in meiner Promotionsschrift 
und ist: 


w+ att y'+24 
A %1 ta (Mat eg — Ms — He) Fg a (Ms Po — Hy — Me) PMs Me( My PHe—Hg—H4) | zZ 
+ (%4—Xg) (%g ——%4) (X,— He) wry 


( Mit 5) ( ae 6) ( — eee 5) J 2 
O—{ — on a o_ (sa? y*") 
—2 clea sa (%¢—%1) (w2y? + 2222) 





(%;—) (xo—% (x, —%4) (%9—%) ° 

2 rte aed Re eae) (wit a? ay”), 

wobei x, > *, > *, > *, > *, > %,, wie vorher, die Constanten des 
Complexsystems 2. Grades sind. Die letzte der beiden Gleichungen 
lisst sich aus der ersten durch die Bemerkung ableiten, dass die 
Doppelverhiiltnisse der 6 Knotenpunkte einer Doppelebene gleich sein 
miissen den Doppelverhiltnissen der Grissen x, da jedem Punkte 
des Beriihrungskegelschnitts ein und nur ein Parameter 4 zukommt 
und dieser fiir die 6 Knotenpunkte gerade jene 6 Werthe x,, x,,.. 
.., % annimmt. Die Rechnung soll jedoch hier nicht ausgefiihrt 
werden, da sie sehr weitliiufig ist. 


§ 2. 
Typus I. 


Wir beginnen zuniichst mit der Darstellung der 6 Complexe, der 
10 Linienfliichen und der 15 Directricenpaare und beziehen simmtliche 
Gebilde auf das Fundamentaltetraeder: 12, 34, 56. Die Coordinaten 
einer geraden Linie sind alsdann durch die Gleichungen gegeben: 
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der Kummer’schen Fliche. 


Pio = WX, — LW), Psy = W122 — 2125 
Pig = MY. — Yio Pap = 2, Ly — 2, 
Pig = M12 — % Wo, Po; = ZyY2 — YX» 


wo die p;, der Identitéit geniigen: 


Pi2Pay + PigPa2 + PigPro3 = O- 


Bezeichnen wir nun mit x,, 2, ..., 2 die linken Seiten der Complex- 
1? 2? 6 
gleichungen, zwischen denen die Identitat: 


2 2 2 2 Vine 

#7? + 2,5 + xy? + 2? + 4? + 2? = 0 
besteht, so lassen sich diese neuen Coordinaten offenbar in der Form 
darstellen: 


Ly = (Pig + Dy) = (Wy Hy — 4, Wy + Ye, — 2% Yo), 
L, = : (Pip — Psi) = ‘ (W,%y — XL, Wy — Yh, + 2, Yo), 
Ly= (Pig + Py.) = (W, Yo — YW, + 2,4, — 2,2), 
a Shoes : (Pis — Py) = “ (0, Y2 — YW, — 2%, + 424), 
t= (Pig + Pos) = (Wy 2_ — 2,0, + 2 Yo — Y, 2), 


1 1 
Te =| (Pig + Pry) = | (M12, — 2 Wy — ByYy FY, 22). 
Daraus folgen fiir die Linienfliichen 2. Grades die Gleichungen*): 


123, 456 ...2(wy — xz) = 0, 
124, 356...2(wy +22) =—0, 135, 246...w+a?+y+2=—0, 
126, 345....2(wz2—axvy)=—0, 136, 245...w?—a?—y’?+22=—0, 
125, 346...2(wz+ary)=0, 145,236...w3—2v+y—-—22=0, 
156, 234... 2(wa2 — yz) =0, 146, 235...w+2?—y’— 2 =), 
134, 256....2(wa+ yz) = 0, 


dieselben stellen 9 einschalige Hyperboloide und eine imaginiire Fliiche 
135, 246 dar. 
Die Gleichungen**) der 15 Directricenpaare aber werden: 


*) Die Richtigkeit dieser Gleichungen ist leicht zu verificiren; so enthiilt z. B. 


das Hyperboloid wy — wz = 0 die beiden Schaaren “= = = Const. und 


* =< = Const.; die erste Schaar geniigt aber den Complexen: 7, =0, 7, =0, 
#,=0, und die zweite Schaar den Cémplexen: a, =0, x, = 0, a =0., 

**) Die Gleichungen w=0, x=0 resp. y= 0, #=0 stellen die Directricen 
12 dar, weil sie den Gléichungen 2,0, a7 =0, 7,=0, a, =0 geniigen, ete. 
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w=0 fy=—0 w=0 (x=0 w=0 (x=0 
Ces a 4) [yon ie (6) {: fe, ete 
se a EE oe 
atmos (Ty 2Ze oft ire = fiz 
WS ccs Io cee Mr es OE 
“RE ca greg rts 
ee 
nee ee «oe 


die ersten 9 sind reell, die iibrigen 6 imaginiir. — Zugleich sieht man, 
dass aus einem Punkte waygz durch die Transformationen der 15 Con- 
gruenzen folgende Punkte hervorgehen: 


(12) w, we, =H (23) 2, Y z, w, 
(13) a, Fe "Fa — By (24) a, —Y; %, —wW, 
(14) 2, —y, —2, Ww, (25) y, — 2, w, —@, 
(15) y¥, —#, —, x, (26) y, sa, MPO ees 
(16) y, gz, w, z, (34) w, — 2, ¥, —2, 


(35) wv, — Wy, a, —Y, 
(36) z, a ie ie 
(45)2, w, #2 ¥Y, 
(46) xz, —w, —#, Y; 
(56)w, — a4, —y, g. 


Die 3 verschiedenen Flichen des TypusI. kénnen nun durch folgende 
Betrachtungen gewonnen werden. Zuniichst stellt die von Borchardt 
gegebene Gleichung des vorigen Paragraphen eine Kummer’ sche 
Fliiche (la) mit 16 reellen Knotenpunkten dar, bezogen auf ein be- 
liebiges reelles fundamentaltetraeder, etwa das Tetraeder 12, 34, 56. 
Denn da der Knotenpunkt w,2,y,2, noch beliebig im Raume sich be- 
wegen darf, kann er in Bezug auf irgend eins der 6 reellen Tetraeder 
die Coordinaten w, 2%, yy) 2, aufweisen, und dann ist die zugehdrige 
Fliche, bezogen auf dieses Tetraeder, durch jene Gleichung gegeben. 
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Je nachdem nun der Knotenpunkt w, 2,42) ein andere Lage im Raume 
einnimmt, fndert auch die zugehérige Fliiche ihre Lage gegen das 
Tetraeder 12, 34, 56. Um diese Aenderungen zu studiren, miissen 
wir ihre Schnittpunkte mit den reellen Directricen untersuchen; hier 
geniigt es, die Schnittpunkte mit einer Directrix 56, etwa: x = 0, 
y = 0, zu betrachten. Die 4 Schnittpunkte, es sind Doppelinflexions- 
punkte, sind dargestellt durch die Gleichung: 
4 lea Dc 4 

w + # = “ ee =e wz? =. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind alle 4 reell, wenn: 

Wo! + &o' — ot — Yo! > 2 (9? 2,” — ao? Yo”) 
ist, in allen andern Fiillen imaginiir; die Schnittpunkte der Direc- 
tricen 56 sind also reell oder imaginir, je nachdem diese Ungleichung 
erfiillt ist oder nicht. 

Von den F'lichen mit reellen Knotenpunkten kommt man zu solchen 
mit imagindren Knotenpunkten durch die Substitution: w’ = w, 2’ = ia, 
y =iy, 2 =s. Denn diese Substitution bezieht die urspriingliche 
Fliche Punkt fiir Punkt auf eine neue Fliche, welche wieder eine 
Kummer’ sche Fliche sein muss, da bei der Transformation das System 
der Fundamentalcomplexe ungeindert bleibt und die entstehende neue 
Gleichung ebenfalls reell wird. Auch sieht man sofort, dass jede 
Gerade der Congruenz 56 bei dieser Transformation in sich tibergeht; 
in welcher Weise dabei die Punktreihe auf ihr sich transformirt, soll 
uns nun weiter beschiftigen. Begniigen wir uns mit reellen Geraden, 
so ist eine soleche Congruenzgerade bestimmt durch ihre reellen Schnitt- 
punkte mit den Directricen 56, also durch zwei Punkte: w, 0, 0, 2 
und 0, w, y, 0; diese beiden Punkte bleiben bei der genannten Sub- 
stitution fest. Jedem reellen Punkte einer solchen Geraden mit den 
Coordinaten: w, Aw, Ay, 2 entspricht bei der Transformation ein 
imaginiirer Punkt w, iAv, idy, 2, jedem imaginiaren Punkt, dessen 
Coordinaten die Form haben w, iAw, idy, 2, ein reeller Punkt; allen 
iibrigen imaginiiren Punkten aber entsprechen wiederum imaginire Punkte. 
Da nun eine gestaltliche Untersuchung der transformirten Fliche blos 
von den reellen Punkten derselben abhiingt, so geniigt es bei der urspriing- 
licken Fliiche Punkte von der Form w, idx, idy, 2 zu betrachten, 
da ja nur solche Punkte durch die obige Substitution in reelle Punkte 
der neuen Flache iibergehen. Legt man nun durch diesen Punkt w, iA 2, 
idy, @ die bez. Gerade der Congruenz 56, so schneidet dieselbe die 
gegebene Fliche ersichtlich in dem conjugirten Punkte w, — idz, 
—idy, z Ausserdem schneidet eine solche Gerade noch in zwei 
weiteren Punkten, die reell oder conjugirt imaginir sein kénnen; im 
letzten Falle sind sie aber stets von der Form w, iux, iwy, 2 und 
Mathematische Annalen, XVIII. 10 
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w, —ivx, —iwy, 2, weil die Punkte paarweise harmoniseh zu den 
Directricen 56 liegen miissen. Ich behaupte nun, dass es nur dann 
Congruenzgeraden giebt, welche die Fliche in Punkten der beschriebenen 
Art schneiden, wenn die Schnittpunkte der bez. Directricen mit der Fliche 
reell sind. Denn der Uebergang von den Congruenzgeraden mit reellen 
Schnittpunkten (und solche giebt es bei der Fiiiche (la) ja immer) zu 
den genannten, wird nothwendig von den Geraden mit einem doppelt 
zihlenden reellen Schnittpunkte gebildet; fiir einen solchen Punkt 
muss aber offenbar 40 oder 4 oo werden, d. h. er muss auf 
einer der beiden Directricen liegen, womit die Behauptung erwiesen ist. 

Wir sind demnach zu folgendem Resultate gelangt. Man fiihre 
an der Gleichung der Kummer’schen Fliiche mit 16 reellen Knoten- 
punkten die Substitution w = w, 2 =—iz, y =iy, ¢ =z aus, und 
bilde also die Gleichung: 


wotavoto Taye (to*rete'teyrt eee) 
(tg? g?— I)? Bq*) (Wo*Yo' — Ly?Zq”) (Wo?Z>—Xy*Y") y? 


w'+2'+yt4 12 





+ Wo! +. Xo! — Yo! — #0" (w? a2 y2e2) 4+ wot + Yo! — Ao! — Zo! (w? y?+ 222%) > =0. 


Wo" Xo” — Yo" Zo" Wo" Yo* — Xo" Zo" 





4 4m 4g 4 
— tet OEM (wre? + ay?) 
Diese Gleichung stellt dann eine Kummer’ sche Fliiche mit 16 imagindren 
Knotenpunkten dar , welche reell oder imagindr ist (Flaiche (Ib) oder (Ic)), 
je nachdem: wy! + 2) — a! — yot > 2 (wy? 29? — ao? YQ”), oder nicht. 
Denn im ersten Falle schneidet die urspriingliche Fliche die Directricen 
56 in reellen, im zweiten Falle aber in imaginiren Punkten. 

Eine zweite Darstellung dieser Fliichen (Ia), (Ib) und (Ic) erhilt 
man, wenn man von der Flichengleichung mit den Constanten x,, 
%,***, %, ausgeht. Man gelangt zu der im vorigen Paragraphen 
aufgestellten Gleichungsform, wenn man das Tetraeder 12, 34, 56 
zu Grunde legt und diejenige Fliche mit 16 reellen Knotenpunkten dar- 
stellt, fiir welche die Indices der x mit den Indices der Liniencoordinaten 
Xy, %, +++, % tibereinstimmen. Die Fliache (Ia) geht nach den Er- 
drterungen des J, Abschnitts in die Flache (Ib) tiber, wenn man zwei 
aufeinanderfolgende x mit einander vertauscht, in die Fliche (lc) da- 
gegen, wenn man zwei gegeniiberstehende*) x, etwa x, und x,, unter 
sich vertauscht; macht man diese Vertauschungen in den Gleichungen 
der Flache (Ia), so erhilt man die Gleichung der Flache (1b) resp. (Ic), 
immer bezogen” auf das niimliche Tetraeder 12, 34, 56. Man iiber- 
zeugt sich hierbei leicht, dass die Coefficienten der so entstehenden 


*) Ich nenne 2 Gréssen x gegeniiberstehend, wenn sie von der Form x, und 
%o43 sind. ’ 
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Gleichungen (Ia), (Ib) und (Ic) ganz denselben Bedingungen geniigen, 
wie die bez. Coefficienten in der Borchardt’schen Gleichungsform. 
So kehren sich z. B. durch die Vertauschung von x, mit x, resp. x, 
mit x, die Vorzeichen von (w?a? + y’ 2?) und (w*y? + a2?) um, das 
Vorzeichen von (w*z? + xy?) dagegen bleibt erhalten und der Coef- 
ficient dieses Gliedes wird im ersten Falle > 4, im letzten aber < }. 
Die Gleichungen selbst kann man sofort anschreiben, wesshalb sie hier 
weggelassen sind, um Raum zu sparen. Ich habe hier nur noch 
Folgendes zu bemerken: Will man die Gleichung der Fliche (la) auf 
ein anderes reelles Fundamentaltetraeder beziehen, so hat man mit 
den Indices der Gréssen x dieselbe Permutation vorzunehmen, wie mit 
den Zahlen , die die Tetraeder repriisentiren; man gelangt also z. B. vom 
Tetraeder 12, 34, 56 zu dem Tetraeder 14, 52, 36, indem man 
%1, Koy Hz, %y, %, Xe ersetzt durch: %,, %,, %,, %), %3, % Von der 


Fliiche (1a) schliesst man leicht auf (Ib) und (Ic). 


§ 3. 
Typus II. 


Hier sind die Complexe x, und 2, conjugirt imaginiér zu nehmen, 
wiithrend x, und , reell, x, und xz, aber rein imaginir sind. Beziehen 
wir wiederum alle Gebilde auf das Tetraeder 12, 34, 56, so ergiebt 
sich folgendes von der Darstellung beim Typus I. wenig abweichende 
Gleichungssystem fiir die 6 Fundamentalcomplexe: 


= (Pio + Day) = (W, Hy — ByWy + Yy%_ — 2 Yo), 
1 1 

Ly= | (Diz —  Dgy) =F (Wy Ly — Hy Wy —  Yy2_ + Ye), 

t= (Pig + Pyr2) = (Wp Y2 — YW Wy + 2, Xp — Lh), 


1 1 
y= > (Pig — Pao) =| (MY2 — YrW2— 4 %_ Wy)» 


1+i : ; ; : 
ty (Pi4 — tPoy) = J (W, 2. — 2, W. — 12, Yq + 1Y, 2), 


1—? x 1 ‘ js 
i6= zr (Pig + tPo3) = j (Wy 2 — 2, Wy + 1X, Yo — VY, Lp). 


Die hier stehenden Gleichungen fiir z,, 7, ..., 5 lassen sich aber, 
wie man sich leicht tiberzeugt, aus den bez. Gleichungen des Typus I. 
ableiten, wenn man auf dieselben die Substitution: w=—jw', = 2, 
y=y,2=jz anwendet. Geometrisch gedeutet kann dieses Resultat 
dahin ausgesprochen werden: Es giebt eine imagindére Raumtrans- 
formation: w= jw, «=2,y=y', 2 =jz, welche das Fundamental- 
tetraeder 12, 34, 56 ungetindert lisst, wnd welche die 6 Complexe des 
Typus I. iiberfiihrt in die bez. Complexe des Typus II. Die unmittel- 
10* 
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bare Folge davon ist, dass auch die Linienflichen und die Directricen- 
paare des Typus Il. durch die niimliche Transformation aus den ent- 
sprechenden Gebilden des Typus I. hervorgehen, da dieselben ja die 
Durchschnitte von 3 resp. 4 Fundamentalcomplexen bilden. Wir erhalten 
also fiir die Linienflichen folgende Gleichungen: 


123, 456...2(wy — xz) = 0, 
124, 356...2(wy + w2)=—0, 135, 246...iw? + 22+ y2?+ ict =O, 
126, 345...2(wz +izy)=0, 136, 245...iw? —-2—y?+i22=0, 
125, 346...2(w2z—iry)=0, 145, 236...i0? —2?+ y? —iz2=O0, 
156, 234...2(wa2 — yz)=0, 146, 235...iw? + 2? — y?— iz?=—O. 
134, 256...2(w2 + yz)=—0, 


und fiir die Directricen: 


> fv =0 y=0 ba) w = 0 2 as 0 2=0 
(12) c—0™ a= yao * sie », (66) ne ea 


w-+2z=0 w— z=0 fet eno w— z=0 
(14) u. u. 
z—y=0 z+y=0 z+y=0 xz—y=0 
w+ y=0 jw— y=0 w+ y=0 jw— y=0 
(25) jut y= s y sof ry TE ck 
%—je=0 xr—je=0 x+jz=0 x+j2=0 
w+ t= jw— x =0 w+ x2 =0 jw— x = 
“ >  - ; (45 45) 1? + a J 
y —jz=0 ly +j2=0 ly tie e=0 ' ly —jz=0 
w+iz=0 w—iz=0 — 24 ve w —iz=0 
" a+iy=0 ™ x— iy=0 ) —iy=0 " £+iy=0 
et FO! fe an (Pte? feign 
aes jxa+e — " |ja— 2 =0 = jxz— 2=0 : jz+ 2=0 


w+jy=0 w—jx=0 w+jx=0 w —jxr=0 
a {; . a6) ft " {\ . 
jy— #=0 jy+ 2 =0 Jyt+ 2=0 jy— 2 =0. 


Die Transformationen der 15 Congruenzen aber machen aus einem 
Punkte wa yz die 15 weiteren: 


(12) w, “,—Yy, —82, (23) z, Y, 2, w, 
(13) &, ay ey” ar (24) oy a By ay Se, 
(14) s, —y, — 2, wW, (25) y¥, —itz, iw, — 2, 
(15) y, —tz, —iw, Z, (26) y, iz, —tw, — 2, 
(16) y, iz, tw, x, (34) 0, — a, : ie 


(35) 2, — iw, iz, —Y, 
(36) x, iw, — t2, ond 
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(45) a, iw, iz, Y, 
. (46) 7, —iw, — iz, Y, 
(56) w, — 2, — Yy, z. 


Man erhilt diese Tabelle, indem man zu den 16 Punkten des Typus I. 
die entsprechenden*) bildet und dann die Gréssen w und gz mit j 
multiplicirt. 

Kénnen wir nun von der Gleichung der Fliche (Ia) des Typus I 
auch direct auf die Gleichung (Ila) des Typus II. schliessen? Beginnen 
wir zunichst mit der Darstellung der Borchardt’schen Gleichungs- 
form. Aus der Gleichung der Fliche (Ia) erhalten: wir durch die 
Transformation w = jw’, z= v,y = y', 2 = je offenbar die Gleichung 
einer neuen Fliiche, welche jener Punkt fiir Punkt entspricht, also 
wiederum eine Kummer’sche Fliche vorstellt. Diese Fliche, obwohl 
imaginir, steht in derselben Beziehung zu den Fundamentalcomplexen 
des Typus II., wie jene zu den entsprechenden Complexen des Typus I.; 
speciell bilden ihre Knotenpunkte 16 zusammengehérige Punkte in 
Bezug auf die neuen Fundamentalcomplexe, deren Coordinaten sich 
aus den Coordinaten der Knotenpunkte von (fa) ergeben, indem man 
je die erste und vierte durch j dividirt. Aus der Gleichung dieser 
Fliche, welche bereits eine Fliiche des Typus II. ist, gelangt man also 
zur Gleichung der gesuchten Fliche, wenn man an Stelle des imaginiren 


0 


Knotenpunktes, >) Ler Yes ; und der davon abgeleiteten, den 


reellen Knotenpunkt: w,, %), Y, 2) mit seinen abgeleiteten einfiihrt. 
Fassen wir das ganze Resultat zusammen, so kénnen wir sagen: Man 
gelangt von der Gleichung der Fliiche (la) zu derjenigen der F'liiche 
(Ila), wenn man in der erstgenannten Gleichung die Grissen: w, x, y, 2 
und Wy, Zo, Yo» %o ersetet durch jw, 2, y, j@ und jw, Ly, Yo, Jey 
Es ergiebt sich also fiir Ila die folgende Gleichung: 
eee 
_9 Wys XL Yo*o | (wo? + 22) 2 4- (ay? wd} {( Wo P— 292)* + (ay? —y} 


— wWxYye 
(og? My — Yo? 2g?) (Wo® Yor — Xo" 29") (w, 2° Xo 2 Yo") y 


4 tol — tol Yo" —%' (w? a?-t-y222) + 0" — Yo! +29! — Zot ~ (w?y?-a? 2?) 


: 2 
Wo? Xo” — Yo? Zp” Wy? Yo® — Ho? Zo" 





| 
- 








a Wo' + 2'-+ 2 +y0' (w 22+? y?) 


Wy? So? + Xp) zy) 2 
Diese Gleichung gestattet auch sofort die Gleichung der Fliche (IIb) 
anzuschreiben. Macht man nimlich ganz analoge Betrachtungen, wie 


*) Die entsprechenden Punkte von: w, 2, y, 2; 2, y, —x”, —w ete. sind: 


= ap i on Se le 
i’ ee ee J 3 ° 
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beim Uebergang von (la) zu (lb), so sieht man, dass aus der Flache 
(Ila) die Fliche (I[b) hervorgeht, wenn man die Transformation :*) 
w=w, x=ix, y=y, «=i ausfiihrt, welche die Geraden der 
Congruenz 34 einzeln in sich transformirt, 

Die Gleichungsformen mit den Constanten x lassen sich ebenfalls 
unmittelbar angeben. Wendet man auf die Gleichung der Flache (la) 
wiederum die Substitution: w=—jw', c=—2’, y=y', 2=jz an, so 
erhalt man die Gleichung einer Flaiche, welche sich auf die neuen 
Fundamentalcomplexe bezieht und zu einem confogalen Complexsystem: 

a? 2 x2 
og See = Be ao 


7+ — ae ; = 0 gehért, dessen Constanten 


%1) %oy°**y %;, % alle reell sind. Nimmt man also nur x, >x, >, > %, 
reell, x,, *, aber conjugirt imaginiér, etwa x, = uw, + iu, und 
%_ ="; — tu,, so erhilt man die Gleichung der gesuchten Fliiche (I1a) 
in der Form: 
—w'+a2t+y!—ae! 
4X (%g-+-%4—2us) 34 (2 MW y-—Hy—Hg)-F (Us? Mg?) (Hy He ~Ug—%4) 
4 Sital tert ne See) bares nr—ee) + 
(%4—%g) (%3—%4) 2, 


My—bs) (%4—Ws)tHs® (99 92 1 92 92> 
Ee eee) 


WLY & 





= 4 rts) ata ee aot y? + a2?) 
gp (%1—H5) (Ha—%4)-+ (41 —4) (Ha—) 
+3 (%y—%g) (x3 —4) 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich die Fliche (IIb) durch Vertauschun 
g erg g 
von *, mit %,. 














(w? 2 a xv y’) 


§ 4. 
Typus III. 
Die 6 Fundamentalcomplexe sind: 
y= (Pipa Py) = (Wy — Wy + IY, %_ — 2%), 


= : (Pi2— Ps) = ~ (WH, — LW, — Yy2_ + 2,42); 
Ly = J (Pig — War) = J(MY2 — YW, — 12, 2, + t2, 4), 
. he 5 (Ps + tp.) = ; (0, Y. — YW, —%2,%, — 14,2), 
Ly = J(Pig — tBo3) = J (Wy 2, — 2, — X,Y, + 1Y, 22), 


1 P 1 : ; 
yer (Pu + ‘P2s) wag (W, 2, — 2,W, + 1%, Y, — ty, L). 


*) Eine solche Transformation kann niemals eine ganz imaginiire Fliiche 
liefern, wie beim Typus I., da die Directricen 34, ebenso wie alle andern 
reellen Directricen, die Fliche Ila stets in reellen Punkten schneiden, ganz ab- 
gesehen von der Lage des Punktes wy xy yy %. 
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Diese Gleichungen gehen aus den bez. Gleichungen des Typus I. hervor 
durch die Substitution: w= iw’, «= 2, y=jy’, 2= jz’. Die gleiche 
Substitution liefert daher die Gleichungen der Flaichen 2. Grades, sowie 


der Directricenpaare. Sie sind: 


123, 456---2(twy—az)=—0, 
124, 356---2(iwy+ax2) =0, 135, 246 .--—w?+ 2? +iy?+i22=0, 
126, 345---2(iwz—ay) =0, 136, 245 .--—w?— 2? —iy’?+i22=0, 
125, 346---2(iwe+ay)=0, 145, 236 ---—_ w?—2?+iy’—ize2=0, 
156, 234---2( wa—yz) =0, 146, 235 --- —w? + a*?— iy’—iz?=0, 
134, 256---2( wa+yz)=0, 
beziehungsweise: 
,, Ju=0 y =0 . woe % == - w=0 x =( 
(12)) =o ™ | s—0 (3 y= o™ iso ©) ,~0™ toe 
jw+ z=0 mela [jute = ene Ate s=(0 
14 : 23 
\ r z—jy=0™ | etjy—o ©) | atijy— =o" x —jy=0 
on, Mt yY=9 fjw— y=0 jwu+ y=0 eS ee 
5) {78 x—je=0 “4 r+j2=0 (16) at+je=0" L—je=0 
(36) (yao r= oe ysis ¢==( a5) {"" w+a=—0 1m r=0 
: u. 
y+ s=0 y+ 2=0 oe aan 
w wW—jz= w+ jze=0 w—je=0 
as) +je= u f° —¥ a +j w{ j 
t+ijy=0 % —tjy=0 x—ijy=0 “ | a+ijy=0 
w+jy=0 w—jy=0 w+jy=0 w—jy=0 
a5) * —ije=0 " uf x +ij2=0 (26) “x+ijez=0 i L—ijz—=0 
. : w+ r=0 w—i c=0 w+ z=0 { w— z=0 
6) y+is=0 y—is—0 46) * —is=md ™ | ytioed 


Aus einem Punkte w x yz gehen dabei durch die Transformationen der 
Congruenzen die 15 weiteren Punkte hervor: 


(12) w, re he Rs 


(13) 2, ty, — 2x, —iw, 
(14) 4, —iy, — 2, iw, 
(15) y, —tz, —w, x, 
(16) y, is, . iw, a, 
(35) a, Ww, 
(36) x, —w, 





(45) xz, —w, 


(23) 2, ty, “, iw, 
(24) 2, — ity, “L, —tw, 


(25) y, —iz, iw, — @, 
(26) y, iz, —iw, — @, 
(34) WwW, — @, Pa Ms 
iz, —ty, 

—ts, —ty, 


ig, ty, 
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(46) x, w, —iz, iy, 

(56)w, —2, -- y, g. 
Um die Gleichung der Filiiche (III) aus der Gleichung (Ia) ab- 
zuleiten, fiihren wir an der letzteren zuniichst die obige Substitution 
aus. Dann -erhalten wir eine Fliiche mit dem Knotenpunkte: -, Lo, 


Yo 
J 
Knotenpunkt einen reellen ein, so kommt die gesuchte Gleichung. 
Die Fiche (1N1) geht also aus der Fliiche (1a) hervor durch die gleich- 
zeitige Substitution von: w =iw', r=2', y=jy', c=j2 und wy=iw,, 
Lo=Loy Yo=IVo> 2 =I)% 3 eS kommt: 


w+ a2'—y'—2z!' 
5 WoitoYory { (toy? — ay*)*+ (yo? 2y2*} { (e042 2e9%)*+ (ys? — 2%)*} 


: Fi setzen wir alsdann in der neuen Gleichung fiir den imaginiiren 


. peu ‘ wWLYZ 
- (wy? ag? — Yo? y®) (wy? Yo + Xo? 25?) (2, 5 hay y.*) y 
w LA+ Yo'+ 2t, 4» 9 cas 
ae aaa a > (w? v* + y? 2*) b==(), 


w,4 — Yo! — Xo'+ Zo! 2 2 
= w? y? — x? 2? 
We Yo + Xo" zo ( y’ ) 
Wo' — 2p! — Xo *+y0' 
w,* 2,* + Xy* Yo" 
Die andere Gleichungsform der Fiche (III) wird aus der zweiten 
Form der Fliiche (Ia) erhalten, indem man ebenfalls die genannte 
Substitution auf die Variablen anwendet, und fiir die Constanten die 
Voraussetzung macht, dass x, und x, reell, x, =u,-+-iu,, x,—u,— in, 
und x,—=u,-+iu,, %,—=p",—iu, werden; so ergiebt sich: 


pg Mata 2 2s) Elna Feat) (2 saya) “F (sf te) (nr ta Feta) 09 a yg 
(%;—%g) +2 Wg +2 We 











(w? gt xy") 


én (us 7 #s)*+4.2+ le? 





2 2 2 g2 
ae oN (w? x? +- y? 2") ==. 


44 (%4— 5) (%#2— Ms) ee? (wy? 


2 Ug * (%4— XQ) 


(%4— U3) (%#2—ms) +? ’ 
+4. i ate oe Ms (w? 22 a? y?) 


ned x? 2") 





§ 5. 
Typus IV. 
Hier sind die Fundamentalcomplexe paarweise conjugirt imagiuniir, 
haben also die Gleichungen: 


Ly = (Pyp — ty) = = (WL, — XW, — ty, 2, + 12, y), 
1 . 1 A * 
By = | (Pro + Day) = | (Wy Hy — 2, W, + ty, 2, — 14, Yo), 








MMe: 
we | 
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Dir 
123. 
124 
126 
125 
156 
134 
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Ly = (Dig — Wyn) = (Wy Yo — Yy Wy — 42, % + ia, 2,), 


1 . 1, ° ‘ 
Uy = | (Dis + tPyo) = | (MY. — YW, + 14, %, — ix, 2), 


ib- 
on t= (Dig — tag) = (Wy, 2, — 4, W, — tayo + iy, a), 
1 . 1 : , 
von &y = = (Pu + tp) = “(Wy Hy — &,W, + 12, Y. — iy, He). 
<4 IMese Gleichungen lassen sich aus den entspreche:uwen des Typus I. durch 
is: ie Substitution: w= iw', «=2', y=y', 2=<2' ableiten. Die gleiche 
ch Substitution liefert fiir die hierher gehdrigen Linienflichea und 
o> Directricenpaare die Gleichungen: 
123, 456-.-2(iwy—a2)—=0, 
124, 356---2(iwy+a2)=0, 135, 246---— w?+ a? +y’?+22=0 
126, 345--.2(iwe—avy) =0, 136, 245---  w?+-a?--y’— 22 =0, 
0 125, 346---2(iwe+ay)=0, 145, 236---  w?+a?—y’?+22=0, 
; 156, 234.--2(iwa--yz)=0, 146, 235---  w?—a?+y?+22=0. 
134, 256---2(iwax+yz)=0, 
respective : 
- =() w=O0 z=0 w=—=0 r=0 
ei mK op € en 
wef OMLemo™ (Eo Ohfymo foo O20 «fico 
lie iw+ z= iw — 2=0 tw+ ze=0 w—-s= 
: (1 ais me mI ~ (23) 4 u. 
ty at y=Q t+ y= Z— y=0 
* Sf = iw— y=0 iw+ y=0 iw— y=0 
u. (16) u. 
Z=s t+ z= r+ z=0 z— «<=0 
iw+ z=0 iw— x=0 iw+ x«=0 iw — r=0 
(i “t + u. | (45) u. 
. y— 2<=0 "| y+ «=0 y+ z=0 y— e=0 
w+ z=0 w— z=0 w+ z=0 w— z=0 
u. “ (24) ‘ u. , 
xr+iy=0 “z—iy=0 ‘| 2—ty=0 x+iy=0 
w+ y=0 w—-y=0 | w+ y=0 w-- y=0 
% 7 See Me ee eee 
| «—iz=0 utiz L+-iz= bol L—tz=0 
w+ t= w— r=0 w+ rz=0 w— t= 
(35) { * ail mete N (46) i 7 * SP 
lL ytiz= ad y—iz=0 y—iz ytiz=0. 


Aus einem Punkte w xyz gehen durch die Transformationen der 15 
Congruenzen folgende Punkte hervor: 


(12)w, «£, —y, —4&, (23) 2, iy, iz, —w, 
(13) 2, iy, —iz, Ww, (24) 2, —dy, iz, Ww, 
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(14) 2, —iy, —ix, —w, (25) y, —iz, —w, —iz, 
(15) y, —iz, @, 2, (26) y, tz, w, —tz, 


(16) y, iz, — W, ix, (34) w, — 2, Y¥, — &, 

(35) x, Ww, iz, —ty, 
(36) xz, —w, —is, —ty, 
(45) a, —w, is, iy, 
(46) 7, w, —is, ty, 
(56) > ~—-& —. &. 

Uebrigens folgt: 

Die Kummer’ schen Flichen des Typus IV. gehen aus (1a) hervor, 


indem man gleichzeitig w und w, durch iw und iw, ersetzt. Thre Glei- 
chung wird also: 


WoYoXo%o Tle. (wy?— 8%*—e ‘yor— £8 22) 








4 4 4 4 9 - Sit. nin. 
7 + a! + y 7 . + © (Wg?aq?+-Y/9%Zq?) (Wg? Yo? FX 229?) Wo2Zy*-+-2y7Yo") hi 
__ Wo +0! — Yo'—2o! (4.9 2 92 2) __ Wo + Yo'—Xo'— 20! (4242 2 92) § = 0 
Wo? ao? + Yo? Zo" er? Wo? Yo" + Xo Zo" i incl 
_ Wo' ++ Zot — ao — Yo! (2 0 292 . 
Wo? Zo" + Xo" Yo* aiid 





Diese Gleichung muss sowohl die Fliche (I1Va), wie auch die Flache 
(IV b) darstellen, und wir haben noch die Frage zu beantworten, wann 
das eine, wann das andere -intritt. Wir benutzen wieder die Schnitt- 
punkte mit den reellen Directricen, um diese Frage zu entscheiden. 

Bei der Flache (IVa) schneidet nur je eine Directrix aus den 3 
Paaren 12, resp. 34, 56 in reellen Punkten, bei der Flache (IV b) giebt 
es natiirlich tiberhaupt keine reellen Schnittpunkte. Da die reellen 
Directricenpaare gleichberechtigt sind, indem die Schnittpunkte gleich- 
zeitig reell oder imaginir werden miissen, so miissen sie alle zu den- 
selben Bedingungsgleichungen hinfiihren. 

Wihlen wir also ein beliebiges Directricenpaar aus, etwa: 12, 
d. h. w = 0, « = 0 resp. y = 0, ¢ = 0; sie schneiden die obige Fliche 
in den Punkten: 


A = f—ctye—1 resp. ~ =e Vc +/Ve—1 ‘ 





wobei 
Wo! + Lot — Yo — 20 


mat 2 (Wo? o? — Yo? By") 





Die Schnittpunkte mit einer der beiden Directricen 12 sind demnach 
reell, wenn c? > 1 ist, oder wenn — 


(wg! + ot — Yo! — Bq')? > 4( wy? aX? + Yq" 20”): 


Fiihren wir diese Ungleichung etwas weiter aus, so geht sie iiber in: 
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(— Wy? + hy? + Yo? + 297) (Wy? — Ly? + Yo? + 27): (Wg? + Uy? — Yo? + 2") 
(9? + y+ Yo? — %?) < 0. 
Sind also von diesen 4 Factoren 3 positiv*), der vierte aber negativ, 
so stellt die obige Gleichung eine reelle Fliiche vor, sind dagegen alle 
4 positiv, so wird die beziigliche Fliche imaginir; im ersten Falle 
liegen die Knotenpunkte innerhalb einer der 4 reellen Fundamental- 
flichen, im zweiten Fall aber ausserhalb aller. Es stimmt dies genau 
mit den Resultaten des vorigen Abschnitts iiberein. 
Als zweite Gleichungsform der Fliiche (1Va) findet man, indem 
man die x paarweise conjugirt imaginir nimmt, und also x, = 
Ht, + tu, etc. setzt: 











wo! -fattytfat 
(es? e*) (ts — ss) (eg? a?) (as — hy) + (es? + oe?) (hy — Bs) ways 
Hela 
— (ts— ts? +oetee (wa? — ye?) — (as—- Hy) e+e? (to? y?— 2222) r= 0. , 
Mas Mele ; 
(i Hs)? ae? +a? (we? —ar2y?) 
Mel } 


Dagegen ergiebt sich fiir 1Vb, indem man: 


. gor, 
x, = rer %, = — Fp 
1 1 ’ 2 "1 ii 
%=reh, 4, <= — + Gig: 
2 4 T. ’ 
= i Ps = — to i 
x, =r, e?, Xe el dalek 
$ 


annimmt, nach Heraufmultipliciren des Nenners, die folgende Glei- 
chung: 


wi atty+e) (n+ Mt rts.) 
—8{(r+5)sin(p.— 95) + (72-7) sin (9: ~ 9) 
+(rs—;,)sin(p, — 92) waye 
—2(n+F) {2 (o—F) + 4e0(9.— a) (wat v8 
—2 (+5) {(%s—z) (1 F) +4 08(P— 9y)} (wry? — 2%) 
—2 (rs +5) (iz) (2— g) +4 008 (91 — 90) (we? — 2?) 





*) Es giebt bloss diese eine Méglichkeit, da nicht gleichzeitig 2 der genann- 
ten Factoren negativ werden kénnen. 




























Die Gleichungen der Linienflichen. 


Wir beschiiftigen uns hier noch mit der Aufstellung der Gleichungen 
der 7 Linienflichen, welche wir zu Ende des II. Abschnittes auf- 
Diese Gleichungen erhalten wir aus den Gleichungen 
der Kummer’ schen Fliche, indem wir fiir die Coordinaten der Knoten- 
punkte solche specielle Werthe einfiithren, dass dieselben paarweise — 
Im Falle der Flaiche (Ia) hat ein Knotenpunkt die 
Coordinaten w,, %, Yo, 2, er fallt mit dem Knotenpunkte — w,, 
— Xp, Yo. Zo ZUSaMMeN, Wenn Wir: cw, = 2% =O setzen. Fiihren wir 
zunichst die Substitution cw, =, und alsdann die weitere: x, = 0 
aus, so ergiebt sich als Gleichung der Linienfliche mit 8 reellen Cuspidal- 
punkten und den Doppelgeraden w=0, x =0, und y=0, 2 =0 


gestellt haben. 


zusammenfallen. 


(20? y? + a2?) (c? yy? — 29) + (w?2? + a? y*) (yy? — C2”) 
+ 2waryz oC ye" - 


Diese Gleichung stellt ein ganzes Biischel von Flichen mit den nim- 
lichen Cuspidalpunkten dar, wenn man c alle méglichen Werthe beilegt; 
zu ihm gehéren doppelt ziihlend 4 Hyperboloide, entsprechend den 


Werthen: ¢ = + = resp. ¢ = + Ms . Stellen wir namlich die Glei- 


chung der Tangentialebenen in einem Punkte y, z der Doppelgeraden 
w= 0, x = 0 auf, so ergiebt sich: 

— £42 (eo! — yo!) + Vigo! a8) y*2*—(y' +2) yo? Zo V(c* yo? — 20?) (Yo? — CA") 

Yoo | 2* (c* Yo? — 20") + y*(Yo* — C20") | 

Verschwindet die erste Wurzel, so fallen die beiden Tangentialebenen 
zusammen, und der betr. Punkt ist Cuspidalpunkt, dies giebt die 4 
Punkte y= y,, z= +4, und y= 4%, z= +H. 
zweite Wurzel, so fallen die beiden Tangentialebenen fiir jeden Punkt 
der Doppelgeraden zusammen, wir erhalten alsdanu die 4 doppelt 
zihlenden Hyperboloide des Biischels, entsprechend den Werthen: 








Verschwindet die 


c=+ ™ resp. ¢ = 

, — % 
Wenden wir jetzt auf die obige Linienfliche die Transformation: 
w=w, av =ixz, y =iy, 2 = an, (es ist dies die nimliche Trans- 
formation, welche (la) in (Ib) resp. (Ic) iiberfiihrt), so finden wir die 


(wy? 4- 2? 2?) (cy? — 297) — (w?2? + ay?) (y9? — 674”) 
‘ C(yo' — Zo") 
+ 2waryz 7 
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Bilden wir wiederum die Gleichung der Tangentialebene in einem 
Punkte der Doppelgeraden w = 0, « = 0, so kommt: 

X __ eye (eo'— yo) Viyo' 20!) y2 2? + (y! E24) yo? ec? Ve yo? — 20%) (yo?— C820") 
= 


Yo%o [2* (c* yo? — 20%) —y* (yo? — 8 %?)] 
Wir sehen, die erste Wurzel verschwindet nicht fiir reelle Werthe von 
y, 2, d. h, es giebt keine reellen Cuspidalpunkte. Wenn also: 


c? (yot + 29") > (cf + 1) y?%?, 


so durchsetzen sich lings der Doppelgeraden zwei reelle Mintel, im 

entgegengesetzten Falle sind die Doppelgeraden isolirt. Wir kénnen 

uns demnach kurz so ausdriicken: Die Linienfliche mit reellen Doppel- 

geraden und imagindren ee ist reell oder ~ imaginar, 

je nachdem c * ewischen oo und ~ —, resp. — io und — a gelegen ist, 
0 


oder nicht. Es stimmt on vollstindig damit tiberein, pty die 4 Hyper- 
boloide, welche dem Biischel von Linienflichen angeblieen, die Ueber- 
gangsfille bilden, indem in der Grenzlage die Erzeugenden der 
Linienflichen paarweise zusammenfallen, um dann conjugirt imaginiir 
za werden. 

Die Gleichung der Linienfliiche mit nur 4 reellen Cuspidalpunkten 
wird man aus der Gleichung der Fliche (Ila) erhalten, wenn man 
dort: cw, = % = 0 setzt; dann werden w=0, x =O die beiden 
Doppelgeraden. Die Fliiche wird dureh die Gleichung: 


(uty? ate) (Cty? + at) — (wre? — aty®) (ys? — ea? 
€(Yo' + 2) 0 
=> 


— 2waryz 
, Yo%o 


und die Tangentialebenen in einem Punkte der Doppelgeraden w = 0, 
= 0 durch die Gleichung: 





X __ cy 2 (Yo'+ 40) +Viyo'— 20") y*2* + (y'— 2!) yo? 20° Vieyetae ) (yo? — @ £0?) 
W Yo% (2? (c? yu? + 20*) FY? (Yo? —¢*s,*)| 


dargestellt. Die erste Wurzelgrésse zeigt, dass uur noch zwei reelle 
Cuspidalpunkte existiren, niimlich: y = 2), 2 = + 2; aus der zweiten 
Wurzelgrésse erkennen wir, dass das Biischel von Linienflichen nur 
noch zwei reelle Hyperboloide enthilt, entsprechend den Parametern 


C = -+- Yo, wie das nach den friiheren Erérterungen auch sein muss. 
— 


Eine Linienfliiche mit conjugirt imagindren Doppelgeraden erhilt 
man aus der Kummer’schen Fliiche (la), wenn man die Knotenpunkte 
derselben paarweise auf den Directricen 46 zusammenfallen lisst. Zu 
diesem Zwecke machen wir in der Gleichung (Ia) die Substitution: 
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Wy — i, = e(%) — iyo) = 0, dann kommt als Gleichung der Linien- 
fliche*) : 
2 2\2 2 2\2 9 _— 2 __€% 9° — Yo* 
(w + a") + (y + x ) + (wy #8) Xo Yo (CYo — Xp) 
Pear 2 & > +y>  __ 
2(we + «y) Ly Yo (CY + Ly) vans 
Diese Gleichung stellt wieder ein ganzes Biischel von Linienfliichen 
dar, und es soll nachgewiesen werden, dass die Flichen des Biischels 
zum Theil reell zum Theil imaginiir sind. Als Grenzfille der Flachen 
des Biischels treten die 4 zu dem Biischel gehérigen Fliichen 2. Grades 


auf, entsprechend den Parametern c = + * und c¢ = -++ 2. Far 
° 


c—— kommt die imaginiire Fliche 2. Grades 135, 246 : we? + 2? 
+y+ ‘2 = 0; die Linienfliche muss also beim Passiren dieser 
Grenzlage imaginir sein. Fiir c= > kommt das Hyperboloid 
123, 456: wy — xz =0; da nun die Cuspidalpunkte paarweise auf 
reellen Geraden der Congruenz 56 liegen, so wird in der Grenzlage 
die Linienfliche zwei Streifen**) des Hyperboloids doppelt tiberdecken, 
sie ist also beim Durchgang durch dieses Hyperpoloid reell. Fiir 
c= — > resp. ¢ = Yo. kommen die Hyperboloide wz + zy = 0 resp. 
0 


w? + 2? —y? — 2? = 0, die Linienflache tiberdeckt in den Grenzlagen 
die ganzen Hyperboloide doppelt, so dass sie beim Durchgang durch 
eins derselben imaginir wird. Wir haben somit ein Resultat ge- 
wonnen, das sich folgendermassen aussprechen lisst: Markirt man 


. . x . 
auf einer Geraden die 3 Punkte +%, = » und ausserdem einen 
0 0 


vierten entsprechend dem Parameter c, so wird die zugehirige Linien- 
fltiche reell sein, wenn die Punkte — %° wnd c durch die Punkte %- 
Lp a 
und — = getrennt werden; im andern Falle ist sie imaginiir. 
0 


Es eriibrigt noch die reelle Linienfliche mit conjugirt imagindren 
Doppelgeraden und nur einem Mantel aufzustellen. Man geht dabei 
von der Flache (IIa) aus und lisst ihre Knotenpunkte paarweise zu- 
sammenfallen in den Directricen 13, indem man setzt: 

w—iz=(%—iy)c=0. 





*) Die Gleichung der Tangentialebenen in einem Punkte der Doppelgeraden 
w= tx, 2=ity wird hier: 








W-iX _ C’Xo! — yo) cyt V (x4 yo!) 2 vy? — (a* + y ")s Xo*y 0 V(c2y,? a? (yo? — Car Cary?) 





Z-iY~ By Yo ly? (C* x9? — yo?) — x* (c* yy? — a*)] 
**) Vergl. den § 6. des Il. Abschnitts. 
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Gestalten der Kummer'schen Fliiche. 


Es ergiebt sich dann als Gleichung dieser Fliaiche: 
; 2 2)2 __ (ap? LL 92)2 2 __ C%%>— Yor 
(2? +)? — (wt + 2)? + Awa + ye)? 
_ H+" 6 
Yo% (CYo — %o) , 
Dem Biischel dieser Linienflichen gehéren nur noch 2 reelle Flichen 
2. Grades an, nimlich: (wy — 2z)=0 und (wx+yz)=—0, ent- 


—- 2(wy — xz)? 


sprechend den Parametern c = = und ¢ = — =. Die beiden iibrigen 


0 v 

Flichen 2. Grades durch die Directricen 13 haben imaginiire Glei- 

chungen und werden fiir imaginiire Werthe des Parameters erhalten, 
nimlich fiir ¢c = +i ¥e. 
‘ 0 

Hiermit sind die simmtlichen Gleichungen der 7 von .einander 

verschiedenen Linienfliichen aufgestellt; man kann alle aus der Fliche 

mit 8 reellen Cuspidalpunkten ableiten durch Anwendung imaginiirer 


linearer Transformation, wie das bei der Darstellung der Kummer’ schen 
Flichen geschah. 


Leipzig, Anfang Januar 1881. 











Bemerkung tiber Flachen vierter Ordnung. 
Von 


Fevix Kiem in Leipzig. 


Im Anschlusse an die vorstehende Abhandlung des Herrn Rohn 
hat vielleicht die Bemerkung Interesse, dass man eine Fliiche vierter 
Ordnung construiren kann, welche aus neun getrennten Theilen besteht, 
von denen einer ringartigen Zusammenhang aufweist. Zu dem Zwecke 
denke man sich eine ebene viertheilige Curve vierter Ordnung, von 
der wenigstens ein Oval eingebuchtet ist und also eine Doppeltangente 
zuliisst. Diese Doppeltangente verschiebe man ein wenig, so dass sie 
das betr. Oval viermal schneidet, und spalte sie dann in die beiden 
Aeste einer sehr steilen Hyperbel, wo nun jeder Ast vier Schnittpunkte 
mit dem Ovale besitzen wird. Sodann betrachte man die Curve vierter 
Ordnung als Schnitt der Ebene mit einem orthogonalen Cylinder vierten 
Grades, die Hyperbel als Schnitt mit einem sehr flachen zweischaligen 
Hyperboloide. Der Cylinder schneidet dies Hyperboloid in 10 Ovalen, von 
denen 8 der einen Schale angehéren und getrennt von einander liegen, 
wihrend die 2 iibrigen Ovale sich auf der anderen Schale befinden 
und das eine von ihnen das andere einschliesst. Es sei nun gm = 0 
das Hyperboloid, #0 der Cylinder und dabei % mit solchem Vor- 
zeichen genommen, dass es innerhalb der 4 Ovale der urspriinglichen 
Curve positiv ist. Dann stellt cffenbar 

y= 22 gy 
fiir unendlich kleine Werthe von 4 eine Fliche vierter Ordnung der 
gewollten Art dar. 


Leipzig, 5. April 1881. 
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Ueber eine mit den Kugel- und Cylinderfunctionen verwandte 
Function und ihre Anwendung in der Theorie der Elektricitits- 
vertheilung.*) 


Von 
F. G. Mester in Elbing. 


Mehrere Aufgaben der mathematischen Physik besitzen die Eigen- 
thiimlichkeit, dass, wihrend ihre Lésung im Allgemeinen auf der An- 
wendung der Kugelfunctionen beruht, in gewissen Grenzfiillen an die 
Stelle dieser die zuerst von Fourier und spiiter besonders von Bessel 
untersuchten Functionen**) eintreten miissen, fiir welche Herr Heine 
den Namen Cylinderfunctionen vorgeschlagen hat. So wird das Problem 
der Elektricitiitsvertheilung auf zwei véllig von einander getrennten 
Kugeln, in der Regel wenigstens, mit Hiilfe der Kugelfunctionen ge- 
list. Die specielle Aunahme, dass die Kugelfliichen einander bis zur 
Beriihrung genihert werden, bewirkt, dass bei gleicher Methode in 
der Behandlung des Problems statt der Kugelfunctionen die Cylinder- 
functionen verwendet werden miissen. Fiir die genaue Erkenntniss der 
Natur dieses Zusammenhanges ist es von Wichtigkeit, auch den dritten 
noch mdglichen Fall in Betracht zu ziehen, nimlich denjenigen, wo 
die Kugelfliichen sich durchdringen und der Kérper, auf dem die 
Elektricitaét sich verbreitet, von zwei Kugelcalotten mit gemeinschaft- 
lichem Rande begrenzt, im Allgemeinen also von linsenférmiger Gestalt 
ist. Hier spielen, wie ich in einem im 68. Bande von Borchardt’s 
Journal abgedruckten Aufsatze gezeigt habe, weder die Kugel- noch 
die Cylinderfunctionen eine Rolle, sondern es tritt an ihre Stelle eine 
dritte Gattung von Functionen, welche daher zu jenen beiden die noth- 





*) Aus dem zu Ostern 1870 ausgegebenen Jahresbericht des Gymnasiums zu 
Elbing. 

**) Von neueren Arbeiten itiber dieselben erwiihne ich: C. Neumann, 
Theorie der Bessel’schen Functionen, Leipzig 1867. — E. Lommel, Studien iiber 
die Bessel’schen Functionen, Leipzig 1868. — Heine, Die Fourier-Bessel’sche 
Function. Borchardt’s Journal Bd. 69. — Hankel, Die Cylinderfunctionen 
erster und zweiter Art, Mathematische Annalen, Bd. I, Heft 3. 
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wendige Ergiinzung bildet. Der gemeinsame Ursprung dieser drei Arten 
von Functionen ist in analytischer Hinsicht wesentlich dadurch charak- 
terisirt, dass alle drei derselben Differentialgleichung geniigen, mit 
dem alleinigen Unterschiede , dass die in dieser vorkommende Constante, 
welche fiir die erste Art eine positive ganze Zahl ist, fiir die zweite 
unendlich gross wird und fiir die dritte einen imaginiiren Werth mit 
dem reellen Theil —'/, annimmt. Es findet hier also eine analoge 
Beziehung statt, wie zwischen den drei Arten von Kegelschnitten , der 
Ellipse mit der endlichen reellen, der Parabel mit der unendlich grossen 
und der Hyperbel mit der imaginiiren Hauptaxe. Und diese Aehn- 
lichkeit ist keine blos zufillige. Die Kugelfunction vermittelt die 
Lisung der Aufgaben iiber Elektricitits- und Wirmevertheilung nicht 
nur fiir die Kugel, sondern, wie allgemein bekannt, auch fiir das ver- 
lingerte und abgeplattete Rotationsellipsoid; die Cylinderfunction leistet 
dieselben Dienste nicht nur fiir den Cylinder, sondern, was weniger 
bekannt zu sein scheint, auch fiir das Rotationsparaboloid; die dritte 
Function endlich findet ihre Anwendung bei dem Kegel und dem zwei- 
fachen Rotationshyperboloid. Da ihr Auftreten bei dem Kegel ein be- 
sonders einfaches ist, so wird man sie, falls ein besonderer Name er- 
forderlich ist, Kegelfunction nennen kénnen. Ich habe das einfache 
Rotationshyperboloid unerwihnt gelassen, weil die Untersuchung des- 
selben noch nicht vollstiindig durchgefiihrt ist, wenngleich ich mich 
hinlinglich iiberzeugt habe, dass hier die Loésung aus denselben Func- 
* tionen, nur in anderer Combination, zusammenzusetzen ist. Auf den 
folgenden Blittern werde ich mich fast ausschliesslich auf Darlegung 
der einfachsten Kigenschaften und Anwendungen dieser Function be- 
schriinken; der letzte Paragraph wird als Uebergang zu den verwickel- 
teren Aufgaben angesehen werden kénnen, die ich bei anderer Ge- 
legenheit zu behandeln gedenke. 

Es kann noch daran erinnert werden, dass es, ohne an der Sache 
etwas Wesentliches zu fndern, gestattet ist, die hier in Betracht 
kommenden Flaichen durch Anwendung des Princips der reciproken 
Radienvectoren (vergl. § 2.) in andere umzuformen, welche den Vortheil 
gewahren, dass sie allseitig geschlossen sind. So kann z. B. das 
Rotationsparaboloid durch die Fliche ersetzt werden, welche durch 
Rotation der Cardioide um ihre Axe entsteht. 


§ 1. 
Die Vertheilung der Elektricitit auf einem Kegel unter dem Einfluss 
diusserer Krafte, die in der Axe desselben ihren Sitz haben. 
Es seien r, #, m die Polarcoordinaten eines Punktes im Raume, 
mit den rechtwinkligen x, y, 2 durch die Gleichungen «= r cos 4, 
y=rsin ?cosg, 2=—rsin #sing verbunden, und die Intervalle, 
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innerhalb welcher sich r, #, g zu bewegen haben, damit alle Punkte 
des Raumes erschépft werden, seien der gewdhnlichem Annahme ge- 
miss durch die Grenzen 0 und oo, 0 und a, 0 und 2m festgestellt. 
Jeder Punkt erscheint dann als der Durchschnitt von drei sich recht- 
winklig schneidenden Flichen, nimlich einer Kugelfliiche vom Radius r, 
einer Kegelfliiche, deren durch den Anfangspunkt begrenzte Seiten- 
linien mit der positiven Richtung der x-Axe den Winkel @ ein- 
schliessen, und einer durch die w- Axe einseitig begrenzten Ebene, die 
mit der positiven y-Axe den von dieser nach der positiven z-Axe 


‘ hin wachsenden Winkel » bildet. Es ist wohl zu beachten, dass 


einem constanten Werthe 4 des Parameters @ keine vollstiindige, nach 
zwei entgegengesetzten Richtungen hin sich in’s Unendliche erstreckende 
Kegelfliiche entspricht, sondern nur die eine Hialfte einer solchen, das 
eine der beiden Ficher, in welche sie durch ihren Scheitelpunkt ge- 
theilt wird. Um nun die Vertheilung der Elektricitaét auf einer solchen 
in ihrem Scheitel begrenzten Kegelfliiche unter dem Einfluss beliebiger 
elektrischer Nichtleiter zu bestimmen, geniigt es die Dichtigkeit der 
Schicht zu kennen, welche sich durch Influenz eines einzelnen aber 
beliebig gelegenen elektrischen Massenpunktes bildet. Da aber die 
Behandlung der Aufgabe in dieser Allgemeinheit schon ein tieferes 
Kingehen auf die Eigenschaften der Kegelfunctionen erfordert, wihrend 
eine mdglichst einfache Einfiihrung derselben zweckmiissig erscheint, 
und da iiberdies das zweifache Rotationshyperboloid, ftir welches ich 
spiiter die Aufgabe in voller Allgemeinheit zu lésen beabsichtige, den 
Kegel als Grenzfall enthilt, so soll hier nur der specielle Fall in Be- 
tracht gezogen werden, wo der erregende Punkt, in welchem man sich 
die Einheit der negativen Elektricitét concentrirt denken mége, auf der 
Axe des Kegels liegt. Auf den Charakter der elektrischen Vertheilung 
wird es zwar von wesentlichem Hinflusse sein, ob der erregende Punkt 
E in dem von der Kegelfliiche umschlossenen hohlen Raume liegt, 
oder auf demjenigen Theile der z- Axe, fiir welchen die Fliiche convex 
erscheint , insofern nimlich die Dichtigkeit der Elektricitat in unmittel- 
barer Niihe des Scheitels im ersten Falle unendlich klein, im zweiten 
unendlich gross werden wird. Aber gleighwohl ist eine Trennung 
beider Falle in der analytischen Behandlung unnéthig. Denn setzen 
wir ein fiir alle Mal fest, dass H auf dem positiven Theile der x-Axe, 
in der Entfernung ¢ vom Scheitel liege, und dass # = A die Gleichung 
der Fliche ist, auf welcher die Vertheilung der Elektricitit bestimmt 
werden soll, so wird man es mit dem ersten oder zweiten der ge- 
nannten Fiille zu thun haben, je nachdem A zwischen den Grenzen 
0 und -$2 oder $a und a enthalten ist. Das Potential v der ge- 
suchten Belegung in Bezug auf irgend einen Punkt 1, 6, » ist wegen 
der besonderen Lage des Punktes EZ von » unabhiingig und geniigt 
11* 
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im ganzen Raume, mit Ausnahme der Fliche selbst, der Differential- 
gleichung 


(1) mG 2) T ws sin 3 oy (sin a $y =0, 


und ausserdem den bekannten Nebenbedingungen. Fiir innere Punkte, 
d. h. fiir solche, welche in demjenigen der beiden durch die Kegel- 
fliiche geschiedenen Riume liegen, der den Punkt E nicht enthiilt, 
ist v identisch mit dem reciproken Werthe 7 ihrer Entfernung von 
dem festen Punkte E;-die Bestimmung von » fiir iiussere d. h. mit E 
in demselben Raume enthaltene Punkte wird sich leicht ergeben , sobald 
fiir 7 eine passende Darstellung gefunden ist. Nun gilt fiir die reci- 
proke Entfernung eines beliebigen Punktes r, #, m von dem auf der 
positiven «-Axe in der Entfernung ¢ vom Scheitel gelegenen Punkte 


E der Ausdruck 
1 


~ Vet e—ere cos” 





oder auch: 


a, Saeeeseeraet 
Vre r 


Der zweite Factor dieses Productes mége durch © bezeichnet werden, 
und um ihm eine einfachere Gestalt zu geben, substituire man: 
r=c:-e, 
so wird: 
fot, wi To! — . 
Vre V2(cos ei — cos #) 
Da T ein particuliires Integral der Differentialgleichung (1) ist, so er- 
giebt eine leichte Rechnung, dass { der folgenden Didwenticigieishung 
Geniige leistet: 


1 ot o ~ 
(2) ae 98 “(sina 4 a+ Ge $2 =0. 


Aus der Form derselben erhellt, dass hier eine Zerlegung von { in 
eine Summe von Producten geboten ist, deren einer Factor eine trigono- 
metrische Function von @ ist, wihrend der andere von @ allein ab- 
hingt. Da o nicht zwischen bestimmte endliche Grenzen eingeschlossen 
ist, sondern alle méglichen Werthe von — oo bis + o annehmen 
kann, da ferner { fir unendlich grosse Werthe von @ unendlich klein 
wird, und fiir keinen Werth von @ unendlich gross werden kann, 
wenn #, wie dies fiir innere Punkte ausnahmslos der Fall ist, einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist die Darstellung von & 
durch ein Fourier’sches Doppelintegral statthaft, und man erhiilt, 
wenn man berticksichtigt, dass { seinen Werth nicht findert, wenn 
die Grésse @ ihr Zeichen wechselt: 
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Die Kegelfunctionen. 


-ff , ii cos pada 
“oe f Varat—one 
0 0 


Setzt man also 
na 
* cos wade 


= CK (— cos @), 


Voos wi — cos ® 


so wird: 
Pane. 
t= —- | C cos(ue) K“(— cos &) du. 
0 


Der Factor C mége so gewihlt werden, dass K“(1) = 1 wird; dann 


ergiebt sich: 
eM cos nada a eda 
° (WES Vf; ok’ 
o 


oder wenn e* = ¢ gesetzt wird: 


“eit h—ty, cv 
=V4 a? aol ih waa y 


Demnach erhalten wir a Definition der Kegelfunction K“ die Gleichung 


(3) KE #(— cos 0) — 2nd) (* _conpade 
- V2(cos at — cos #) 


und fiir ¢ den Ausdruck: 


(4) -_ t= comin) K(— cos®)dy. 
Indem man denselben in die partielle Differentialgleichung (2) einfiihrt, 
erkennt man, dass K“(— cos #) der gewohulichen Differentialgleichung 


(5) ae as (sin 9 * 7 >) +O FS 


geniigt. Da diesé ungeiindert bleibt, wenn # in a — @ verwandelt 

wird, so ist K* (cos #) ein zweites particuliires Integral derselben. 

Auch sind die Functionen K“ (cos #) und K“(— cos #) wirklich zwei 

wesentlich verschiedene Lisungen; denn da fiir # = 0 die erste = 1, 

die zweite = oo wird, so kann ihr Quotient keine Constante sein. 
Das allgemeine Integral von (5) ist also: 


K = AK" (cos #) + BK*« (— cos 8), 


wenn A und B von # unabhingige, sonst willkiirliche Gréssen vor- 
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stellen. Bezeichnet jetzt V das Potential der gesuchten elektrischen 
Schicht in dem iiusseren (den Punkt FE enthaltenden) Raume, und 
setzt man 


V= 


. 
VY 


|" 
a | 


? 
und 

B= _f UK, cos (we) + K, sin (we)] du, 

0 

wie es erlaubt ist, weil 8 als Function von @ betrachtet den fiir die 
Darstellbarkeit durch ein Fourier’sches Integral erforderlichen Be- 
dingungen geniigt, so kénnen, weil & dieselbe Differentialgleichung 
wie & erfiillt, K, und K, nur die Form haben: 

K, = A, K* (cos #) + B, K" (— cos #), 

K, = A, K* (cos #) + B,K¥ (— cos @). 
Da aber K“(— cos #), wie schon erwahnt, fiir #@— 0 d. h. auf dem 
dem iiusseren Raume angehdrigen Theile der 2-Axe unendlich gross 
wird, waihrend B endlich bleiben muss, so miissen B, und B, = 0 
sein, und da ferner auf der Kegelfliche (@ =A) B mit & iiberein- 
stimmt, also eine gerade Function von g ist, so muss K, wenigstens 
fiir #— 4 verschwinden, was indessen, wegen B, = 0, nur méglich 
ist, wenn auch A, verschwindet. Es wird also K, =O und K, = 
A, K* (cos #), und endlich wird der Werth von A, durch die Bedingung 
bestimmt, dass B fir ®—A mit der in (4) gegebenen Darstellung 
von & itibereinstimmen muss. Man erhilt auf diese Weise: 





Y #(_ .K* 
(6) 3— | cos (we) Kk" ( cos 2) K (cos #) du 


fe c0s(wat) K“ (cos 4) 


Die Dichtigkeit der elektrischen Schicht im Punkte (7,-4, p) wird jetzt 
durch die Gleichung gefunden: 
ak: ae heal: 
—4ak = ( oo 30) (fiir ® = A), 
worin die Differentialquotienten in der Richtung der dem iusseren 


Raume zugekehrten Normale der Fliche zu nehmen sind. Da hiernach 
dn = — rd@ zu setzen ist, so hat man: 





See: BE sel ee Re | SA 
tak => (Fe ‘i 30) Va (Fe 39) (flr # = 2), 
oder vermége der fiir 8 und { gefundenen Ausdriicke: 


4ak = wat cos(ug) Adu 
rVre 
0 


cos wat K* (cos 2) 4 
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Die Kegelfunctionen: 


worin : 
a. d K* (cos 4) ad K* (— cosa) 
A = K¥(— cos 4) —— oe 
Der Werth vow A lisst sich ermitteln vermége einer bekannten 
Beziehung, die zwischen zwei verschiedenen particuliren Lésungen 
derselben linearen Differentialgleichung besteht. Setzen wir niimlich 
fir den Augenblick K“(cos #) = p und K“(— cos #) = q, so erhalten 
wir durch die Verbindung der beiden Gleichungen 


a eae 
me a (sin 9 a8) —-@+pp=0 


— K¥(cos 4) - 


1 d /.: dq 2 ery 
ine ae (sin as) —e+Hhe=? 


die folgende dritte: 

qd (sin t a8) — pd (sin @ as) == Q), 
deren linke Seite ein vollstindiges Differential ist, so dass man, wenn 
a eine Constante, erhiilt: 


q sin ®  - p sin @ $ 


dé or 


Wenn man hierin einerseits # = 4 und andererseits @ = 4m setzt 


und beachtet, *dass im ersten Falle die linke Seite der Gleichung 


dq 


= Asin 4 wird, und dass im zweiten Falle p= gq und ap = — 35 
ist, so findet man: 


, 9, @ = 
A sin 4 = — 2q4 73 (fiir # = 42), 


d. h. wenn fiir g sein in (3) enthaltener Werth genommen wird: 


P p 
Ad sinten aad | cosuada ji 
in adie sodeotalen — 
- (cosa)? 4 (cos at)? 
0 0 


Die hierin vorkommenden Integrale lassen sich durch eine Be- 
handlung, welche der oben (vor Gl. 3) zur Bestimmung von C ange- 
wandten ihnlich ist, auf Euler’sche Integrale erster Gattung zuriick- 
fihren, und nehmen, wenn die letzteren durch Gammafunctionen 
ausgedriickt werden, die Form an: 





* ‘ 

208 d 2 2 ‘ . 
f mess =e Fat se — ge) 
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und das Product beider erhilt zufolge einer bekannten Eigenschaft der 
Gammafunctionen den einfachen Werth 

aes. > See. 
2m sin(t}-+ jui)x sin(}—tute § cosuni 
Somit wird A sin d= >°"** und fiir die Dichtigkeit & gilt die 
folgende Formel: 


; 1 * cos (ue) du 
7 k = ——_— —— .. 
(7) 2x? Ve Vrs - sin 2 K* (cos 4) 

U 


Fiir in unmittelbarer Nihe des Scheitels gelegene Punkte des 
Kegelmantels bedarf diese Kormel einer Umformung, weil sie dann 
(wegen r= 0, @ = — oo) den Werth von /& unter der unbestimmten 
Form co - 0 giebt. Diese Umformung wird erst im § 3. vorgenommen 
werden. 

Es mag noch aus (7) die Eigenschaft geschlossen werden, dass 
fiir zwei verschiedene Punkte des Mantels, deren Entfernungen r und 
r, vom Scheitel durch die Gleichung rr, = c verbunden sind, zwischen 
den Dichtigkeiten k und k, die Relation 


kk Vere (= i ee *) 
(8) E-(-#-4 
stattfindet, wie sich unmittelbar daraus ergiebt, dass ‘in diesem Falle 
0, = — @ ist. 


§ 2. 
Die Vertheilung einer gegebenen Elektricitétsmenge auf dem durch 
Rotation eines Kreissegments um die begrenzende Sehne 
entstehenden Korper. 


Durch die Untersuchungen der Herren Thomson, Liouville 
und Lipschitz ist der enge Zusammenhang bekannt, durch den die 
Probleme der Elektricitiitsvertheilung fiir zwei inverse Flichen mit 
einander verbunden sind. Ich werde von den Resultaten dieser Unter- 
suchungen Gebrauch machen, um mit Hiilfe der soeben fiir den Halb- 
kegel gelésten Aufgabe die Vertheilung zu bestimmen, welche eine 
gegebene Elektricitiétsmenge ohne Einfluss fiusserer Krifte auf einem 
Korper erfaihrt, der durch Rotation eines Kreissegments um die be- 
grenzende Sehne erzeugt wird. Sobald die Aufgabe in dieser beschrankten 
Form ihre Lésung gefunden hat, unterliegt es auch keiner Schwierig- 
keit, die Einwirkung elektrischer Massenpunkte auf einen Koérper der- 
selben Art zu bestimmen, sofern dieselben auf der Rotationsachse des 
Kérpers liegen. Es mag indessen nicht unerwihnt bleiben, dass die 
aligemeine Liésung des Problems fiir den Kegel, welche im ersten 
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Paragraphen nur aus dem dort angegebenen Grunde unterblieben ist, 
auch zur allgemeinen Lésung derselben Aufgabe nicht blos fiir die durch 
Rotation des Kreissegments entstehende Fliche, sondern auch ftir die 
Dupin’sche Cyklide mit zwei reellen Doppelpunkten fihrt. Die 
Cyklide ohne zwei reelle Doppelpunkte kann auf die Ringfliche zuriick- 
gefiihrt werden, welche durch Rotation eines ganzen Kreises um eine 
ihn nicht schneidende Axe entsteht, und fiir welche die Elektri- 
citéts- und Wiirmevertheilung von Herrn C. Neumann in einer 1864 


erschienenen besonderen Schrift bestimmt ist, 


Der Satz*), welchen wir zur Lésung unserer speciellen Aufgabe 
brauchen, lisst sich folgendermassen aussprechen: 

Es sei FI eine beliebige Fliche; k die Dichtigkeit einer darauf 
vertheilten elektrischen Schicht im Punkte B und v das Potential der- 
selben in Bezug auf irgend einen Punkt P. Aus einem festen Punkte 
E entwerfe man das »Sphirische Spiegelbild* F’ der Fliche F’, indem 
man auf jedem von E nach F gezogenen Strahle EB (R,) eine solche 
Strecke EB’ (R,) abschneidet,- dass das Product R,-R, constant 
(etwa = c?) ist, Wird nun auf 7” eine elektrische Belegung angenom- 
men, deren Dichtigkeit ’ im Punkte B’ mit der Dichtigkeit k in dem 
entsprechenden Punkte B der Fliiche F’ durch die Gleichung 


» , Beep 
(9) K=O 





zusammenhingt, so findet zwischen dem Potentiale v' der Belegung 
von F” in Bezug auf den dem P entsprechenden Punkt P’ und dem 
Potentiale v der Belegung von /’ in Bezug auf den Punkt P die 
folgende einfache Beziehung statt: 


(10) v = Rv, 


wo R die Entfernung der Punkte E und P bedeutet. 

Ist insbesondere & so gewihlt, dass an der Oberfliiche von F 
(wo R durch R, bezeichnet wurde) v sich auf den reciproken Werth 
von R, reducirt, so nimmt v’ an der Oberfliche von F” den con- 
stanten Werth 1 an, und folglich wird dann durch k’ die Art der 
Vertheilung einer bestimmten Elektricititsmenge auf der Fliche F” 


*) Man vergleiche z. B, die Abhandlung des Herrn Lipschitz in Bd. 61, 
p. 1—21 von Borchardt’s Journal. Bei dem Beweise des dort (p. 6 ff.) auf eine 
beliebige Anzahl von Flichen ausgedehnten Satzes ist der Fall ausgeschlossen, 
dass von diesen Fliichen eine oder mehrere sich ins Unendliche erstrecken. Wenn 
der Satz trotzdem hier auf eine Kegelfliiche angewandt werden soll, so liegt die 
Berechtigung dazu in dem Umstande, dass die Dichtigkeit ihrer Belegung fiir 
unendlich entfernte Punkte in hivreichend starkem Grade unendlich klein wird. 
Um villig streng zu Werke zu gehen, kénnte man das Endresultat nach der 
Methode Dirichlets verificiren, was ich jedoch der Kiirze halber unter- 
lassen werde, 
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festgestellt, wenn diese Fliche isolirt und dem Einflusse elektrischer 
Nichtleiter entzogen ist. 

Wir setzen jetzt an Stelle von F’ den im vorigen Paragraphen 
betrachteten Halbkegel und wihlen den dort durch £ bezeichneten 
Punkt als das Centrum, von dem aus die Transformation durch reci- 
proke Radienvectoren vorgenommen wird; den Abstand ¢ des Punktes 
E vom Anfangspunkte der Coordinaten identificiren wir mit der in (9) 
enthaltenen Constanten c, so dass ein Doppelpunkt der transformirten 
Fliche F” mit dem Scheitel des Kegels zusammenfillt; wir finden 


dann die rechtwinkligen Coordinaten 2’, y', z’ des dem Punkte P (2, y, 2) 


entsprechenden Punktes P’ aus den Gleichungen 





zw—c=¢ Tr 
; og ‘. 
y¥=c ~, 
(11) , R? 
: os 
= oO a 
( R? = («#—cP + y+ 2. 


Werden fiir xz, y, 2 die Werthe r cos #, r sin # cos p, r sin # sin p 
eingesetzt, so ergiebt sich: 





P a e (r cos # — c) also 
~ 2 te—2recosd? * 
of an t= ¢ cos #) und: 
~ 92+ — 2recos dt’ . 
(12) 


cr sin # cos m 


y= - - ——_ 
y r+ c?—2recos?’ 








cr sin @ sin @ 


= — . 
r? +c? — 2record 





Auf diese Weise sind 2’, y’, 2 durch die Polarcoordinaten des dem P’ 
entsprechenden Punktes P ausgedriickt. Fragen wir nun, welche Be- 
deutung die Gréssen r, &, pm haben, wenn dieselben direct als Func- 
tionen von x, vy, 2 d. h. als die Parameter dreier Fliichen, die sich 
im Punkte P’ schneiden, aufgefasst werden. Man findet leicht, dass 


en 5 
@—et+y/*+st A 
Diese Gleichung zeigt, dass bei constantem r das Verhiltniss der 
Abstiinde des Punktes P’ vom Anfangspunkte A und dem Punkte E 
ebenfalls constant ist. Die Gleichung r = Const. stellt also ein System 
von Kugelflichen dar, welche ihre Mittelpunkte auf der Axe AE haben 
und die Strecke AH harmonisch theilen. EKinem constanten  ent- 
spricht nach wie vor eine durch die z-Axe begrenzte Ebene, und 
endlich geht aus der Gleichung 











leicht 
A un 
stant 
Sehne 
AE 
A ut 
Halb 
(d. h 
form: 
a os 
verm 
und 

schre 
der 

unte 
men 
dort 
tialv 
und 
best 


wor 


see 


(12 














Die Kegelfunctionen. 


yt +22 + a'(e — ec) _ cot o 
cVy'? +22 
leicht hervor, dass @ den Winkel bedeutet, welchen die von P’ nach 
A und E gezogenen Geraden_einschliessen ,\ dass also zu einem con- 
stanten @ eine Fiche gehirt,| die entsteht, wenn ein iiber AF als 
Sehne und mit @ als Peripheriewinkel beschriebener Kreisbogen um 
AE als Axe rotirt. Jede solche Fliche F’ hat in ihren Doppelpunkten 
A und E einen Tangentenkegel von gleicher Oeffnung mit demjenigen 
Halbkegel F’, dessen Abbild sie ist. Umschliesst F den Punkt FE 
(d. h. ist @< 4m), so hat die Flaiche F” in A und £ zwei trichter- 
formige Vertiefungen, und sie besitzt zwei Spitzen, wenn @ > 42; fiir 
# = 4a artet sie in eine Kugel aus. Die Aufgabe, deren Lésung 
vermoge der Formeln (9) und (10) und durch Einsetzung der fiir v 
und k im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe sich sofort hin- 
schreiben lisst, ist die folgende: EKinem Kérper, dessen Oberfliche 
der Ort aller der-Punkte ist, fiir welche eine feste Gerade AE —c 
unter gegebenem Winkel 4 erscheint, ist eine gewisse Elektricitits- 
menge M mitgetheilt, welche sich auf der Oberfliiche verbreitet und 
dort (und folglich auch im Innern des Kérpers) den constanten Poten- 
tialwerth 1 hervorbringt. Es soll das Potential v’ fiir fiussere Punkte 
und die Dichtigkeit /’ der Elektricitiit an jeder Stelle der Oberfliiche 
bestimmt werden. 
Man erhilt ohne Weiteres: 


U R ¥ B , R,? 3 

v=R-V= Vie” und k = — &, 
worin fiir B und & ihre Werthe aus (6) und (7) zu entnehmen und 
R und R, durch die Gleichungen 


R? = r? + c? — 2re cos # = re(2 cos gi — 2 cos #), 
Re =r + & — 2rec cosa = rce(2 cos gi — 2 cos A) 


gegeben sind; es ist also: 

ais ee me eee cos (we) ae’ cost) K* (cos #) 

(13) vo = ¥2 cos oi — 2 cos @ { aes, Peak du, 
vit 


co] 


’ (2 cos 9¢ — 2 cus a)? cos (ue) du 
(14) k= & =. 


2a%¢ sin 2 K“ (cos 4) 


Die Elektricititsmenge M kann bestimmt werden, indem man den 
Grenzwerth sucht, gegen welchen das Product vo /a’? + y/? + 2? fiir 
unendlich entfernte Punkte convergirt. Beachtet man, dass fiir solche 
Punkte # = 0 und r = ¢, also 9 = 0 ist, so findet man; 
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no 


(15) Mame f KeKeon = 
0 


K* (cos a) C08 pat : 


Ist z. B. 44a d. h. geht der Kérper in eine Kugel vom Durch- 
messer ¢ iiber, so wird 


M=c . Se 7 


cos ret 2 


Die Dichtigkeit muss fiir. alle Punkte der Kugeloberfliiche dieselbe 
d. h. der Ausdruck 


D — coset)? {cos (we) du 


22%¢ K* (0) 
0 
muss von g unabhiingig (und zwar = es) sein. Ks ist nicht ohne 


Interesse, dies Resultat durch eine directe Ermittelung des Integrales 
zu verificiren. Aus der Gleichung 


K«(0) = Viomert (‘omeeés _— 1 FQ+4uar(y—dus 


= J (cosai)? Vn Ta+ et) rb — as) 
0 
erhalt man, weil 
riz) Vx 1 
F (2a) tat (a+ 4) 
ist: 

1 it 3 ; a i ae =— pa 
K*(o) Vx Cg+4e0) F(}—fe2) Vu —4+ 42) 1(—4 — $m). 
Nun ist nach Gauss (Werke, Bd. LII, p. 145) 

1-2-3---k-# 7 
NO Gene HEED EEF (fir k = 0), 
folglich : 
1 1 (1-2-3--- mek 4% 


Ko) Va (w+ et + Ot FOR HY =), 
woraus ersichtlich, dass man setzen darf: 
1 A, A, m 
Bo ero tara tt apace t 
Fiir den Coefficienten A,, findet sich: 


An= y= ((2m —4)*+ w)(— 4444s) M(—4— $n) ftirwim2m—}) 


Any = 7 —(Am—1)T(m— 4): (m—4—4mi)T1(— — fui) (ftir) wi—m—4) 


ah ate _. ])jn—1 TT(m — $) | 
An=F—(4m 1) (—1) Seo 
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Bemerkt man noch, dass nach einer Formel von Laplace 


* cos (we) du ™ — (2m— 
9 a ek Os 





0 


sofern @ positiv vorausgesetzt wird, so ergiebt sich: 


no 


cos(we)du — "\Y91/- a no Tee — (@m— pe 
f K* (0) -> oa Te == 


0 a= 
= e $e [1-3 e—2e +8 SF emte on - - Tee. |, 
d. h. zufolge des binomischen Lehrsatzes 


= me i? (1+ 6 *@)- 3 (2 cos gi)” i, 
Demnach wird 


Da &: cos edit - x (2 cos gi)” i. 


2x%c or ? 


was bewiesen werden sollte. 


§ 3. 
Ueber den Grad des Unendlich- resp. Nullwerdens der eT in 
den conischen Punkten der Flache. 


Es kommt hier wesentlich darauf an zu ermitteln, wie stark der 
Werth des bestimmten Integrales 


H= fs (we)du __ ff edu 

K* (cos 4) K* (cos 1) 
fiir ei unendlich grosses @ gegen Null convergirt. Liesse sich ohne 
Weiteres annehmen, dass der reciproke Werth von K™* (cos 4) sich 
allgemein in fhnlicher Weise, wie dies in dem soeben betrachteten 


speciellen Falle 442 méglich war, in eine Summe von Partial- 


briichen 
B 
j wen aque + agar ts 





zerlegen lasse, worin die ¢ und B von w unabhiingige reelle Werthe 
hiitten, so wiirde sich, wenn man ¢ < &, < &,--~- und simmtliche ¢ 
positiv wihlt, fiir H sofort der Ausdruck — 


H= . © ee + 2 ins +2 Se grtin “), 


dessen erstes Glied fiir @ = oo gegen alle sie. iiberwiegt und 
daher als der gesuchte Grenzwerth betrachtet werden kénnte. Da 














N 
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_ jedoch die Begriindung der gemachten Annahme jedenfalls ein genaues 


\ Eingehen auf die Eigenschaften der Wurzeln der transcendenten Glei- 
chung K“ (cos 4) = 0 erfordern wiirde und sich andererseits wenigstens 
als wahrscheinliches Ergebniss herausstellt, dass beim Uebergang der 
Grenze nur die kleinste Wurzel von Einfluss bleibt, so scheint es 
zweckmiissig ein solches Verfahren einzuschlagen, bei dem von vorn 


herein nur diese kleinste Wurzel in Betracht gezogen wird. Im folgen- 


den Paragraphen wird gezeigt werden, dass die Function K™ (cos 4), 
welche bisher nur fiir reelle Werthe von w definirt zu werden brauchte, 
zunichst fiir solche Werthe durch die unendliche Reihe 
oe +* tot #) 40? +3) (44 
+: sin (3) + 2-4-4 sin (>) +°° 

ersetzt werden kann, dass diese Reihe oder ein aus ihr leicht abzu- 
leitendes bestimmtes Integral dann auch als Definition von K*(cos A) 
fiir einen beliebigen complexen Werth w»=£-+ i dient, dass 
K¥ (cos 4) = 0 wird fir zwei rein imaginiire Werthe u = +- «i, wo 


é zwischen den Grenzen = und ; enthalten ist, und dass endlich, 


wenn man 


K¥ (cos A) = (u* + &) f(u) 


setzt, die Function f(u) = f(§ + 7) sicher eindeutig, stetig und von 
Null verschieden (ihr reciproker Werth also nirgends unendlich) ist, 


so lange » innerhalb des Intervalles von — ; bis 7 bleibt. Wir 
wollen nun zu dem Integral 
ni 
° ames 
atl eCidu , ’ : i MCidy 
weg f Pees eee So 3 J (a? + &) flu) 
i 


«uzufiigen, welches, wie durch die beigesetzten Grenzen angedeutet, 
auf der in der Entfernung 7 = - zur reellen &-Axe gezogenen Paral- 


lelen vom positiv Unendlichen nach dem negativ Unendlichen hin zu 
nehmen ist. Die Summe der beiden iiber die unendlich langen 
Parallelen in entgegengesetzter Richtung genommenen Integrale kann 


zu einem einzigen Integrale vereinigt und der Integrationsweg darf 


als eine allseitig geschlossene Linie betrachtet werden. Der durch 
dieselbe umgrenzte Raum enthialt einen und auch nur einen Unstetig- 
keitspunkt, namlich den Punkt 0-+ «7. Durch Anwendung des be- 
kannten Theorems von Cauchy erhilt man also: 


H+ H’—4{ ae me 


—s@e 





)@+eifu)  2ef(e%) ’ 
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und wenn man das Integral H’ auf die rechte Seite der Gleichung 
schafft, und in ihm, wie es geschehen muss, um es auf ein solches 


mit reellen Grenzen zu reduciren, w in w + = verwandelt, so er- 
giebt sich: 

Bh 2 Ney SOR he 2. Sea 
aasieds. cil J (e+ Ty +e|e+% 


>a 


Diese Gleichung gilt fiir jedes reelle g, auch fir ein negatives, liefert 
aber fiir ein soleches kein zum Ziele fiihrendes Resultat. Da aber aus 
der urspriinglichen Form von H hervorgeht, dass es fiir gleich grosse 
positive und negative @ denselben Werth hat, so geniigt es sich auf 
positive Werthe von g zu beschriinken. Das in der Klammer befind- 
liche Integral hat jedenfalls keinen unendlich grossen, fiir @ = ov, 
was zu beweisen jedoch unnéthig, sogar einen unendlich kleinen Werth, 


und da der Factor vor dem Integralzeichen, weil = — é positiv, fiir 


@ = + oo verschwindend klein wird, so ergiebt sich: 


—tQ . : - 
H= aed (1 + 0) (wo 0d =0 fiir gp = + ow). 
Der Werth der Constanten 2¢f(ei) ist leicht anzugeben; unter An- 
wendung der Integralform (4) des folgenden Paragraphen erhilt man 
ihn in der Form: 


a 
F , 1 @ ” a in (Be) d 
2éf(ét) = i Op LK (cos A) urea — Ke = < 5 . 
v 


Bezeichnet man diesen (wegen ¢4< a offenbar positiven) Werth 
durch A und fihrt den fiir H gefundenen Ausdruck in die Gl. (14) 
des § 2. an Stelle des Integrales ein, so wird die Dichtigkeit k’ fiir 
sehr grosse Werthe von g d. h. in der Nihe des einen conischen 
Punktes der Fliche durch die folgende Niherungsformel dargestellt: 


: ee (0-4), 
2xac sniA 


k= 


Bemerkt man noch, dass ce—¢ als das Mass der Entfernung des conischen 
Punktes von einem benachbarten Punkte der Filiiche gelten kann, so 
hat man den Satz: 

Fiir solche Punkte der Fliche, welche in sehr kleiner Entfernung 
von einem der beiden singuliiren Punkte derselben liegen, ist die Dichtig- 
keit der Elektricitét proportional der (e — 3)" Potenz dieser Entfernung, 
wenn & die kleinste positive Wurzel der transcendenten Gleichung 
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1+ a = _ ag ( = y 4 (4)? — 1G" — #7) (4) 





1-1-2-2 





2 9? 2__ g2 — 
re (4) “(Gy — . Kp #] in (G + 2 
bedeutet*), 

Dass ¢ — } =O wird ftir 4— 42 d. h. fiir den Fall der Kugel, 
ist aus der vorstehenden Gleichung ersichtlich, ebenso auch, dass ¢ 
nicht unter den Werth } heruntersinken kann. Weil aber in der 
Gleichung 


To ta + a +-- cin 


die Reihe auf der linken Seite einen sehr grossen Werth annimmt, 
sobald 4 sich sehr wenig von 2 unterscheidet, so muss in diesem Falle 
der Nenner des Bruches auf der rechten Seite einen sehr kleinen, 
d. h. ¢ eimen sehr wenig von 4 verschiedenen Werth besitzen, und 
folglich ist dann ¢ — $ nur sehr wenig grésser als — 1. Fiir einen 
durch Rotation eines sehr flachen Kreissegments erzeugten, also mit 
zwei sehr scharfen Spitzen versehenen Korper ist also die Dichtigkeit 
der Elektricitét in einem einer Spitze sehr nahe gelegenen Punkte fast 
eben so stark unendlich wie die reciproke Entfernung des Punktes 
von der Spitze. 

Uebrigens wird man fiir ein hinreichend nahe an a gelegenes A 
nach (7) in § 4. fiir K“ (cos 4) den angeniherten Werth — 2 cos uxt 
log (w — A) setzen dtirfen und dann das Integral in (14) (§ 2.) fiir 
jedes beliebige g ausfiihren kénnen; man findet dann das einfache 
Resultat, dass die Dichtigkeit fiir verschiedene Punkte der Oberfliiche 
als umgekehrt proportional dem Producte ihrer Entfernungen von den 
beiden Spitzen angesehen werden darf. 

Es ist noch der entgegengesetzte Fall zu erwihnen, in welchem 
4 einen nahe an Null gelegenen Werth hat, der Kérper also zwei 
conische Vertiefungen mit geringer Oeffnung (2) besitzt. Da ¢ jeder- 


zeit zwischen + und sr enthalten ist, so hat hier die Differenz « — } 


einen sehr grossen Werth, und die Dichtigkeit convergirt nach dem 
Innern dieser Vertiefungen zu sehr stark gegen Null. Die Dimen- 
sionen des Kérpers werden bei immer kleiner werdendem 4 und fest- 
gehaltenem c immer grésser und grésser. Lisst man aber A und ¢ 
gleichzeitig so abnehmen, dass der Quotient ¢:sin 4 einen endlichen 
Werth d behilt, so hat man es schliesslich mit einem Kérper zu thun, 
der durch Rotation eines vollstindigen Kreises. um eine ihn tangirende 
Gerade entsteht. Dabei tritt jedoch der Umstand ein, dass durch den 


*) Dasselbe Resultat gilt auch fiir die Vertheilung der Elektricitit auf dem 
Kegel in der Niihe seines Scheitelpunktes. | (§ 1.) 
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Uebergang zur Grenze die Kegelfunctionen in Cylinderfunctionen um- 
gewandelt werden, und da ein specielleres Eingehen auf diese zu weit 
von unserem Ziele abfiihren wiirde, so mag diese kurze Andeutung 
geniigen. 
g 4. 3 
Einige Eigenschaften der Function K*. Ihr Zusammenhang mit den 
Kugel- und Cylinderfunctionen. 


A. Die Variable @ist reell und zwischen 0 undz enthalten. 


Unter der Voraussetzung eines reellen # kann man fiir die Function 





K« (cos #) = 2 cos uxt of cos wada 
a J V2 (cos ai + cos @) ’ 
0 


indem man den reciproken Werth der Wurzelgrésse nach dem bino- 
mischen Lehrsatz entwickelt, eine nach Potenzen von cos @ fort- 
schreitende Reihe ableiten, in der die als Coefficienten der einzelnen 
Glieder auftretenden Integrale siimmtlich leicht auf die beiden ersten 
wuriickgefiihrt werden. Das Resultat dieser Rechnung, deren EKinzeln- 
heiten ich tibergehe, ist in der folgenden Formel enthalten 








Va L 2Vx M 
(1) K*(cos#) = —— —— 
r@+S)r@-9)  rG+4)r@-4) 
worin: 


L=1 + Gy Fe cos #2 Gye Gite cos #1... 








? 


M =cos#+ {eos 89 + art arte cos #° +... 
, oder unter Anwendung der Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe: 


L=F(t+ fui, 4+—-tut, 4, cos 8°), 
M = cos OF (} + ut, } — gut, 9, cos 8°). 
| In dem Integrale, durch weleibes K* (cos #) dargestellt ist, lasst sich, 





2 . . oo 
weil cos ai + cos # = 2 (cos * se — sin = ist, die Wurzelgrésse 


auch in eine nach Potenzen von sin = fortschreitende convergente Reihe 


entwickeln, und man erhilt dadurch fiir K“ (cos #) die folgende sich 
durch gréssere Hinfachheit auszeichnende Entwickelung: 


(2) K* (cos) = 14448" Zs sin(* SY, Gem ie +3"). in(*)'+-. 


oder: 





Kr (cos 9) = F [4 + ui, +— wi, 1, sin(Z) | 


Mathematische Annalen. XVIII. 12 











« 
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Es kann beiliufig angefiihrt werden, dass die Beziehung zwischen drei 
hypergeometrischen Reihen, welche durch Vergleichung der beiden ge- 
wonnenen Reihenausdriicke entsteht, ein specieller Fall der allge- 
meineren Relation 


F (20,26,0+6-+4,1—!* ) = AF (@,6,4,2)+BV 2 Fo+t,B+4 1,2) 
ist, welche sich neben mehreren iihnlichen in Kummers Abhandlung 
iiber die hypergeometrische Reihe (Crelle’s Journal, Bd. 15, 8. 82) vor- 
findet, und welche auch aus dem Nachlasse von Gauss in dessen 
Werken, Bd, III, p. 227 mitgetheilt ist. Ebendaselbst findet sich die 
folgende Beziehung: 


F(20,26,«+644,1="")— Fe, p,e+6+4,1—2), 


woraus sich fiir a—4-+ iwi, B=14— hui, x = cos & eine dritte, 
ebenfalls bemerkenswerthe Reihe fiir K“ (cos #) ergiebt, nimlich: 


(3) K*(cos #) = F (4+ 4! ~f— Be 1, sin 9°) 


1+ Gite sin 2 + GE ar i in ®'+.. 

welche jedoch ihrer Ableitung gemiiss nur ftir zwischen 0 und jz 
gelegene Werthe von @ angewandt werden darf und fiir }a< O8<2 
zwar noch convergirt, aber die Function K“(— cos #) zur Summe hat. 

Wihrend das Integral, von dem wir ausgingen, fiir imaginiire 
Werthe von uw im Allgemeinen seinen Sinn verliert, kénnen die Reihen 
fir beliebige complexe Werthe von w angewandt werden. Setzt man 
insbesondere wi = n + 4, so erhilt man z. B. durch Anwendung von 
(2) und (3) die Gleichungen: 





K-‘("*+ 9) (cos) = 1 — ee sin (2) 
(n + 2) (m+ 1)n(m—1) . (@\4 
+ 1-1-2-2 sin (3) —--- 


K~‘("*2)(cos@) = 1— THs ~ sin #” 


«sein asia . 4 
+ a sin #4 —..-, 





deren rechte Seiten, wenn unter » eine positive ganze Zahl verstanden 
wird, bekannte Ausdriicke fiir die Kugelfunction P* (cos #) sind, so 
dass also 


P" (cos #) = K~‘(*+4) (cos #). 


Auch aus (1) ergiebt sich leicht dasselbe Resultat, wenn man beachtet, 
dass fiir ein gerades n der Nenner von M, fiir ein ungerades der von 
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ai IL unendlich gross wird. (Man vergl. auch ,Heine, Handbuch der 
a+ Kugelfunctionen 8. 72%.) 

e- Wird w unendlich gross, # unendlich klein genommen, jedoch so, 
dass u@ einen endlichen Werth x behilt, so fiihren (2) und (3) auf 

' die Reihe 

v act x 
. 14+ he + pata ta a i = = foley 

= und zeigen, dass die Cylinderfunction J (#7) als Grenzfall der Kegel- 

a function aufgefasst werden kann. 

“ Es ist von Wichtigkeit fiir K“(cos #) auch ein Integral zu ge- 
winnen, welches diese Function, wie die Reihen, fiir beliebige reelle 
oder imaginiire Werthe von w darstellt. Um hierzu zu gelangen, 
kann man von der bekaunten Reihe 
cosmBi 4utit (4u?+ 1%) (4u2+3%) . eye, 

te, mids ot ae in (§ y+ eee ag) 
ausgehen, deren Giiltigkeit nur an die Bedingung — a < 6 < = ge- 
kniipft ist, darin sin _ sin > cos @ setzen, beide Seiten mit da 
multipliciren und von 0 bis 4a integriren; man findet dann, weil 

: * 1 2 1 | 

\ x [eos ot do = 4-2, feos ot do = $4. *u. 8. W. 

S ; 0 : 0 z 

at. dass : 

are fn 

en cos euBt A 4u* tf. ae ah e+ 3?) a4 

an =f cong p 7 nea 2 sin (> y+! “2-4. sin(>) +°-- 

0 

7 Die rechte Seite ist nach (2) genau — K¥ (cos #), in der linken kann 
6B vermége der Gleichung sin <. cos @ = sin £ als Integrationsvariable 
eingefiihrt werden; man erhilt so das der gestellten Forderung ge- 
niigende Integral 

9 
K+ (cos #) = one Gn) a6 __ 
| Vin (2) —sin(2) 
das auch in der folgenden aS geschrieben werden kann: 
den 
9 
$0 4 * 9 * cos (Bui)dp 
| (4) * (eos ii V2 (cos 6 — cos 9) 

Fur die Function P* (cos @) ergiebt sich hieraus, indem man wi=n-+} 
itet, setzt (wo m wieder eine positive ganze Zahl, die Null mit einge- 
von schlossen , bedeutet), das folgende bestimmte Integral: 

12* 
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9 
(a) P* (cos #) = 2 (*_cos (n+ 3/6 dB 





und wenn man hierin # in 2 — @ und auch # in a — B verwandelt 
und beachtet, dass P” (— cos #) = (— 1)" P* (cos @) ist: 
a . 


ts ae * sin (n+ 4) 6d86 ‘ 
(b) P* (cos #) = — Wiest cb 





Die Aehnlichkeit dieser Integrale mit den bekannten von Dirichlet 
gegebenen ist so augenfallig, dass sich die Vermuthung aufdringt, sie 
seien eine unmittelbare Folge der letzteren, und in der That lassen 
sich die einen leicht aus den andern ableiten. Es schien mir jedoch 
trotzdem angemessen, die Formen (a) und (b) besonders hervorzuheben, 
weil sie nicht blos eben so brauchbar sind, sondern sogar in der An- 
wendung eine etwas bequemere Handhabung gestatten. Um die be- 
hauptete Identitiit nachzuweisen, verbinde man (a) und (b) einerseits 
durch Addition und andererseits durch Subtraction, verwandle aber 
im zweiten Falle » in » — 1, so dass das neue n nicht = 0 sein darf, 
sondern mindestens = 1 sein muss. Man erhilt dann: 


2 P*(cosd) —2 (a mM+ Peds , 2 (sin + eae 


= J V2(cosB—cos#)  * 2 (cos # — cos B) 
0 ot 





vu 


2 - (n—})6dB 2 * sin (nm — 4)6dp- 
m } V2(cosB — cos #) sd V2 (cos # — cos B) ’ 
0 





und hieraus, indem man wiederum addirt und subtrahirt: 


+ 
P* (cos 8) = 2 (° cosn® cos $6d8 2 - cosnB sin$Pdp - 
™ V2 (cos B — cos #) ™ V2 (cos # — cos B) 
0 
” sin nB sin 188 * sin n cos 4848 
2 (° sinn@ sin! 2 /* sinnB cos} 
® ?) = — — ——— 2 Fs — ected Dect | eel a 
He (ows 8) a} V2 (cos 6 — cos #) a J} V2 (cos # — cos) ’ 
Kd 





welches die von Dirichlet auf ganz anderem Wege abgeleiteten 
Formeln sind. Es erscheint iiberflissig tiber den Fall » =O eine 
Bemerkung hinzuzufiigen. 

Um das Verhalten der Function K~ (cos #) fiir sehr grosse reelle 
Werthe von w kennen zu lernen, kann man das Integral (4) benutzen 


und nach bekannter Methode behandeln. (Man vergl. Heine, Hand- ; 


buch der Kugelfunctionen 8. 103.) Verwandelt man nimlich # in 
# — B, so lisst sich (4) in folgender Form schreiben: 
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> 
K¥ (cos #) = — * @% ne Ss A ‘ats. 
V4 sin $8 sin (@ — - 42) V4 sin $6 sin (@ — 36) 


Wird w, wie es erlaubt ist, positiv iaiibibabi und wird der Fall 
®=0 ausgeschlossen, so nimmt der erste Bestandtheil, wie sich 
sogleich zeigen wird, fiir « = oo einen unendlich .grossen Werth an, 
wiihrend der zweite sicher endlich bleibt, indem die unter dem Integral- 
zeichen vorkommende Exponentialgrésse innerhalb der Grenzen der 
Integration stets kleiner als 1 ist. Das erste Integral convergirt, wie 
durch Verwandlung von # in 6: hervorgeht, gegen den Werth 


: Jf 0 gh- 9g a 2 __. 


V2us sin V2u sin # 


so dass man schliesslich erhilt: 


Fu. (1-+ 0) 


(5) K«(cos #) = Vina 





wenn 0 eine Grésse bezeichnet, die fiir ein ins Unendliche wachsendes 
uw verschwindend klein wird. Es wisd also K“ fiir u = oo ebenfalls 
unendlich, aber jedenfalls schwiicher als e*“. 

Der Werth @= 2 ist in dieser Niherungsformel ebenfalls aus- 
zuschliessen, schon deshalb, weil K“(cos#) fir #—a tberhaupt 
keinen Sinn behilt, sondern fiir jedes w unendlich gross wird. 

Es bietet sich hiernach die Aufgabe dar, die Function K“(cos#@) 
in zwei Bestandtheile zu zerlegen, von denen der erste fiir sehr nahe 
an 2 liegende Werthe von @ sich dem Unendlichen, der zweite der 
Null nihert. Der erste Bestandtheil fiir sich allein kénnte sehr leicht 
mit Hulfe des Integrales in (4) bestimmt werden; fiir die genaue und 
vollstiindige Lésung der Aufgabe bedienen wir uns jedoch am kiirzesten 
einér Formel von Gauss, welche einen Zusammenhang zwischen den 
hypergeometrischen Reihen F(a, B, a+ 6,1—2) und F(a, B, 1, 2) 
angiebt (Il. c. p. 217). Fir unsere Zwecke umgeformt lautet dieselbe: 

= KM (008 6) 


(6) cos unt 
=— [1 og(cos > ~) 4-4 (— —$+ui)+Y¥ (—4—41)—-2¥ 0] K« [cos (x— #)| 
—ae ri cos(* y —(A+B) iG pam) cos(* bd 


- a? 2 24. (3)2 2 2] 
—(4+B+0)! sonieremirsan, =(F y 
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Ne oe Seas: SESE. = See. 
i= u?-+ (4)? 1? om n+ (9)? zx: - u®+($)? 3 
ete. 


Man sieht hieraus , dass fir = 2 — dé (0 unendlich klein) K“ (cos #) 
nur logarithmisch unendlich wird, indem man unter Vernachlissigung 
endlicher gegen unendliche Gréssen setzen darf 


(7) K« (— cos 6) = — 22%#28 log g. 


Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Grésse w endlich bleibt. Aber 

es ist gerade von besonderem Interesse, den Fall ins Auge zu fassen, 

wo w und @ gleichzeitig so zu- und abnehmen, dass ihr Product einen 

endlichen (positiven) Werth x behiilt. Beachtet man, dass fiir » = oo 
¥(— $+ wt) + ¥(— 4 — Bt) = log (u’) 

gesetzt werden darf (wofiir der Beweis leicht zu finden, wenngleich 

das Verhalten von ¥ fiir unendlich grosse reelle Werthe des Arguments 


hier nicht massgebend sein kann), so sieht man, dass die rechte Seite 
von (6) den Ausdruck 


—2[log = — ¥@] se) +21 +(44),% 


24-2-4 
1 

+G4+35+>) Soa sy se 
zur Grenze hat, und dieser Ausdruck, welcher durch 2 Y (a7) bezeichnet 
werden mdge, ist also als der wahre Werth der fir woo, u(a—#) =a 
unter der unbestimmten Form co: oo erscheinenden linken Seite der 
Gleichung (6) anzusehen. Da K*(cos#) und K*« [cos (x—#)] zwei 
verschiedene Lisungen derselben Differentialgleichung sind, so findet 
das Gleiche auch fiir die Functionen J(#i) und Y(zi) statt. Die fiir 
die letztere, die Cylinderfunction zweiter Art, soeben gegebene Ent- 
wicklung ist auch anderweitig bekannt*); es kam hier nur auf ihre 


Entstehung aus (6) an. Gelegentlich sei noch die aus (3) in § 1. fiir 
Y (xi) sich ergebende en erwihnt, namlich: 


Y(«i) = e S” **). 


Die durch (4) fiir beliebige reelle oder complexe Werthe von u 
definirte Function K“ (cos #) besitzt, wenn man dem Winkel @ irgend 
einen festen zwischen 0 und a enthaltenen Werth ertheilt und u allein 








*) Man vergl. die oben citirte Abhandlung des Herrn Hankel, Seite 471, 
beachte jedoch, dass die Bedeutung von Y(x) dort und hier nicht in vdllig tiber- 
einstimmender Weise festgestellt ist. 

**) Eine andere Integralform hat Herr Heine, von der Kugelfunction zweiter 
Art ausgehend, aufgestellt. (Borchardt’s Journal, Bd. 69, p. 131.) 
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als variabel betrachtet, die merkwitirdige Higenschaft, dass sie ftir un- 
endlich viele rein imaginaére Werthe von mu verschwindet, und zeigt 
also auch in dieser Beziehung die grésste Aehnlichkeit mit der Cylinder- 
function. Es kann jedoch auf diesen noch nicht hinlinglich unter- 
suchten Gegenstand, dessen ausfiihrliche Erérterung iiberdies dem 
Z4wecke meiner Arbeit fremd sein wiirde, hier nur insoweit eingegangen 
werden, als es zur Rechtfertigung einer im vorigen Paragraphen ohne 
Beweis hingestellten Behauptung unumginglich nothwendig ist. Es 
ist einleuchtend, dass K“(cos #) bestiindig positiv bleibt, wenn u alle 





. . ° . ut 
rein imaginiren Werthe von 0 bis — 5 


die Function unter dem Integralzeichen nur das positive Zeichen hat. 


durchliuft, indem dann in (4) 


Es ist aber auch leicht einzusehen, dass K"(cos #) schon fiir w= =< 
einen negativen Werth hat; denn indem man das Integral in zwei 
andere mit den Grenzen 0 und $@, $9 und @ zerlegt und in dem 
zweiten 6 in # — B verwandelt, erhilt man 

ni 


. =: (cos #) 





Jen it ba 
-2/ 7 Wits =e ~ Vie pana} OS) 
und alle Elemente dieses Integrales sind negativ, weil von den in der 


Klammer befindlichen Briichen der erste stets kleiner als der zweite 
ist. Es besitzt also die Gleichung K“(cos #) = 0 zwischen den Grenzen 


<5 und > eine rein imaginire Wurzel, und auch nur eine, weil, 
wie aus (4) erhellt, der erste Differentialquotient von K*“ nach wu 
innerhalb der angegebenen Grenzen sein Zeichen nicht iindert. Dass 
Ke fir kein reelles w Null wird, ist ohne Weiteres klar; aber eben- 


sowenig kann dieses fiir einen complexen Werth uw = & + yi 


(worin — von O verschieden, und 0 < 9 < =) stattfinden, weil sonst 
die Integrale 





“cos A icon An a re * sin B gi sin Bn dB 
2(cos B — cos #) -V/2(cos B — cos ®) 


beide eoratenm miissten, was fiir das zweite, dessen Elemente stets 


einerlei Zeichen haben, unmdglich ist. Beachtet man nun, dass 
K-«= K*, nennt + «i die einzigen zwischen — ~ und + a 
enthaltenen Werthe des uw, welche K“(cos#) verschwinden machen, 


und setzt 
K*(cos ®) = (u? + &) f(w), 
so ist die Function f(u) fiir alle complexen Werthe w = § + yi, 
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welche dem durch die Ungleichheiten — co <§ <0, — * <4< = 
bestimmten Gebiete angehéren, eindeutig, stetig und von Null ver- 
schieden. 
B. Es ist = yi und  reell. 
In diesem Falle stimmt die Function K“, welche dem Vorher- 
gehenden entsprechend fiir ein reelles w zuniichst durch die Gleichung 


¥ 
(8) K (cos ni) ra 2cos pat cos hada 


* V2 (co (cos ai + cos 71) 
0 





definirt werden kann, bis auf einen von y unabhiingigen Factor mit 
der Function J,(y) iiberein, welche ich in meiner in der Einleitung 
angeftihrten Abhandlung angewandt habe. Durch Benutzung der dort 
abgeleiteten Formeln ergeben sich fiir K“ die folgenden Darstellungen 
durch bestimmte Integrale: 


e oi sin wa da 

8 le ERE RAE 

(8a) K¥ (cos 97) mtguxt J V2(cosai— cd ni) ” 
q 





Vi] 
(8b) Ke(cos ni) = =f meet, (o>, 
0 


V2(cos nt — cos 5 at) 


# 
(8c) K¥ (cos yi) = - Lf (cos ot4-tdae cos a)" 4 da, 


0 
- 1 
(8d) K¥ (cos ni) = tf (cos ni + isin ni cosa) “ ? da. 
0 


Mit Hilfe des ersten dieser vier Integrale findet man leicht: 
1) fiir ein unendlich grosses ee uv und ein endliches positives 4: 
(9) K(cos ni) = V az 008(un — F); 


2) fiir ein unendlich grosses positives 7 und ein endliches reelles u: 


-H ” 
(10) K¥ (cos 47) = —— aa way { Suy Sees 


cos pada] | 
Beat (nn f teats nan fest 


V &—1 —1 


3) fiir unendlich grosse Werthe von mw und ssilics kleine von 
y, wenn das Product wy einen endlichen positiven Werth x behilt: 


. * si sin (wa) da 
(c) J (x) = Vat—1 =? ? 
1 
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woftr man auch das folgende bis « = 0 inclusive und wenn man will 
auch fiir negative 2 giiltige Integral setzen kann: 





2 * sin a dae 
J (2) = — Va—a . 
x 


Es scheint, dass diese Integralform fiir die Cylinderfunction bei 
den Mathematikern bisher wenig oder gar keine Beachtung gefunden 
hat. Da dieselbe jedoch, wie ich mich schon vor liangerer Zeit iiber- 
zeugt habe, manche niitzliche Anwendungen gestattet, indem sie in 
dem Problem der Elektricitiitsvertheilung auf zwei sich beriihrenden 
Kugeln eine nicht ganz unerhebliche Reduction des Endresultats er- 
moglicht und auch besonders geeignet erscheint, um fiir die von Herrn ~ 
C. Neumann gelegentlich der Behandlung dieses Problems gegebene 
Darstellung einer willkiirlichen Function .zweier Variablen durch ein 
dreifaches Integral*) den strengen Beweis zu liefern: so mége noch 
eine andere Ableitung derselben hier Platz finden. Als Ausgangspunkt 
diene das am hivfigsten fiir J(x) benutzte Integral: 


1 


ei 
Tea fas . 


—1 





Bekanntlich ist nun: 


nm 


ae ell—a) Pid B = > (wenn a? < 1) 
Vx _— 





und = — wa (wenn a? > 1). 


Daraus folgt leicht, dass 
-7i ° ° 
J (x) = dem reellen Theil von ee Ri ise fewo-rwiaa 
ri 4 
0 —@ 


In der That, die dadurch, dass die Integration nach « von — oo bis 
oo statt von — 1 bis 1 ausgedehnt wird, willkiirlich hinzugenommenen 
Bestandtheile sind rein imaginire Gréssen und werden schliesslich 


*) Man vergl, p. 149 ff, der Schrift: ,,Allgemeine Lisung des Problemes 
iiber den stationiiren Temperaturzustand eines homogenen Kérpers, welcher von 
zwei nichtconcentrischen Kugelflichen begrenzt wird. Von Carl Neumann,“ 
(Halle 1862.) 





186 F, G, Meurer, 


dadurch beseitigt, dass das Endresultat auf seinen reellen Theil reducirt 
wird. Allein diese Umformung ist doch nur fiir ein reelles x statt- 
haft, weil sonst das zwischen den Grenzen — oo und oo genommene 
Integral seine Bedeutung verliert. Durch Ausfiihrung der Integration 
ergiebt sich: 


J (x) = dem reellen Theil von 


2i dé i (s+) 2 ea * 2 
— u fs € v -1f/4 sin (6? + is) 
0 0 


oder wenn 2 positiv vorausgesetzt, das Integral durch die Substitution 
6B? = 428 transformirt, darauf in zwei andere mit den Grenzen 0 
und 1, 1 und oo zerlegt und im zweiten #’ in 1: f’ verwandelt wird: 


1 
Ja)— =f Fein $645) @>O) 


oder endlich, wenn fp’ + $ = 2a gesetzt wird: 


Po) 


J(2)= 2 J ._.. a ee | 
bid 


Vort—1 


§ 5. 

Ueber das Additionstheorem fiir die Function K“. — Bemerkung iiber 

die Darstellung einer willkiirlichen Function von zwei Variablen durch 
ein dreifaches Integral. — Anwendung auf einen besonderen Fall. 


Die Entwicklung der Kugelfunction P* fiir ein zusammengesetztes 
Argument cos b cos c + sin b sinc cos «@ nach den Cosinus der Viel- 
fachen von a, welche von Herrn Heine kurz das Additionstheorem 
fiir die Kugelfunction genannt wird*), kann bekanntlich auf sehr ver- 
schiedenartigen Wegen abgeleitet werden. Wihrend Laplace, dem 
man dieses wichtige Theorem verdankt, von der Differentialgleichung, 
welcher P* geniigt, ausgeht, legt Jacobi die Darstellung von P* 
durch ein bestimmtes Integral zu Grunde. Beide Methoden kénnen 
auch zur Entwicklung von K“(z) (fiir ein reelles w) angewandt werden, 
und ich habe die erste benutzt fiir das Argument 


2= — cos dcos 4 — sin Asin J’ cos(m — @), 
*) Borchardt’s Journal, Bd. 69, p. 128. — Die ausfiihrliche Behandlung 


dieses Theorems und seine Ausdehnung auf die Kugelfunction zweiter Art findet 
man in Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen § 67, 70 und 73. 
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worin 4 und 2’ reell und zwischen 0 und z enthalten,, die zweite fiir 
das Argument 


2 = cos(#i) cos (#7) + sin(#7) sin(@'’ i) cos(p — g’), 
worin # und @ reell und von beliebiger Grosse sind. Im ersten Falle 


liegt z zwischen den Grenzen — 1 und 1, im zweiten zwischen 1 
vnd co, und in beiden Fallen ist K“(z) nach (8) durch die Gleichung 


K+(2) = ee i ae a 


(cos at + 2)? 


oder was dasselbe ist durch 


ae 
__ cos wrt a dz 
(9) Kr (s) = —_— f Wiuere 


0 


vollig eindeutig definirt, erlangt jedoch an der Grenze = — 1, d.h. 
wenn gleichzeitig 4 = 4’ und cos(m — g’) = 1, einen unendlich grossen 
Werth. Diesem letzteren Umstande ist es zuzuschreiben, dass die ge- 
suchte Entwicklung in den beiden fiir das Argument ¢ unterschiedenen 
Fallen nicht genau dieselbe Form annimmt. Sie fallt nimlich im 
ersten Falle trotz der Symmetrie von ¢ in Bezug auf 4 und 4’ ver- 
schieden aus, je nachdem A einen grésseren oder kleineren Werth als 
4’ hat, wihrend sie im zweiten Falle durchaus symmetrisch in Bezug 
auf # und # ist. Ich werde mich auf die Behandlung des zweiten 
Falles beschranken. Es lisst sich in (9) die stets positive Grosse 
1+ 22x -+ a durch das Aggregat der drei Quadrate 


(cos #4 + x cos #1)? — (i sin Bi cos m + iz sin 9% cos g’)* 
— (isin #7 sin m + iz sin #7 sin g’)* 
darstellen, und der reciproke Werth der Quadratwurzel aus diesem 


Ausdruck, in welchem cos #i + x cos #’i wesentlich positiv ist, kann 
vermoge der Formel 





1 max SY di 
Va— Bt—C? af “A+ Beosi+ Csini 
0 
durch das folgende bestimmte Integral ersetzt werden: 
1 


Vi +22x +a? 


22 





1 P ada 
" 9 cos @ i + i sin Oi cos — 2) + x[cos @'i-+ ¢ sin Bi cos(m’ — Aj] 
5 


Djesen Werth denke man sich in (9) substituirt, darauf die Reihen- 
folge der Integration umgekebrt und statt « durch die Gleichung 
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x[cos #i + i sin 9% cos(y’ — A)) = a’ [cos Oi + i sin #1 cos (p —A)] 
eine neue Integrationsvariable x eingefiihrt. Da die in x und 2’ multi- 
plicirten Gréssen stets reelle positive Werthe haben, so bleiben 0 und 
co die Grenzen des transformirten Integrales. Es lisst sich nun, nach- 
dem man die von « freien Glieder abgesondert hat, das Integral 
nach « ausfiihren und zwar erhilt es den Werth z : cos uzi. 
Daher wird: 


22 


(10) Kr(z) = = f [cos #i + isin 4 cos(p — 2)]" “ ; di. 
[cos 9's + isin 8 i cos (g’— ay"'t t 





0 


Dieser Ausdruck entspricht vollkommen dem von Jacobi fiir P* 
(oder Y*) aufgestellten*) und liefert in gleicher Weise wie der letztere 
behandelt fast ohne Rechnung die geforderte Entwicklung. Setzt man 
nimlich: 
[cos #i + i sin 91 cos(m — 4)}"*-3° 
= A, + 2A, cos(p — A) + 2A, cos 2(p — A) +---, 
[eos # i + i sin #7 cos(g’ — ayy-ei- 4 
= B, + 2B, cos(g’— 4) + 2B, cos 2(m’— 4) +.--, 
so dass die A und B durch die Gleichungen bestimmt sind: 


ma 
1 ' 
A, = x | (cos Hi + isin B7 cos ay'i-4 cos mA dd 
(11) : 


a 


ie 3 
B, = =f (cos #i + isin #7 cos ayni-d cosmAda, 


0 


so ergiebt sich sofort 
(12) K*(e)—=A,B,+2 A,B, cos(y— g’)+2 A, B, cos2(p — q’) +--+ 


Die Gréssen A, und B, stimmen resp. mit K“(cos i) und K#(cos#'i) 
iiberein, wie man sieht, wenn man in (11) m = 0 und in (10) ® resp. 
# = 0 macht, und hierdurch ist- fiir die Formeln (8c) und (8d) des 
vorigen Paragraphen der dort fehlende Beweis nachgeholt. Die all- 
gemeinen Ausdriicke von A,, und B,, lassen sich vermittelst der 
Jacobi’schen Darstellung von sin mA durch einen m‘ Differential- 
quotienten in die folgenden transformiren **): 


*) Crelle’s Journal, Bd, 26. — Mathematische Werke Bd. L., p. 1. 
**) Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, p. 136. 
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An = .. hes F(m + 4 — pt) 


Van TmFyTa— ei) 
™ a 
(— isin ai J (os di + 7 sin 0% cos ayti-5-™ sin 4°" da 


Ray | Boa Fmt et as) 
- Va Tim+4)Th +e 











na 
| (—tsin & i)” { (cos # i+ isin 8 i cos ay *-t-« sin 22” da. 
. % e 


Es ist bekannt, dass die hierin vorkommenden Integrale trotz der 
Verschiedenheit der Exponenten wi—4—m und — wi—4—m 
genau dieselben Functionen von # und @' sind, also fiir # = # ein- 
ander gleich werden. Auf dem directesten Wege ist diese Gleichheit 
von Herrn Heine bewiesen worden, indem er durch eine zweckmissige 
Substitution das eine Integral unmittelbar in das andere iiberfihrt. 
Ich werde es jedoch vorziehen, durch eine andere Substitution jedes 
Integral einzeln zu transformiren, indem dadurch gleichzeitig eine neue 
Integralform fiir A,, und B,, gewonnen wird, welche vor (11) und (11a) 


, den Vortheil hat, dass die imaginiire Grésse wi(— bei den Kugel- 


functionen tritt statt wi—4 eine ganze Zahl n auf—) aus dem 
Exponenten verschwindet. 

Man setze cos #i + isin #7 cos A = e*, so ergiebt eine leichte 
Rechnung: 


Fee Gece tt 
“2m T(m+4) 0 — et) 
> 
(— ¢sin vim f e““* (cos @i — cos aiy”—2 da. 
<9 
Vorausgesetzt ist hierbei, dass # einen positiven und von Null 
verschiedenen Werth hat, so dass — i sin #7 ebenfalls positiv ist. Der 
imaginire Theil des Integrales reducirt sich offenbar auf Null, und 
in dem reellen kénnen O und @ als Integrationsgrenzen genommen 
werden, wenn das Resultat verdoppelt wird. Man erhilt also: 


Kid V2 T(m+4—ni) 


~~ Vu Cim+4)Fe—et) 


o 
— i sin 9i)-™ | (cos #i — cos wi)"~* cos pada 
? 
0 


(Ilb) 4 ss! ; 
Ba VY Fim+ itn) 
“Va Tim+ yt e+ we) 











Na 
\ (— isin wiy-mf (cos # 4 — cos aiy"—% cos wa da, 
0 
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Es sind daher in der That, wenn von den nur » und m enthaltenden 
Factoren abgesehen wird, A,, und B,, dieselben Functionen von @ 
und #. Bemerkt man, dass die Differentialquotienten des in A,, ent- 
haltenen Integrales trotz der Veriinderlichkeit der oberen Grenze bis 
zum m'** inclusive durch Differentiation unter dem Integralzeichen ge- 
bildet werden diirfen, so findet man beiliufig die folgende Relation, 
worin x statt cos #i gesetzt ist: 


r(4— pi) an(at—1)8" 4, mans 
(m+ 4 — wi) da™ Bis a 


Wihrend die Gleichungen (11) —(11b) eine unmittelbare Uebertragung 
auf Kugelfunctionen durch die Annahme wi — 4 =n gestatten, ist 
eine solche Annahme in (9) unzulissig, und diese Integralform ist 
also als der Function K“ eigenthtmlich anzusehen. Es soll nun auch 
noch fiir A,, ein Integral abgeleitet werden, welches in ihnlicher 
Weise gebildet ist. Man multiplicire die Gleichungen 


(4 — wi) Tim+4+yi) _ _ at! dx 
F(m + 1) At (1 + a)y"+! x 


0 


ma 
Ay = Lf (cos #i + i sin #i cos 4)" cos mada 
0 


mit einander, bezeichne die linke Seite der neuen Gleichung der Kiirze 
halber mit C,, und mache in dem Doppelintegral auf der rechten Seite 
die Substitution z = (cos #i + i sin @i cos A) y; es wird dann: 


nm 
: ‘ih 2 cos mi di 
Cr = # 4 d oe ee Pie +0 f 
tify y (1+ y cos @i + iy sin @i cos ay"! ’ 
0 


v0 





und wenn man 1 + y cos #i= ox und iysin #i = — 9 fa? — 1 setzt: 


wo na 
cot fe tay f_— cosmear 
" ™ g™ tt (a@ + Va? — 1 cos a)"t! 
0 


Aber die Integration nach 4 ist ausfiihrbar (man vergl. Heine’s 


Handbuch der Kugelfunctionen p. 130, 38a und p. 117, 34a), und 
C,, nimmt die Form an: 





CG. a 1:3:++ (2m —1) (Va?—1)" gta, 
+. Bee 1-2-+-m ayy mth 7 ? 


0 
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oder wenn fiir /x?—1 und g ihre Ausdriicke durch @ und y sub- 
stituirt werden: 


% m—pi-—} 
Cn as tr (— 2¢ sin di)” ee ki & 


Va V(m-+ 1) : (1 + 2y cos ait yytt 


Fiir die Function A,,, von welcher sich C,, nur durch einen constanten 
Factor, nimlich die linke Seite der ersten der beiden mit einander 
multiplicirten Gleichungen, unterscheidet, ergiebt sich hieraus, wenn 
man noch log y = @ setzt, nach einer sehr leichten Umformung: , 


(ie) A, — V2 Sim4+p(—isiney™ (* — cosmade 
¥ Vx Ce— pC m+ ees) | (cos #4 ++ cos ai)" +4 . 
0 
und durch Vertauschung von w mit —w und @ mit 9 erhilt man 
aus A,, auch B,,. Als Folge von (11¢) ergiebt sich jetzt die Beziehung: 
— ITT BD (ye _ ype BAe 
Fa} An = Fe tate OP 
wenn wieder 2, wie in (13), die Bedeutung von cos #7 hat. 
Durch Verbindung von (13) und (13a) entsteht die Relation: 
SPER OAL G— 00 S| gnisqyw Ae a 
(14) Pim 4+ ut) (m+4—4t) da” ag da” My 
Die Gleichungen (13), (13a) und (14) entsprechen sehr bekannten 
Kigenschaften der Kugelfunctionen und zu ihrer Ableitung hiitten auch 
die bei den letzteren gebriiuchlichen Methoden angewandt werden 
kénnen. 
Da die Functionen A, und B, identisch mit K¥ (cos #1) und 


K¥ (cos #7) sind, so entsteht als unmittelbare Folge des Additions- 
theorems (12) die Gleichung: 


22 
(15) os f K* (cos i cos #i-+-sin i sin 0% cos p)dp—K"(cos#i) K“ (cos#’t). 
0 
Von fundamentaler Bedeutung in der Lehre von den Kugelfunc- 
tionen ist der Satz, dass jede endliche Function (4, m), welche fiir 
alle zwischen 0 und a enthaltenen Werthe von 4 und alle zwischen 


0 und 2a enthaltenen von 9 willkiirlich gegeben ist, sich in die nach 
Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 


n 22 
is >> (20 + vf: di’ sin xf. Pr(e)f(%, 9) ag’, 
n=O 
0 0 


[2 = cos A cos A’ + sin A sin d’ cos (py —q’)] 
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entwickeln lisst. Auch diesem Satze lisst sich ein ahnlicher fiir die 
Function K*“ an die Seite stellen, nimlich der folgende: 


Es sei f(#, p) eine Function von & und g, welche von & = 0 bis 
&®= co und von p=0 bis py = 2x gegeben ist, nirgends unendlich 
wird und fiir @= co stérker gegen Null convergirt als die (— 4)" 
Potenz von cos @i oder e® (der Art, dass man setzen darf 


f(®, o) =e FF (8, 9), 


wihrend « eine positive wenn auch nur beliebig wenig von Null ver- 
schtedene Constante vorstellt und f, (®, p) fiir # =o endlich resp. 
unendlich klein ist), so stimmt der Werth des dreifachen Integrales 


22 : 
1 1 , [v= po , 
(a) J fauut te uni) ad — sin (i) [Ke@Ho', ») do’ 
0 0 
worim 
2 = cos #i cos #7 + sin di sin 8% cos (mp —q’), 


mit dem Functionalwerthe f (#, gp) tiberein, wenn dieser ein villig be- 
stimmter ist, und stellt einen gewissen Mittelwerth dar, wenn die Func- 
tion f in der Umgebung des Punktes (#, gp) vieldeutig ist. 

Der Beweis dieses Satzes kann, unter Benutzung der Integralform 
(8a) fiir K“(z), in der Hauptsache nach den von Dirichlet fir die 
Untersuchung der trigonometrischen und Kugelfunctionenreihen ge- 
schaffenen Methoden gefihrt werden, muss jedoch hier unterbleiben, 
weil durch seine vollstindige Durchfiihrung das dieser Arbeit gesteckte 
Ziel iiberschritten werden wiirde. Es mége mir jedoch gestattet sein, 
den Satz (obschon sein Beweis nicht mitgetheilt wird) zur Ableitung 
eines speciellen Resultates zu benutzen, welches sowohl an sich merk- 
wiirdig als auch durch die niitzlichen Anwendungen, welche es zulisst, 
von Wichtigkeit ist. Wenn f(#, m) von » unabhingig ist, so findet 
man mit Beriicksichtigung von (15) und wenn man cos $i = x und 
f (®, 9) =f (a) setat 


(b) f(a) =f due tg(umi)C*K«(x), worin C# = [ f(e)K«(a)de. 


Diese Gleichung soll nun auf den speciellen Fall 


f(z) =(«@—y)-’, 6>4, l<tr<cwo, —wcy<! 


angewandt werden. Man erhilt dann, wenn man K¥“(z), indem man 


fiir den Augenblick statt 2 wieder cos i schreibt, durch das Integral 
(8b) ausdriickt : 
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* KK" (a) da dé sin Et cos pada 
C. = Etat ie oi 5. : mm 2 
(a — y) i(cos Ei — y)? J V2 (cos &i — cos ai) 


und wenn man in dem Doppelintegrale die Reihenfolge der Integration 
umkehrt und die neuen Integrationsgrenzen in bekannter Weise be- 
stimmt: 


ve ale iL sin Ei dé f 
C 2 fae cos Wa f * (cos i — y)? V2 (cos £4 — cos wt) 
0 a 














Das Integral mit den Grenzen « und co wird durch die Substitution 
cos §i — cos ai = (cos ai — y)z zuriickgefiihrt auf: 


Saree ee tas ne Vat (s —4) 
V 2 (cos ai —y)?—4t (1 +2)? V 26 (8) (cos ai — y)?~4 





und es wird demnach 


2r(é@—4) {° cosuada 


C+= —_—— —y» 
V2x0 (8), (cos «i — y)®— 4 
0 





welcher Werth nur in (b) einzusetzen ist, um die gesuchte Darstellung 
von f(x) =(« — y)~* zu erhalten. Von besonderer Wichtigkeit ist 
der Fall d=-1. Wier wird vermége (8) C* cos uxi = aK" (— y), 
und es entsteht also aus (b) erstens das Integral 





(16) Ke(—y) = cos (uxt) * K" (a) da 


1% a—y ?’ 
1 


welches dem Neumann’schen Integral fiir die Kngelfunction zweiter 


Art, nimlich 
n "(y)dy 
Qn) = 4 fs rey, 


analog gebildet ist, und gweitens die Gleichung 


(17) ; tye uu 2 U2 Kun) Ke (—y), 


4 cOs (ux?) 


welche der Heine’ schen Reihe 
1 rn 


oe Dy On +1) Pe) MY) 


n=0 
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entspricht und unter ahnlichen Bedingungen wie diese auch fiir com- 
plexe Werthe von x und y ihre Giiltigkeit beibehiilt. 
Auch fiir die Cylinderfunctionen gelten zwei ahnliche Sitze, naimlich: 
Y (ni) — (cede *7(8) EE 





Ve+y J &+n’ 
0 


Fay daad (at) Y(ani) (ny? > 0), 


wie aus (16) und (17) mit Riicksicht auf den in § 4. angegebenen 
Grenziibergang leicht gefunden werden kann. 
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Ueber die Mehler’schen Kegelfunctionen und deren 
Anwendung auf elektrostatische Probleme. 


Von 


C, Neumann in Leipzig. 


Der vorliegende Aufsatz reprisentirt, abgesehen von den beiden 
letzten Paragraphen (§ 11. und § 12.), einen Theil einer im ver- 
gangenen Sommersemester von mir gehaltenen Vorlesung. 

Der Hauptsache nach handelt es sich hier um dieselben Probleme, 
welche Mehler in seiner héchst schiitzbaren Arbeit (im gegenwirtigen 
Bande der Annalen, Seite 161) in Angriff genommen hat. Doch wird 
der Weg, den ich einschlagen werde, von dem Mehler’schen sich 
wesentlich unterscheiden, im Ganzen weniger Hilfsmittel erfordern 
(z. B. die Theorie der Gammafunctionen entbehrlich machen), und 
iiberhaupt wohl eine etwas gréssere Einfachheit und Durchsichtigkeit 
besitzen*). Eine wesentliche Stiitze meiner Betrachtungen besteht in 
gewissen neuen Integraleigenschaften der Kreisfunctionen (§ 7.), nach 
denen ich, obwohl sie eigentlich sehr nahe liegen, lange Jahre ver- 
geblich gesucht hatte. Denn dieselben sind nicht nur fir die hier 
behandelten Probleme, sondern auch fiir viele andere, z. B. fiir die der 
conformen Abbildung, von wesentlicher Bedeutung. 

Der Kiirze willen mag es mir erlaubt sein, diejenige Fliche, 
welche durch Rotation eines Kreisbogens um seine Sehne entsteht, 
kurzweg ein Conoid, oder eine Conoidfldiche zu nennen. Um nun die 
elektrostatischen Probleme fiir ein solches Conoid lésen zu kénnen, 
entwickle ich zunichst (§ 2. bis § 6.) die reciproke Entfernung zweier 
Punkte in ein fiir diesen Zweck geeignetes nach gewissen Cosinus fort- 
laufendes Integral, unter Anwendung der von mir schon mehrfach 
benutzten (zuerst tibrigens wohl von Thomson eingefiihrten) dipolaren 
Coordinaten. Sodann werde ich (in § 8. bis § 10.) die das Conoid 
betreffenden elektrostatischen Aufgaben behandeln, sowohl fiir den 
Fall, dass keine iusseren Krifte influiren, als auch fiir-den allgemeinern 
Fall, dass solche Kriifte vorhanden sind; wobei bemerkt sein mag, 
dass Mehler sich auf den ersten und einfachern Fall beschrinkt hat. 


*) Man mége entschuldigen, dass ich den Mehler’schen Index w mit q be- 


zeichuet habe; so dass also die Mehler’sche Function K“ identisch ist mit der- 
jenigen, die ich mit K, bezeichne. 
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Endlich aber werde ich iiber die von Mehler behandelten Probleme 


wesentlich hinausgreifen, indem ich (in § 12.) auch solehe Korper in 


Betracht ziehe, die theils von einer Conoidfliche, theils von Kugel- 
fliichen begrenzt sind. 


§ 1. 
Erinnerung an die dipolaren Coordinaten. 
Wir wollen die 7% Ebene nur als eine Halbebene uns denken, 
welche von der § Axe begrenzt wird, und die positive 4 Axe in sich 


enthilt. Auch mag die § Axe horizontal sein, und von Links nach 
Rechts laufen. Setzt man nun 


(1) E+ igaa iter 


1 — eo tie? 





wo a eine gegebene positive Constante vorstellt, und i — /— 1 sein 
soll, so stehen die neuen Variablen'?, m zu den rechtwinkligen 
Coordinaten §, 7 in einfacher Beziehung. Markirt man niimlich auf 
der & Axe links und rechts vom Anfangspunkte O zwei Punkte 4 und 
A’, beide in der. Entfernung a vom Anfangspunkte, und bezeichnet 
man die Entfernungen des Punktes (&, 7) von diesen festen Punkten 
A und 4’, die hinfort die beiden Pole genannt werden sollen, resp. 
mit @ und g’, so ergiebt sich: 


(2) + =e-*%, und: Winkel (9, o') =a, 
und ferner: 


(3) 4a? 4a’? 


C0 = Feosi@—2coa “ap? 





wo wy als Abkiirzung dienen soll fiir den angegebenen Nenner. Aus 
(2) folgt also z. B., dass m bezeichnet werden kann als die scheinbare 
Grosse der Linie AA’ fiir einen in (&, 4) befindlichen Beobachter. 
Demgemiiss wird das Curvensystem w — Const. durch diejenigen Kreis- 
bogen dargestellt sein, welche die Linie A A’ zur gemeinschaftlichen Sehne 
haben. Und mit Riicksicht hierauf folgt aus (1) [nimlich daraus, 
dass § + in = /(@+ io) ist], sofort, dass die Curven # = Const. 
durch das zu jenen Kreisbogen orthogonale Kreissystem dargestellt sind, 

Lisst man die bisher betrachtete Figur um die § Axe rotiren, so 
beschreiben die Bogen @ = Const. gewisse Rotationsfliichen, die fortan 
als Conoide bezeichnet werden mégen. Und gleichzeitig beschreiben 
alsdann die Kreise # = Const. gewisse Kugelfliichen, deren Mitielpunkte 
siimmtlich in der § Axe, und zwar ausserhalb der Strecke AA’ liegen. 
Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, das elektrostatische Problem 
fiir eines jener Conoide zu losen. 

Zu diesem Zweck fiihren wir ein réumliches Coordinatensystem 
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x,y, 2 ein, dessen Anfangspunkt mit dem bisherigen Anfangspunkt O, 
und dessen x Axe mit der — Axe zusammenfallen soll. Dann wird 
offenbar: z==§, y= cos m, und ¢ =» sin gm, wo gm das Azimuth der 
variablen Meridianebene §y gegen die feste Meridianebene xy vor- 
stellt. Hieraus folgt, falls man € und 7, mittelst der Formel (1), 
durch #, @ ausdriickt: 


u=é =o Eee 
(4) y= 1 cosg = a Ee, 


2sin @ sin 
= sing = a— % ? 





wo w dieselbe Bedeutung hat, wie in (3). 

Markirt man nun irgendwo im Raume zwei Punkte (a, y, 2) und 
(%,, Y,, 2), und bezeichnet man die neuen Coordinaten derselben mit 
(#,o,p) und (#,,@,,9,), ferner das zugehérige y resp. mit y und y,, 
so erhilt man, mittelst der Relationen (4), fiir den gegenseitigen Ab- 
stand EF dieser Punkte den Werth: 





5 Gin 2a V2 cosi(#—,) — 2 cos y 
(9) Vw Vo, ’ 


wo cos ? die Bedeutung hat: 
(6) cos y = cos @ cos @, + sin @ sin @, cos (p—gq,). 


Construirt man also iiber AA’, als gemeinschaftlicher Sehne, zwei 
resp. durch (#,@,q) und (#,, @,,,) gehende Kreisbogen, so wird y 
derjenigen Winkel sein, unter welchem diese beiden Bogen in A oder 








(was dasselbe) in A’ gegeneinander geneigt sind. -—- Als specieller 
Fall der Formel (5) ergiebt sich der Werth des Linienelementes: 
(7) i ide 2a Vdd)? + (do)? + (sin wd dg) . 


» 
Und hieraus ergiebt sich fiir den Laplace’schen Differentialausdruck 
A= + + Go ++ oo folgende Transformation: 

4a? sin w sino OU sin @ oU eU 
(8) aS niin AU= a(t y =) + (4 oo) + sans Og’ 


wo U eine willkiirliche Function von x, y, 2, resp. von ®, @, p vor- 
stellt. Diese Formel kann man auch so darstellen: 











4a? Vsin o eV eV 
(9) ye ye =o + Oat + ante Og + ~) 
wo V als Abkiirzung dient fiir U i. — Endlich kann man diese 


Formel auch so schreiben: 





198 C. Neumann. 


ew ew cosa OW 1 ew W 
(10) =e AU= oa + Oa + Se sin @ Se) + wate ‘sinta@ Og? 4? 


wo W als Abkiirzung dient fiir We? d. i. fiir =e 


sing Vy 
Schliesslich sei noch bemerkt, dass man séimmtliche Punkte (, @, p) 


des ganzen unendlichen Raumes erhalten wird, falls man den drei. 


Variablen folgende Grenzen zuertheilt: 


a= —ow-::-+o, 


(11) ome OO eee, 
p = 0 eee Qn. 
Insbesondere repriisentirt # = + oo den Punkt A, und @ = — oo den 


Punkt A’. Ferner reprisentirt @ = das durch die Linie 4 A’ reprii- 
sentirte unendlich diinne Conoid. 


§ 2. 
Darstellung der reciproken Entfernung zweier Punkte mittelst eines 
bestimmten Integrales. .Einfiihrung der Mehler’schen Kegelfunctionen. 


Die Fourier’sche Integralformel kann fiir eine gerade Function 
F'(#) folgendermassen geschrieben werden: 


P + 
F(#) = faqs, cosq#, wo A, = = [Fo cos gq? - d& 
0 % 
Bringt man diese Formel in Anwendung auf die Function: 


F(#) = : —, di = 


V2 cos i® — 2 cos w 








Ss 
Vy’ 
so erhalt man: 


1 1 
(1) - io V20 cos sid — 2 C08 @ = faae olen " — q?, 


wo C,L, (cos @) die Bedeutung hat: 





RD 
7 a-d? 
2 C, L,(cos @ ee 
(4) a ee V2 cost® —2cosw 


Und die hier noch vorhandene manne Constante C, mag so gewiihlt 
werden, dass L, (cos o) = 1 wird fiir o =z, d., i. fir cos a = — 1. 


Solches festgesetzt, ergiebt sich also durch Anwendung der Formel (2) 
auf den Fall @ = z:: 


3 Qitat | See . 
(3) ” Po 
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Nach der Theorie der Gammafunctionen wiirde hieraus bereits folgen, 

1 : 
cos (qx) * 
im unmittelbaren Verlauf unserer weiteren Betrachtungen, zu diesem 
Werthe hingeleitet werden. [Man vergl. (22), Seite 205.] 

Ohne Weiteres ist aus (3) ersichtlich, dass C, einen bestimmten 
endlichen Werth hat. Und ebenso folgt aus (2), dass die Function 
I, (cos w) fiir das Intervall cos a = —1----+ 1, mit alleiniger Aus- 
nahme des Punktes cos @ = -+ 1, iiberall einen endlichen Werth hat. 
Oder ein wenig anders ausgedriickt (naimlich pw statt cos m gesetzt): 
Die Function 


Fa 
4 Lien 2 fee 
(4) a(t) nC, / V2 (cos i@) — 2p 


dass C, = st. Doch werden wir, auch ohne diese Theorie, 


hat im Intervall » =—1-+--+ 1, mit alleiniger Ausnahme des 
Punktes w = + 1, tiberall einen endlichen Werth. Auch hat sie (nach 
der fiir C, gegebenen Definition) im Punkte uw = — 1 den Werth 1. 
Es ist also: 

(6) Ly(—1)=1, Ly (+1) =o. 

Wir werden weiterhin sehen, dass diese Function von w = — 1 bis 


u = -+ 1 in bestindigem Wachsen begriffen ist. [Vergl. Seite 203.] 
Bezeichnet 7 den reciproken Werth der gegenseitigen Entfernung 
irgend zweier Punkte (#, @, p) und (#,, @,, p,), so ist nach (5) 8. 197: 


(6) T= Ve Ve, 


2a V2 cos i (® — 9) —2 cosy 
Und hieraus folgt mittelst der Formel (1), falls man daselbst @ mit 
(@ — #,) und @ mit y vertauscht: 








" ? 
(7) 7 = V9V% fag C,L_(c0s 7) - c08 4 (® — 9), 
0 
woraus z. B., weil cos y = cos @ cos @, + sin @ sin w, cos (p—g,) ist, 
fir #,=0, o,=—0O und fiir 4,=—0, ,—-2 sich die speciellern 
Formeln ergeben: 





— er 
. (9, =0 ' 
(7a) fiir (2'=9): r= ol —__ 9% faqc,L, (cos@)-cosq#, 
: Uy 
(9%) =0 VoV Vole, [ 
(7b) fiir (m =): — ie ee rol fdqC,L4(—cose) -cosq®, 


U 


wobei zu bemerken ist, dass der Punkt #, = 0, w, = 0 (in beliebiger 
Richtung) im Unendlichen liegt, und dass andererseits der Punkt 
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#, = 0, o, = identisch ist mit dem Anfangspunkt 0 unseres Co- 
ordinatensystems, also in der Mitte liegt zwischen den beiden Polen 
A und A’. 

Die reciproke Entfernung 7’ geniigt der Laplace’schen partiellen 
Differentialgleichung A 7 = 0; und hieraus wird sich, falls man z. B. 
fiir Z den Werth (7b) substituirt, eine gewisse gewdhnliche Differen- 
tialgleichung ergeben fiir die Function L. 

Um niher hierauf einzugehen, setzen wir cos @ = uw, und 
(8) L,(— ») = K,(u); 
wodurch die Formel (7b) die Gestalt annimmt: 


1 __— Vek, — B15 fi : Ve Ve 
©) P= aVacuiey Fig 2a gf 12 Mele) “cosa? f, 
wo f als augenblickliche Abkiirzung dienen soll fiir das angegebene 
Integral. Bildet man nun die Gleichung AT = 0, so ergiebt sich mit 
Riicksicht auf die in (10) S. 198 te Transformation: 

ft 4+ ( Of 4 cos@ Of) __ 


Ca ‘sino Go 











oder, falls man cos @ = mu setzt: 


of f ; 
$F + £(a —- i) fo 
und hieraus folgt, falls man fiir f seine eigentliche Bedeutung substituirt: 
° a Te 0K K 
faa C, e q¢K + i (2-2) 35) - rae qt = 0, 
% 


wo K zur Abkiirzung steht fiir K,(u). Aus der letzten Formel ergiebt 
sich, dass der daselbst in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck 








fiir sich = 0 sein muss. Demgemiiss geniigt also die Function K,(u) 
der Differentialgleichung: — 
(10) —-¢+5)%¥+%(-" 4-9, 


welche auch so geschrieben werden als 


a1) (ia—F)(ia +H) PF + Z(a-v) 4) =0. 


Und derselben Differentialgleichung nee offenbar auch die Function 
K,(— w), d. i. die Function L,(u). Vergl. (8). 
Vergleicht man diese Differentialgleichung mit der der Kugei- 
functionen : 


7) 
(12) mnt DE + F(A — HY) Gp) = 
deren particulare Integrale Pin und Q,(w) sind, so bemerkt man, 
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dass es nur der Substitution n = ig — ; bedarf, um véllige Ueberein- 


stimmung herbeizufiihren, Es sind also, kénnen wir sagen, K,(w) 
und L,(u) gewisse Lésungen derjenigen Differentialgleichung, deren 
particulare Integrale P,,_4) nnd Q4-4 (w) sind. Somit folgt: 


Ki(u) = AP, _, (#) + BQ,,_, (); 
L(u) = CP,,_ 1%) + DQ,_, ), 


wo A, B, C, D noch unbekannte Constanten (d. i. von w unabhiingige 
Gréssen) vorstellen. 


(13) 


§ 3. 
Entwicklung der Kegelfunctionen nach Potenzen, und ferner nach 
Kugelfunctionen. 
Substituirt man in der Formel (4) Seite 199: 
Doelgn) 9 ee b ee: 
(1) a(t) aC, J V2 (cosi@) — 2y 
0 
die nach Potenzen von uw fortschreitende Entwicklung: 
1 tet “eS u : . u? 


V cos it) — pe Vcos i® 2 (cos is)? 4 (cos ia)? 





so ergiebt sich: 


(2) Ly(u) = («+B ue? +yut+---) + (autbui+eu +); 





und zwar erhilt man fiir @, B, --- a, b, --- die Werthe: 
‘a 1 (V2 “cosq@-d® Ve * osg@- de 
3 7, (e) —————— a=] (4 3 ee 
( ) C, % Veosié . Cc, a Z (cosi#)? , 
0 
4 - “cong: <a 1 (V2\ 1-3-5 cosqd dé 
7 3 b= oa) 2-46 9 
(cosi#)® q (cosi#) 
0 
etc. ete. 


Bequemer aber kann man diese Coefficienten, abgesehen von den beiden 
ersten (a und a) finden mittelst der fiir L,(w) geltenden -Differential- 
gleichung (10) Seite 200: 


(6) @+Dr+~-o 


Substituirt man nimlich hier fiir F — L,(u) ra Entwicklung (2), so 
erhilt man auf der linken Seite eine nach Potenzen von uw fortschreitende 
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Reihe, deren Coefficienten einzelhn — 0 sein miissen. U. s. w. In 
solcher Weise erhalt man schliesslich: 








q q 
B= sy % —Te3% 
; N° 4s , qs * % 
(6) Reale 850 FY a, 7a exreo a, 
a. Sl Gs * Us =e “9° WN 
O= —-9.3-4-5°6 * eony GOEL y= 
ete. ete. 


WO 4;, %3> Us» G1» «+ folgende Bedeutungen haben: 
2 3\2 5\? 
(6a) a1=¢+(5), g=¢+(), g=¢+(G), ete. ete. 
Da iibrigens K,(u) = L,(— mu) ist, so folgt aus (2): 


(2 e@em Othe + re +--)+eatbe ten +---), 
K,(¥)=(e+ Be + yet -+-)— (au be curt +); 


und es sind also L,(u) und K,(u) wesentlich verschiedene Functionen, 
mithin zu bezeichnen als die beiden particularen Integrale der Differen- 
tialgleichung (5). 

Eine zweite Entwicklung. — Wir kénnen die Formel (1), 
falls wir w = cos @ setzen, auch so schreiben: 


Nn 


2 " cos qo -d@ 


Nene) | Tae Tee 





mithin auch so: 


(8) L, (cos @) = <b 2 i —— qo-dt 
" V (c cos —; =) _ (cos ey 


Substituirt man aber hier die Entwicklung: 


V (cm ZF — (con 2 
1 4 , (cos =) , (cos =) 


i tte 


I: ‘cos $& z ‘(cos £#')? ; ma (cos +? j 
so ergiebt sich: 
(9) DI, (cos @) = A+ B(cos 2 of T (cos sy +. 


wo A, B, [, --- die Werthe haben: 
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oF 1 > cos qt - dt 
(10) ae ae ae 
q cos > 


0 





(11) Bas — * cos eae st - 
“(cos 2%) = 


vf etc. 


Uebrigens folgt aus (9) fiir @ = sofort: L,(— 1) =A. Nach un- 
seren friiheren Festsetzungen [vgl. (5) Seite 199] ist aber D,(—1) = 1. 
Folglich auch: 

(12) A= 1. 

Auch die iibrigen Coefficienten B, [, - - + lassen sich viel einfacher 
[als in (10), (11) angedeutet] ausdriicken, und zwar mittelst der Diffe- 
rentialgleichung (5). 

Ohne auf die betreffenden einfachen Operationen hier niher ein- 
zugehen, wollen wir nur das Resultat derselben mittheilen, welches 
unter Riicksicht auf (9) und namenilich auf (12) sich folgendermassen 
darstellt: 


(13) L£, (cos w) = 1+ o (cos 2) + OE (cos sy} 4 
4 ’ Ne (cos 2) re 


WO Gi» Y3> Ys» *** die Bedeutungen (6a) haben. Hieraus ergiebt sich 
durch Vertauschung von @ mit (a — @) sofort:. 


(14) K,(cos@) = 1+ 4 % ‘(sin oy + - Te, (sin o)'+ 
1%9% (, ©) 
+ 1-2-3" (s sin =) ++: 
Da die Gréssen q,, 93, 45, - + - durchweg positiv sind, so folgt aus 
(13), wenn man daselbst cos @ = mw, mithin (cos ey = Ate sub- 


stituirt, sofort, dass L,(u) in bestiindigem Wachsen begriffen ist, 
wihrend uw von — | bis + 1 geht; was mit unserer friheren Behauptung 
(Seite 199) in Einklang steht. 

Vergleicht man iibrigens die Formel (14) mit der bekannten fiir 
die Kugelfunction P,(cos @) geltenden Formel: 


P,, (cos @) = 1 — se Ey (sin 2) a 


(n — 1) n(n + 1) (nm + 2) - of 
a A (1-2) (sin 3) wi 





und beachtet, dass nach (6a) 
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a = — (ig—5) (i+ 5), w= - ('a—F) (F944), Gs = ete. ete. 


ist, so ergiebt sich sofort: K,(cos @) = P,,_ 1 (cos @), oder einfacher 
geschrieben : ; 


(15) K,(u) = P,_, ); 


iq— 
was in Kinklang ist mit den Formeln (13) Seite 201. 


Entwicklung nach Kugelfunctionen. — Es ist p =2cosi@ 
— 2cos @, mithin: 


aft 
1 1 e 
(16) —— 5 - ———— SS a oe = : : } 
Vy V2 cos i? — 2cos V1 —2e—* cosa + ¢~?* 
und hieraus folgt, falls # positiv ist: 
1 1 
17 —— = —_—— —_ = 
(17) Vy V2 cosi® — 2cos@ 
9 NN NX 
—=C¢ 2- >) e~"9 P, (cos @) = D> : e—%* P, (cos @), 
n=0 n=0 


wo N zur Abkiirzung steht fiir (n 4- 2) - Substituirt man aber diese 
Entwicklung (17) in die Formel (1): 
2 (* cosq@-de 
8) Qyly(ome)— > | Yami tess” 
é 


so folgt sofort: 


U, L, (cos @) = > A, P,(cos @), 
x=0 


rt 
. 


wo Az f e—*%* cos gq? - dd = = weg ist. Setzt man also 
cos @ == uw, so ergiebt sich schliesslich: 
| : ae 
(19) Claw) = > wi gg Pal), 
und folglich, falls man — p statt uw setzt: 
2 nr—=@ i 1" N 
(20) ‘ K,(u) = — a +E P, (u); 
ferner folgt aus (19), falls man » = — 1 setzt, und Riicksicht nimmt 


auf (5) Seite (199): 


rae 
(21) ¢=-2 > vee oe wo tiberall N= n+ + ist. 
n=0 
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Halt man fest an dieser Bedeutung von N, so gilt bekanntlich fiir 
jedwedes Argument ¢ die Formel: 


* (—1)"N_ 
coer 2x > Wao? 


welche z. B. fiir ¢ = qai die Gestalt annimmt: 


ey SI (— 1)"N 
cos(qzi) 2a D>) (N2)?+ (q2)? * 
Somit folgt aus (21): 


(22) O.= a 


cos (qui) 
Aus den Formeln (19), (20) folgt durch Multiplication mit P, (w) 
und Integration sofort: 
al : 


(23) f Pa(u) Lau) du = So- arpge > fir n= 0, 1,2,3,--., 
. q 


, r 2 — 1 : 
(24) J P,(u) K,(u) du = [o-qarpge fir n= 0,1, 2,3, ++. 
= | a 


Nimmt man ferner fiir g irgend zwei Werthe q und g@, und multi- 
plicirt man die aus (19), (20) fiir Z,(w) und Ko(u) sich ergebenden 
Entwicklungen miteinander, und integrirt hierauf nach w, so erhalt man 


+1 











J lal) Kew) de Soo DS Oey 
aot 
r= N 
= 30.0, Fe Pali Gate wep) 
n=0 


also mit Riicksicht auf (21): 
POND. Tee, we 
0, Cc, g—e¢ . 
also schliesslich : 





1 
(25) fr (u) Ke(u) du = a(g—e*) \C, Co ) 
a= -2[208(¢%8) — confers) 
a x(q? — 9°) 


Hieraus folgt insbesondere fiir @ = q: 





‘ . . a n 
(26) J L,(w) Ky(u) du —= —28e@=i_ an a wot 
—1 


———eE 
Ne 
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also z. B.: 
+1 
21) J Lalu) Kyu) du = a. 
= 
Ferner ergiebt sich aus den Formeln (19), (20) in analoger Weise: 
1 3 
(28) f L,(u) Le(u) du = f Ky(u) Ky(u)du = 
=~} —1 ‘ 
4 n—@ N 
—80G 2 EHTS 
; 4 1 “SY N N 
d. i. ~ 80,0, g—e 2 nig Ne+ x): 


Diese beiden Summen in der letzten Zeile (naimlich von und 


— 
N*+ 
ae) sind jede fiir sich betrachtet divergent. Doch hat die urspriing- 
liche Summe in der niichstvorhergehenden Zeile einen bestimmten 
endlichen Werth, den ich aber einstweilen nicht in Form eines ge- 
schlossenen Ausdrucks darzustellen vermag. 


§ 4. 
Ueber das Unendlichwerden der Kegelfunctionen. 


Die Kegelfunction L,(u) ist = 1 fir » = — 1, und bleibt sodann, 
wihrend w das Intervall — 1----+ 1 durchliuft, in bestdndigem 
Wachsen, bis sie endlich fir » = -+ 1 ins Unendliche ansteigt (vgl. 
Seite 199 und 203). Das Verhalten der Function K,(u) = L,(— uw) 
ist offenbar das Entgegengesetzte. In der That werden diese Functionen 
L,(w) und K,(u) durch zwei Curven dargestellt sein, welche zu ein- 
ander Spiegelbilder sind in Bezug auf das im Anfangspunkt u = 0 
auf der w Axe errichtete Perpendikel. — Die Art und Weise nun, in 
welcher K,(u) und Z,(u) resp. in den Punkten w= —1 und p—+1 
ins Unendliche ansteigen, wollen wir niaher untersuchen, und zwar 
mittelst der fiir dieselben geltenden Differentialgleichung (10) Seite 200: 


7] F 2 
Q) —aF+Z(1-0) $0, wo g=e+(5y 
Zavor aber sei bemerkt, dass nach (13) Seite 203: 


2) Leemr + CS") + hs PY + he + 





ist; woraus sofort sich ergiebt: 
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s gglidaeding? x (Kl) = +1, 
Ly(—1) = 4, apes, 
(3) {L,"(—1) = 4%, mithin*): {K,"(1) = 4+ “%, 
Ly"(— 1) = 48%, K,"() = — 888. 
etc. ete. | 








Da nun K = K,(u) und L = L,(u) der Differentialgleichung (1) 
Gentige leisten, so hat man: 
. — qq, K— 2uK'+ (1 —w’)K"=0, ~ 
@) _qL—2pL' + (1 —p)L =o; [ wo 1= ¢+(2) | 


multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit Z und (—1)K, und 
addirt, so erhilt man: 
— 2u(LK’ — KL’)+ (1— w’) (LK” — KL’) =0, 
oder was dasselbe ist: 
a[tt =e LK'~ ELI] _ o, 


aS u 
mithin : 


(1 — w*) (LK’ — KL’) = Const. 
Bezeichnen wir diese Const. mit G, oder vielmehr, was fiir die weiteren 


Betrachtungen zweckmissiger ist, mit (— —r); so erhalten wir: 


, , 2 
Mittelst dieser Gleichung aber muss es mdglich sein, Z durch K aus- 
zudriicken. Setzen wir zu diesem Zweck L= Kf, mithin L’= K/f'+ K’f, 
so geht die Gleichung (5) iiber in: 
, 2 
rein! G, 


woraus sich der Werth von f sofort bestimmt. Substituiren wir aber 
diesen Werth in die Relation L — Kf, so folgt sofort: 


(6) L=K (<6 f aie): 


*) Es ist nimlich: K, (uv) = L,(— uw), also, falls man nach uw differenzirt: 
Ky (u) = (— 1) L; (— w), oder falls man im Ganzen » Male differenzirt : 


KY (w) = (— 1" LY (w). 
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Nun ist nach (2): 
— on 2 
Q) K=K,w)=14+#(-5°)+ 28S) + 
oder abgekiirzt geschrieben : 
(83) K=14a(1—p)+e'(1—p)+«"(1—a) + 
oder falls man 1 — uw = & setzt: 


(9) K=1+4 a8 + of? + a" B+ 


mithin: 





gr 1+ bb + pe + B"ES +. 


wo die B constante Coefficienten sind, auf deren Werthe es fiir unsere 
Zwecke nicht weiter ankommt. Gleichzeitig wird, weil 1—w=€ 
sein soll: 

1 1 1 , ” 

oe = pt at ETE ty B + 9, 
Durch Multiplication dieser Formel mit der vorhergehenden ergiebt sich: 
1 1 . " 

Gamat — og (1+ 08 + 0°87? + EF +--+), 

und folglich: 


fect = J Bt a loge + 08+ S Bt +9), 


wo x die Integrationsconstante reprisentirt. Substituiren wir endlich 
diesen Werth in (6), so folgt: 








Klogé 


5° 
Lam— A — (e+ b+ Se +: ), 
oder, falls wir im gweiten Gliede fiir K die Entwicklung (9) substituiren : 
l , ” 
L=—AME + A+ NEFA" E+: >), 


wo die A (ebenso wie die «, B, y, 6, x) constante Coefficienten sind, auf 
deren Werthe es uns nicht weiter ankommt. Die letzte Formel endlich 
gewinnt, falls man fiir — seine eigentliche Bedeutung (1 — uw) re- 
stituirt, und die Ordnungszahl q hinzufiigt, folgende Gestalt: 





K, -lo _ 
(10) Lg — GSE fy ty (lw) + Ay" (10) 





Diese Formel (10) aber zeigt, dass L,(u) im Punkte w=-+ 1 loga- 
rithmisch unendlich wird. Gleichzeitig ergeben sich aus derselben 
folgende Relationen: 
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L,(1) =o, a (2 — p) DT, (u) == Q), 

L,j(1) =o, er (l—p)L/(v) = <a 
g ; 9 ” 1 

L,' (1) = 00 lim (1 — #)* Ly"(u) ==—-, 


(11) 7 = 4 


LQ, Bt-7 = 5. 








D,%(1)—= 00, lim (1 — py Lf(u) = 2S). 
ual aG, 

Ks fehlt uns noch die Kenntniss der bei (5) hinzugetretenen Con- 
stanten G oder G,. Um diese zu finden, greifen wir zuriick zu der 
fiir L = L,(u) geltenden Differentialgleichung (4), und combiniren 
dieselbe mit der fiir die Kugelfunction P = P,(u) giiltigen Gleichung. 
Aus diesen beiden Gleichungen: 


—(@ + 4) L— QL’ + (1— 4) L” =0, 
n(n +1) P—2uP’+ (1 — pw’) P”=0 
folgt sofort: 
oi [n(n +1) 4+(¢+ 4)| PL —2u(PL'— LP’) 
+ (1 — a) (PL" — LP”) =0, 


oder was dasselbe ist: 


¢ 


— [(m + >) + | pty 0 —9es — Sd We, 


Ou 
woraus durch Integration sich ergiebt: 
(N? tof Phap —+(( ) (PL'--L P’), 
—((1— 4) ORS ae 


° 1 ° ° . 
wo wiederum N=n- > sein soll. Das zweite Glied der rechten 


Seite verschwindet, wie ein Blick auf die Formeln (3) Seite 207 so- 
fort erkennen lisst. Das erste Glied hingegen bedarf, weil Z(w) und 
L'(w) fir w = 1 unendlich gross sind, einer genaueren Untersuchung. 
Zuniichst kénnen wir unsere Formel so schreiben: 

+1 


(N? + q*) | PaLadu— 
—I1 


(i+u)P,(a) - (l—a) L/w) — (+e) PH). (—e) L,(u) 


“ ~ aa 


oe B y é u=1 
14 
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Von den hier auftretenden Producten «, 6, y, 0, wird fiir » = 1 das 


p= > und das d = 0, nach (11). Ferner wird fir «» =1 be- 
q 


kanntlich das a = 2, und das y jedenfalls endlich sein*). Somit folgt: 
+1 
. 2 1 
f Pale) Law) de — Se eee 
” 


Vergleichen wir aber diese Formel mit der friiher gefundenen (23) 
Seite 205, so ergiebt sich sofort, dass 
(12) G,=C,, ai. = —' 


cos (qi) 
ist. Dieser Werth von G, wird also nachtriiglich in allen Formeln 
des gegenwiirtigen Paragraphen zu substituiren sein. 
Somit erhalten wir z. B. aus (5): 


(18) Ly (0) Ky @) — KW) Ly) = — Seay 


oder, falls wir » =O setzen, und beachten, dass L,(0) = K,(0), 
hingegen L, (0) = — Ky‘ (0) ist: 


, 1 ; 
(14) K,(0) K/(0) =— =" swiss 
oder was dasselbe ist: 

; , salads 
(15) LO) LQ) = + set 


Hieran kniipft sich eine wichtige Bemerkung hinsichtlich der friiher 
gefundenen Entwicklung (2) Seite 201: 


(16) L,(u)=(@+ Bu? + yut+---)+ (ae + by + cue +---). 
Offenbar sind nimlich hier @ und a resp. identisch mit L,(0) und 
Lj (0); -somit folgt aus (15): 

qg 
wodurch a auf @ reducirt ist. Man hat also fiir « das in (3) Seite 201 
angegebene Integral zu nehmen. Sodann aber kann man alle tibrigen 
Coefficienten B, y, 0, --- und a, b,c, d,--- in einfacher Weise 
durch « ausdriicken, indem man theils die Relationen (6) Seite 202, 
theils die soeben gefundene neue Relation (17) in Anwendung bringt. 


*) Beiliufig bemerkt +- n(n + 1). 








SO | 


(I) 
Die 
gra 


(I) 


wo 
Die 
bei 
die 





las 


2e- 


23) 


eln 


(9), 


tiher 


und 


2 201 


agen 

7eise 
202, 

gt. 








Ueber die Mehler’schen Kegelfunctionen. 


8 5. 


Die adjungirten Kegelfunctionen. 


Differenzirt man die fiir K,(u) und Z,(u) geltende Differential- 
gleichung (4) Seite 207: 


(0) —af—2ef+a—#)f =9, 

wiederholt noch w, so erhilt man: 

(1) —4f —4uf" + (1 —#*) f" =9, 

(2) pa. q;f" ae 6uf'"+ (1 a u?) "ag aa 0, 

GG) gigs f — QF+2) af O+ + (1a?) [949 = 0, 

WO 4; 93, %5,°*~ die friiher [(6a) Seite 202] festgesetzten Bedeutungen 
haben. Aus diesen Gleichungen kann man, indem man uw = — 1 setzt, 


sofort die Werthe von Z,(— 1), Z,(— 1), L,¢’(— 1), -- + berechnen, 
und erhalt alsdann dieselben Werthe, welche wir schon friiher (Seite 207) 
auf andrem Wege gefunden haben. 

Fiihrt man in der Formel (j) statt f eine andere Function F' ein 
mitteist der Relation: 


(i— u2)? f =» F, 

so gewinnt jene Formel folgende Gestalt: 
- 7 0 oF 1 
©) —(a+755r) P+ ee — 4) GA)=0 wo m—ar+ 5: 
Diese Differentialgleichung wird demnach die beiden particularen Inte- 
grale besitzen: . 
J 
— w?)? KW) ous , 
(1 — w?)? Ly) (w) = Ly; (u); 

wo die Bezeichnungen K,;(u) und Z,;(u) zur Abkiirzung dienen sollen. 
Die in dieser Weise definirten Functionen K,;(u) und Z,;(w) spielen 


bei unseren weiteren Betrachtungen eine wichtige Rolle, und mdgen 
die adjungirten Kegelfunctionen heissen. 


§ 6. 
Fortsetzung zu § 2., betreffend die analytische Darstellung der 
reciproken Entfernung zweier Punkte. 


In der schon gefundenen Formel (7) Seite 199: 
_ Ve fore ) 
(1) T = —Z,~ } 49 C, Ly (cos 7) - cos g(# — 4) 
0 


14* 
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ist cos y = cos @ cos @, + sin @ sin@w, cos (@—g,), und ferner nach 
(13) Seite 203: 


(2) L, (cosy) = 1+ 4 (cos vy + ee (cos 1)'+ ar 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, dieses L,(cos y) nach den Cosinus 
der Vielfachen von (p—g,) zu entwickeln, also in eine Reihe von der 
Form: 


(3) Lq(cos 7) = >) ésfas (Hy te) 0085 (P—9) 





wo é& = 1 und ¢, = @, = & =—--- = 2 sein soll, wihrend w und mw, 
zur Abkiirzung stehen resp. fiir cos @ und cos @,. 

Kine solche Entwicklung muss immer mdglich sein, sobald wir fest- 
setzen, dass 


(4) a<a,, di wow, 

sein soll. Denn y reprisentirt den Winkel, unter welchem die beiden 
iiber der Linie AA’, als gemeinschaftlicher Sehne stehenden, resp. 
durch (#, @, m) und (#,, @,, m,) gehenden Kreisbogen im Punkte A 
gegen einan‘er geneigt sind. Zufolge der Festsetzung (4) kénnen aber 
diese Bogen niemals untereinander identisch sein, mithin der Winkel 
y niemals verschwinden. Oder ein wenig anders ausgedriickt: Zufolge 
unserer Festsetzung (4) kann cosy niemals —1, mithin L, (cos 7) 
niemals unendlich werden. Denken wir uns also fiir w und mw, irgend 
zwei der Festsetzung (4) entsprechende Werthe gegeben, so wird 
L, (cos y) eine stets endlich bleibende Function des Argumentes (@ — ,) 
sein, und folglich entwickelbar sein nach den Cosinus der Vielfachen 
von (p—g,). Die Siuus kénnen niimlich nicht vorkommen, wie aus 
(2) ersichtlich ist, sobald man nur beachtet, dass cos y = cos @ cos @, 
+ sin @ sin @, cos (p—@,) ist. 

Setzt man @ = 0, mithin « = 1, so folgt aus (3), (4): 


jon . 
L,(u) = > stu, #,) cosj(p—g,), fir 1> uy. 
j=—0 


- Hieraus aber folgt, weil die linke Seite von (p—g,) unabhingig ist, 
sofort: 
foo(1, wy) = Ly (4), \ 
4a , a P fiir 1 , 
Ce) fe.) 0, fir jmi,2,3,...f E> 
Setzt man andererseits o, = 2, mithin w, = — 1, so folgt aus (3), (4) 
j= 


DT, (— #) = itule —1)cosj(p—g,), fir » > —1; 


—o 


und hieraus: 
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fro(#, — 1) — Ly(— w) = Ky(u) 
(4b) aes poe fle jee 198,05 


Diese einfachen Bemerkungen vorangeschickt, wollen wir nun die 
allgemeinen Werthe der /,;(u, u,) zu bestimmen suchen. Zu diesem 
Zweck werden wir Gebrauch machen von derjenigen Differentialgleichung, 
welche aus der Laplace’schen Gleichung AZ’ = 0 sich ergiebt fiir 
den in 7(1) enthaltenen Ausdruck L, (cos y). 

Bezeichnet man das in (1) auftretende Integral zur augenblicklichen 
Abkiirzung mit J, so nimmt die Gleichung A 7 = 0 mittelst der Trans- 
formation (10) Seite 198 folgende Gestalt an: 

2 2 ¢ 2 
Gor + Gar + ne Ge) + care pr — 


sin o 0g? 


oder, falls man cos @ = w setzt, folgende: 


od +3 o-(a—a) 2 ~) + = -~ 5 =0. 


a og? 


Substituirt man nun hier fiir J seine eigentliche Bedeutung: 
J -{ dqC, L,(cos y) - cos q (# — 4,), 
v0 


so findet man fiir die Function L = L, (cos y) folgende Differential- 
Aaey 


(5) 2 @ (1a “ey + st, oF — (¢ ras, ae 


Und substituirt man hier fiir Z — L, (cos y) die Entwicklung (3), so 
erhilt man fiir die Function f = f,;(u, w,) folgende Gleichung: 


6 2 (0-0) $)-(@4+4)4+ 725) f=0. 


Und in ganz analoger Weise wird man andererseits, falls man den 
Punkt (#, , p) festhiilt, hingegen (#,, @,, y,) als variabel ansieht, 
ftir diese Function f auch folgende Differentialgleichung erhalten: 


(1) ae ° ((1—u,2) 4 of) _((g ++)+ 4) f=0. 


Die Gleichung (6) ist identisch mit der Gleichung (1) des vorhergehen- 
den Paragraphen, und hat also die particularen Integrale K,;(w) und 
L,;(w). Somit folgt aus derselben: 


(8) f= fo; (Us ty) = AKG; (u) + BLy;(u), 
wo A, B Constante sind in Bezug auf w, also nur noch abhiingen 
kénnen von w,, und ausserdem von den Ordnungszahlen g, j. Lisst 
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man nun, was mit unserer Festsetzung (4) in Einklang steht, das 
# = 1 werden, so wird das in (8) vorhandene L,;(u) unendlich gross 
[vgl. Seite 209]. Und mit Riicksicht hierauf ergiebt sich sofort, dass 
jenes L,;(w) in (8) gar nicht vorkommen darf, dass also der Factor 
B verschwinden muss. Deun wiire jenes Z,;(u) in (8) wirklich vor- 
handen, so wiirde /,;(u, w,) fiir w= 1 unendlich gross werden, was 
in Widerspruch ist mit den Formeln (4a). Demgemiiss reducirt sich 
die Formel (8) auf: 


(9) f = fos (Us Hs) = AK; (u)- 
Substituirt man diesen Werth in die Differentialgleichung (7), 


so folgt: 


oon ((! — p,”) a) — ((¢ +. i)+ 7 — A=0; 


und hieraus ergiebt sich mit Riicksicht auf den Satz (1), (I) des vor- 
hergehenden Paragraphen sofort, dass die nur von uw, abhiingende 
Function A die Gestalt haben muss: 


A = AK,;(u,) + ELg; (4), 


wo A, E Constante sind, nimlich nur noch von den Ordnungszahlen q, j 
abhingen kénnen. Dieser Werth von A in (9) substituirt, ergiebt sich: 


(10) fos (Hy wy) = Ky; (mw) Koj (uy) + E Ky; (uw) Lg; (uy). 


Setzen wir nun hier, im Einklang mit unserer Festsetzung (4), das 
u, =—1, so wird K,;(u,) wnendlich gross; und hieraus folgt, dass 
dieses K,;(u,) in (10) gar nicht vorkommen darf, dass mithin A ver- 
schwinden muss. Denn die Function f,;(u,u,) besitzt zufolge (4b) 


fiir u, = — 1 einen bestimmten endlichen Werth. Demgemiiss reducirt 
sich die Formel (10) auf: 
(11) fej (Hs Wy) = EK; (uw) Ly; (u)), 


wo statt E eigentlich E,; zu schreiben ist. Somit folgt aus (3): 


j=2 
(12) L,(cos y) = > & Ey; Ko; (w) Do; (uy) cos j (p—,), fiir w> my. 
j=8 


Und es handelt sich jetzt nur noch um die Ermittelung der Constanten 
E,;. Im folgenden Paragraphen soll gezeigt werden, dass 


1 
” y= DEP 


ist, wo TT die Gauss’sche Function bezeichnet. Hieraus ergiebt sich 
dann mit Riicksicht auf die Formeln Seite 207 sofort: 
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1 
etc * Miah ae 
oe oe RA ae 
E1= 2-1-K7 (1) oe a 
(14) E,» = 5 nae 
ao 2e(1 + 2) KO" (1) Hs 
ae oan _ . (—1) 
q3 = 29(1- 2-3) Ko” (1) 49395” 


etc. ete. 


so dass also die Formel (12 folgende Gestalt erhiilt: 


(15) L, (cosy) = K, (uw) LZ, (u,) +2 =. Kyi (u) Lyi (u,) cos (p —9,) 


ee l 
+29 Ky 2 (uw) Lq2(uy) cos2(p — g,) 


immer vorausgesetzt, dass uw > , sei. Dabei reprisentiren Gis 39 Us °° 
die in (6a) Seite 202 eingefiihrten Gréssen. 


§ 6a. 
Nachtragliche Bestimmung der im vorhergehenden Paragraphen noch 
unbekannt gebliebenen Constanten. 
Setzt man in den Formeln (7b) Seite 199 den cos @ = uw, so folgt: 


1 
V2u+2cosiO 


(a) [240 Ky(w) €05995*) 


und hieraus folgt weiter durch wiederholte Differentiation nach uw: 


*) Aus (a) folgt z. B. fiir w=—1 und O=0: 


J) 


— feae, 


Nicht weniger einfach ist, wie beiliufig bemerkt sein mag, folgende Formel: 


ro| 


aw 
FPS al 
= = { a0¢,¢, 
0 
zu welcher man leicht gelangt, falls man nur beachtet, dass 
. 1 2 


1 cos(qut) —gl® 4 e498 
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— J¥)ef , 
(B) 4 et . j = dq C, Ky (wu) cos q9, 
(2u + 2 cos +0) m 
(y) a = [400,55 cos 70, 
(2u + 2 cos 10)? 
0 
u. Ss. W. u. s. w. — All’ diese Formeln («), (8), (y) ete. kann man 


zusammenfassen in die eine Formel: 


Dp 
2 


a1 | 
1 2 1 : 
(16) ——) 4 at fi qC, K}” (u) cos q®, wo j =0,1,2,-+- 


0 
Dabei haben alsdann die Zahlen H, die Bedeutungen: 
(17) H—1, H,=—1, H,—1-3, H,—1-3-5, ete. ete. 
Dies vorangeschickt, wenden wir uns zu unserer eigentlichen 
Aufgabe. Zu djesem Zweck bringen wir die im vorhergehenden 
Paragraphen gefundenen Entwicklungen auf den speciellen Fall in 
Anwendung, dass w sehr nahe an 1, andrerseits w, sehr nahe an — 1 


liegt, und dass die absoluten Werthe beider Gréssen einander gleich 
sind. Dann ist 


(18) ¢ seaman a 

Auch wollen wir zur Abkiirzung 

(19) {’ —3,=-60, pee 10) = U, 
9-9, =9, 2(1—w*)= V, 


setzen. Alsdann folgt aus (12): 
j=e 
NW ’ 
L, (cos y) = a &; Ey; Koj (u) Ly; (— m) cos j®, 
Jae 


oder weil K,;(u) L,;(— w) = (1— w?) Kj?(u) L?(— w), ausserdem 
aber L' (— w) = (— 1) Ki (u) ist*): 
j=@ 


7 : ns ; o , 
L, (cos y) = >) (— 1) (1 — a) Ey; (KY (w))? 0s jo. 


j=0 


Und dies in (1) substituirt, erhailt man: 


(20) T= Oy | dq Cys at 1) (1—p?/’gE,; (XP eo | ’ 
j=0 : 
0 


*) Vergl. (Il) Seite 211, und andererseits auch die Note auf Seite 207. 
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Mit Riicksicht auf unsere gegenwiirtigen Festsetzungen (18), (19) er- 
giebt sich aber andererseits aus (6) Seite 199: 


91 VoVe 1 __ Vo, 1 
(B1) Pn ESO ee Same ae 

@ 2(cosiO)+2u?—2 (1—p*) cos® 24 ~VYU—Vcosd 
Setzt man die beiden Ausdriicke (20) und (21) einander gleich, multi- 


plicirt man ferner die so entstehende Gleichung mit = i, und 








—— nach ® zwischen den Grenzen 0 und 2m, so ergiebt sich: 


_ e085 + 


J¥0—Vene— J “4 [ Creosg@-E,)(—1 (1 — wy (KP wy], 


oder, falls man mit Vi d, i, 2/(1— w*) dividirt: 


22 - 

(2 * cosjO-d® -(- ‘y . a aetle 5 

m4 = J Vi VU—Veos >) | 4q| C,cosq@-E,; (Ky? (u))? J. 
v0 


Da w nahe an 1, mithin V (19) nahe an 0 liegen soll,*so kénnen 
wir die linke Seite nach Potenzen von V entwickeln. Diese linke 
Seite, sie mag & heissen, nimmt dann folgende Gestalt an: 


22 
1 ‘cosjD-d® .are 
Yt = - = vo | % + G, (a cos o) + G. (q - COS o) +:. ‘|; 
0 
wo die G die Zahlen vorstellen: 


«€ Y 1 1- 3 Y 
(23) G, =- 1 ’ G, => 2? G, = 9-4” G, = 


woe 


in os , ete. 
Bei Ausfiihrung der Integration fallen die mit G,, G,, G.,---, G1 
behafteten Glieder fort, so dass man erhiilt: 


a OF d® [4 (“a7 y + GiaiV (“a-)"+ ie ‘] 
J 


Substituirt man dies in (22) und lisst man gleichzeitig w = 1 mithin 
[vgl. (19)] V0, und U=2(1 + cos iO) werden, so folgt: 


22 





na 


2j+1 °) 
1 x. . , =" i (re ‘ 
Fien%6) _f snie(onoyao—(_ Ly fag [ c,cosq@ E,;(K,”(1)) |; 
ad 0 


oder weil das Integral linker Hand = - ist: 


ine) 


2j+1 


(sezterve) © — Ge f aa| cos 90 - Es (KY). 


e 
0 
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Vergleicht man aber diese Formel mit der aus (16) fiir w = 1 ent- 
springenden Formel: 


na 
=e ° 


cere ee 2 _ (-1/ [ KW | 
( 2+2 aw) — ae / dq| C, cos gO - K,"(1)], 
y 


so ergiebt sich sofort: 





’ G, 
(24) E,, Ki(l) => - 
J 
Nun folgt aber aus (17) und (23): 
G G 1 G 1 G. 1 
me! Beh Bere £9 car. 
G 
mithin allgemein : it at ; und folglich: 
Or j ae 1 
(25) Ey) Kil) = 5h 


W. z. zw. w. [vergl. (13)}. 


§ 7. 
Neue Integraleigenschaften der Kreisfunctionen. 


ist G(#) eime gerade, und U(#) eine ungerade Function von 4, 
so wird offenbar: 


re 

(«) J U@) ae =0, 
a 

(8) _[ Go) U(9) do = 0; 


vorausgesetzt, dass diese Integrale convergent sind. Hieraus ergeben 
sich, falls f(q) und F(q) willkiirlich gegebene Functionen von q vor- 
stellen, folgende Formeln: 


+o ow 


(A) f (feara sng) dt =0; 
0 


—sD 


for, ge , 
(B) J (fear sin 1°) (fe F'(q) cos 1°)! dt =0; 


immer vorausgesetzt, dass die Integrale convergent sind. 

Es fragt sich nun, welche Werthe diese Ausdriicke (A) und (B) 
annehmen werden, falls man daselbst statt Sinus und Cosinus durch- 
weg den Cosinus, oder auch im zweiten Ausdruck durchweg den Sinus 
substituirt. Diese Frage nun findet ihre Antwort durch folgende Sitze: 
Es ist im Allgemeinen: 











(A’) 
Und 


(B’) 


ic 


und 


(B") 


,@ 


Die 
Unte 
heit 


und 
sich 
syste 
und 
Kan 
rech 
mitt 


(k) 
(©) 
(m) 
Hie 
(K) 
(©) 


(M) 


forts 
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+a 


(A’) J (Jeane cos 1°) d? = xf(0). 


=—@ 


Und andrerseits ist: 


(B’ f {(fiararonae) (fear cong?) 


und ebenso auch: 


t°( 7 2° ws ” 
(B’) | (J dartavion® \( fa Haring?) | do—x fasten 
—@ 0 U 


0 


domnfagf@F@), 





Die Ableitung dieser Siitze (A’) und (B’), (B”), sowie eine genauere 
Untersuchung iiber diejenigen Bedingungen, unter denen sie mit Sicher- 
heit anwendbar sind, habe ich an einem anderen Orte*) mitgetheilt. 


§ 8. 
Die elektr. Werthe auf dem Conoid, falls keine aiusseren Krafte 
einwirken. 


Sind im Raume irgend zwei unendlich nahe Punkte (#, @, pg, w) 
und (?-+ d@, a+ da, p+dq, ¥ + dy) gegeben, und denkt man 
sich die beiden durch diese Punkte gehenden Individuen des Flichen- 
systems # = Const. construirt, ebenso die beiden Flichen @ = Const., 
und die beiden Flichen g = Const., und bezeichnet man endlich die 
Kanten des von diesen sechs Fliichen gebildeten unendlich kleinen 
rechtwinkligen Parallelepipedums mit dsg, ds», dsy, so ergiebt sich 
mittelst der Formel (7) Seite 197 sofort: 


2add 





(k) | dss = - a7 (dsg ist Normale einer Kugelfliche #=Const.), 
(¢) {dsy = Pees, (Normale einer Conoidfliche @ = Const.) , 
(m) | dso = samme —_ , (Normale einer Meridianebene » = Const.). 


Hieraus folgt durch Multiplication: 


(K) | dsy dsy = = of = , (Element einer Kugelfliiche) , 





4a@ sina -dtdg 
y? 
42 dé¢doa 
-  ° 


(C) {dsgdsy = , (Element einer Conoidfliche), 


(M) |ds 3 ds, = (Element einer Meridianebene). 





“" — meiner Schrift: Ueber die nach Kreis-, Kugel- und Cylinderfunctionen 
fortschreitenden Entwickelungen, (Teubner 1881), Seite 8—11, und Seite 77—80, 
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Dies vorangeschickt, wollen wir uns ein metallisches und isolirtes 
Conoid vom Parameter @ gegeben denken, welches bis zu einer ge- 
gebenen Spannung C mit Elektricitiét geladen ist. Es soll ermittelt 
werden die elektrische Dichtigkeit A an seiner Oberfliche, also in jedwedem 
Punkt (#, @, p, v) dieser Oberfliche. 

Offenbar wird die in Rede stehende elektrische Belegung (weil 
keine fiusseren Krifte einwirken) symmetrisch sein in Bezug auf die 
Conoidaxe AA’, und ebenso auch symmetrisch sein in Bezug auf den 
Aequator des Conoids. Hieraus folgt sofort, dass die Dichtigkeit A 
dieser Belegung nur von @ abhingen kann und eine gerade Function 
von # sein muss. Das Potential dieser noch unbekannten elektrischen 
Belegung auf irgend einen Punkt (@,, @,, p,, %,) besitzt die Form: 


(1) v= { {raae, 


wo do ein Oberflichenelement: des Conoids, mithin Ado die auf dem- 
selben vorhandene elektrische Masse, und 7’ die reciproke Entfernung 
des Elementes vom Punkte (#,, @,, 9,, ¥,) vorstellt. Unsere Aufgabe 
wird nun darin bestehen, jenes A, welches eine gerade Function von 
® ist, der Art zu bestimmen, dass dieses Potential V gleich der ge- 
gebenen Constanten C wird fir alle Lagen, die der Punkt (3,, @,, p, , ¥) 





innerhalb des Conoids annehmen kann. — Nach Formel (C) ist: 
‘ ‘A-2asinw\ 2adtdq 

2 As6 ef afhat 

" ( wVy ) 


wo @ den gegebenen Parameter der Conoidoberfliiche vorstellt, und 
wv = 2 cos it — 2 cos @ ist, wihrend A eine unbekannte gerade Func- 
tion von @ vorstellt. Demgemiiss wird also der in (2) eingeklammerte 
Ausdruck ebenfalls eine gerade Function von # sein, und (ausser von 
den gegebenen Constanten a und ) nur von @ allein abhingen. 
Demgemiss machen wir fiir diesen Ausdruck den Ansatz: 


A - 2a sina . 
3 —— == | dq A, cos q# 
(3) Ve J q A, cos g@, 
° . 
wo die A, unbekannte Functionen von gq sind. 
Ferner reprisentirt 7 die reciproke Entfernung zwischen dem 
Massenelement A do (#,@,, y) und einem innern Punkt (#,, @,, p,, v;). 


Demgemiiss ist @ < o,; oder falls man die Cosinus dieser Winkel mit 
#, @, bezeichnet, w > u,. Mit Ricksicht hierauf ergiebt sich: 


(4) T= VoVs fag C, Ly (cos y) - cos q (@—8,), [nach (1) 8. 211] 


0 


und: 
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221 
(5) L,(cosy)=K,(u) L,(u,) + Ucos(y— g,) + U'cos2 (p—g,) +:::, 
[nach (15) 8. 215] 


wo U, U’,-+-+ von mw, w, abhiingende Functionen vorstellen, auf 
deren Werthe es hier nicht weiter ankommt. Substituirt man nun die 
Werthe (2), (3), (4) in (1), so folgt: 


+a an y 
v—{ | voan 7e( faadomae)| | dq C,L, (cosy) ct?) 
—oa do ) 


0 





In diesem ganzen Ausdruck kommt g nur insofern vor, als es in dp 
und in L, (cos y), (5), enthalten ist. Demgemiiss lisst sich die (von 
0 bis 2x gehende) Integration nach g sofort ausfiihren; wodurch 
sich ergiebt: 


° Fa Fa 
rani J vol 7%, ( J d 1 Aco )( | dq C,K,(u) Luea'e—0))) , 


wo tibrigens der Factor /y, vor das Integral gezogen werden kann. 
Bewerkstelligt man nun die (von — co bis + co gehende) Integration 
nach # mittelst der Siitze (B), (B’) Seite 218, 219, so folgt: 


a 


V= 2x y,: xf dq.A,0, Ku) L,(u;) cos q9,. 


0 


Und dieser Ausdruck soll also gleich der gegebenen Constante C sein 
fiir alle innern Punkte (#,, @,, 9,, %,). Mit andern Worten: Fir all’ 
diese Punkte soll die Gleichung erfiillt sein: 


a ¢ Y ¥ = C 
(6) 2a? {dq A,C, K,(u) L,(u;) cos q, Ve . 
. 1 

0 


Die rechte Seite dieser Gleichung liisst sich aber (ebenso wie die linke) 
in ein nach den cos qg@, fortschreitendes Integral darstellen. Nach 
(1) Seite 198 ist namlich: 
a C fag C, Lg(uy) cos qF,. 
i 
0 


(6a) 
Substituirt man dies in die Formel (6), so sieht man sofort, dass jene 
Forme! erfiillt sein wird, sobald man die noch unbekannten A, der 
Bedingung unterwirft: 

22° A, K,(u) = C, 
also setzt: 


(7) 
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Und substituirt man endlich diesen Werth von 4, in die Formel (3), 
so erhiilt man das gesuchte A, und gelangt also <u folgendem Satz: 

Denkt man sich eine Conoid von der Axenliinge 2a und dem Para- 
meter @ mit Elektricitéit geladen bis zu einer gegebenen Spannung C, 
so wird die Dichtigkeit A der elektrischen Vertheilung eine blosse Func- 
tion von ® sein, und den Werth haben: 


D 


i] y daq- 2 
(8) A=C _ why i ao con go 


4x2 a sino K, (#) 
0 
wo w zur Abkiirzung steht fiir cos a, und y = 2 cos i — 2 cos w ist. 
Auch die Gesammtmasse M der unter diesen Umstiinden auf dem 
Conoid vorhandenen Elektricitaét lasst sich leicht berechnen. Nach 
(2), (3) ist niimlich dieses 


és +o 22 
M={ [ads={ faodg 
—ev 


3 
Vy 


und zugleich die Integration nach g ausfiihrt: 


a ? e 
M= tne fao|( fa C, L, (w) cos 1°) Giz cos 19)! ‘ 


? 





e 
Va J ams cos q? 


0 





oder falls man hier fiir den mit (6a) analogen Werth substituirt, 


Pe —o@ 0 0 


oder falls man jetzt die Integration nach # mittelst des Satzes (B’) 
Seite 219 bewerkstelligt : 


ao 


M=42a-a] dqC, L,(u) Ay. 
0 


Substituirt man endlich hier fiir A, den gefundenen Werth (7), so 
ergiebt sich fiir dieGesammtmasse der auf dem Conoid vorhandenen 
Elektricitét die Formel: 


‘dq C, L, (u) 
9 = } Scandia e 
(9) M clea f K.() } 
0 


Der hier in der geschweiften Klammer enthaltene Ausdruck kann be- 
zeichnet werden als eine dem gegebenen Conoid eigenthiimliche Constante, 
niimlich als seine elektrische Capacitét. 


Die Formeln (8), (9) lassen sich leicht priifen durch Anwendung auf den 
Specialfall der Kugel, d. i. auf den Specialfall: o = 90°. Alsdann wird 





o= 90°, pw=0, p=—2cosi?, 


also nach (8) und (9): 
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i sot (aacs ae 
a = Sg ween iopt (Aten: ’ 
U ° 


} “aqC,L 

: =C.2 Sd 

San M C <a K (0) 9 
0 q 


20) 





oder weil [nach (14) Seite 210] rw =— aC, Kj,(0), ausserdem aber offen- 
q 


bar auch K, (0) = L, (0) ist: 


C a - bu 
F A= (2 cos ioh(—m f aa CK, (0) cos q@, 
6 


M=C-2a faqo,, 
e 
0 


Diese Werthe aber nehmen mittelst der aus (8) Seite 216 und aus (a) Seite 215 
entspringenden Formeln: 


1 3 ‘A = 
t, ( 2 cos i@ y' ™ — fas C,K, (0) - cos q#, 
0 
-_ dqC,, : 
% 

folgende Gestalt an: - 
) («) A= Txe’ 

(B) M = Ca; 

und dies sind in der That die bekannten Formeln fiir die Kugel. W. z. z. w. 

Um endlich das Potential der elektrischen Belegung A (8) auf 

einen dussern Punkt (#,, @,, 9,, ¥,) zu berechnen, dient die Formel: 
so 7 
m v— | {rads, 

wo T' die reciproke Entfernung jenes dussern Punktes (8,, @,, 9,, ¥;) 

vom Elemente Ade vorstellt; sodass also gegenwirtig w > w,, mithin 

uw < m, ist. Mit Riicksicht hierauf erhilt man fiir dieses Potential V 

genau denselben Ausdruck wie vorhin (Seite 221), nur mit dem Unter- 
e- schied, dass das Product K,(u)Z,(u,) gegenwirtig durch K,(u,) L,(w) 
e, vertreten sein wird. Also: 

e 
en V = 2a, - xf dq 4,0, K,(W,) Ly(u) - €05 9%, 
uv 


oder falls man fiir A, den Werth (7) substituirt: 
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wo 
(10) ae. vof SOK ooh cos gi, 
0 

Dies also ist das Potential, welches die in (8) besprochene elektrische 
Belegung des Conoids auf irgend einen dussern Punkt (8,, @,, 9, VY) 
austibt. 

Um diese Formel wieder durch Anwendung auf den Specialfall der Kugel 
zu priifen, setzen wir 

o=90°, mithin »—0, 

und erhalten alsdann, weil K, (0) = L, (0) ist: 


V=C-Vy, fea C.K, (us) cos q 9. 
% 


Nun ergiebt sich aber mittelst der Formel (1) Seite 211 fiir den reciproken Ab- 
stand 7’ des Punktes (#,, @,, 9, %) vom Mittelpunkt des Conoids resp, der 
Kugel, d. i. vom Pankte (@ = 0, o = 2) leicht folgender Werth: 


? 
T = Pe fag CLK, (wy) cos q@, . 
0 
Somit folgt: V = CaT, oder mit Riicksicht auf (8): 
(y) ° V=M T, 
was mit einem bekannten Satze iiber die Kugel in Einklang ist. 


§ 9. 
Anwendung auf den Fall eines unendlich diinnen Conoids. 


Der sehr kleine Winkel, unter welchem der Meridianbogen des 
sehr diinnen Conoids im Pole A gegen die Conoidaxe geneigt ist, 
mag 6 heissen. Dann wird offenbar der Parameter @ der Conoidflaiche 
(d. i. die scheinbare Grésse der Axe AA’ fiir einen in der Conoid- 
fliche befindlichen Beobachter) den Werth haben: 


(1) o=— a — 6; 

woraus folgt: ° 

(2) sin @ = sind = 6, 

und weiter: 

(3) w= cos@—=——coso—=—1+igt-—i+ez, 


2 


falls man niimlich die héheren Potenzen von o vernachlissigt, und 
zur Abkiirzung « fiir 4 6* schreibt. Demgemiiss nehmen die im vor- 


hergehenden Paragraphen erhaltenen Formeln (8), (9), (10) die Ge- 
stalt an: 
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_ 7 _vle dq: cosq@ 
(4) Oe Oras. J “Li? 
v 

4 “aqC K,(i1—e) 

(5) Mac. 2a f Are, 
0 

—— “gc K, (u;) K,(1—s) - cos q@, 

6 an ims ery q : 


0 


Nun ist aber nach (14) Seite 203, und nach (10) Seite 208: 


K,(1—e) = 1+ 45(5) + 7%, ($) + ere <)+:- 
K,(i—2)- he 
Ly (1—8) = — —* Fg —— + Oy + Aye + Dye + 


[Denn die in der gitirten Formel (10) Seite 208 enthaltene Constante 
G, ist, wie in (12) Seite 210 gezeigt wurde, identisch mit C,.] Hieraus 
folgt fiir ein dusserst kleines «: 

K,(i—«) =1, 

(7) 


K,(t—8) - log ¢ log « 
fall akon = - rer +s, 





so dass also die Formeln (4), (5), (6) tibergehen in: 





Ve (- A 
(8) A=C on (at) fare, cos q@, 
0 
& 
(9) M=C-2a(5%) fauGG,, 
0 
— ——. ? 
(10) V=C-V%, (ae) f 49010, Kalu) ‘cos g@,. 
v 


Nun ist nach (1) Seite 198; falls man Z,(u) durch K,(—4w) ersetzt: 


1 1 


ve" Wes as = fine K,(— wu) - cos g@, 


oder, falls man fiir w seinen gegenwiirtigen Werth (3): w—(—1+ 8) 
substituirt, und Riicksicht nimmt auf (7): 


1 Ph me 
Ve = aac, cos q@?. 
0 
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Ferner ist [vgl. die Note Seite 215]: 


1 Bi ad 
= fag6,¢,. 
0 


Somit gehen die Formeln (8), (9) tiber in: 


Cw —2 
(11) A= 4n?ac =) 
‘ _ C-2a (—2 
(12) en = 7 = 


Das in (11) enthaltene » bezieht sich auf irgend welchen Punkt 
(#,@, m) der Conoidoberfliiche, und hat eine einfache geometrische 
Bedeutung, und zwar eine doppelte. Linerseits ist namlich nach (3) 
Seite 196: yy = a wo 9, @ die Abstiinde des Punktes (@, w, 9) 
von den Polen A, A’ vorstellen. Und andrerseits ist nach (4) Seite 197: 


ga mame, also mit Riicksicht auf (2): 4 = =, oder was 


dasselbe ist: w =<, wo » den senkrechten Abstand des Punktes 
(@,@, gm) von der Conoidaxe bezeichnet. Substituirt man aber diese 


4a? 2a6 . ° cei 
Werthe aa oder > Stelle von w in (11), und substituirt man 


gleichzeitig daselbst fiir ¢ seine aus (3) ersichtliche Bedeutung: «= 4 oe, 
so erhalt man: 








Ca 1 Cc i 
(13) A= 2ue(—loge) ee 42(—logs) »’ 
Ca 
(14) ones (— log 6)? 


denn statt log « = log G 6°) = (log =) + 2 (log o), kann man (bei 
dem hier eingehaltenen Grade der Anniherung) unbedenklich 2 (log o) 
setzen. Der erste Ausdruck (13) liefert folgenden Satz: Befindet sich die 
Elektricitét auf einem isolirten unendlich diinnen Conoid im Gleichgewicht, 
so ist die elektrische Flichendichtigkeit A an jeder Stelle wmgekehrt pro- 
portional dem Product oo’, wo @ und o die Entfernungen der Stelle 
von den beiden Endpunkten des Conoids vorstellen. Andrerseits folgt 
aus dem zweiten der Ausdriicke (13) der vielleicht noch einfachere Satz, 
dass jene Dichtigkeit & an jeder Stelle der Conoidoberfliche wmgekehrt 
proportional ist mit dem Abstande » dieser Stelle von der Conoidaze. 
Doch ist diese Form des Satzes immer noch nicht die einfachste. 
Vielmehr gelangt man zu einer noch einfacheren, wenn man statt der 
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Flichendichtigkeit A, die lineare Dichtigkeit einftihrt, indem man 
das unendlich diinne Conoid als eine gerade Linie ansieht. Bezeichnet 
ds ein Element dieser Linie, oder (genauer ausgedriickt) ein Element 
der Conoidaxe AA’, so wird die diesem Element ds entsprechende 
Zone der Conoidoberfliche = 2ayds sein, falls nimlich » den Radius 
der Zone vorstellt. Und demgemiiss ist die auf dieser Zone vorhandene 
Elektricitiitsmenge = A -2amds. Bezeichnet man also diese Elektri- 
citiitsmenge kurzweg mit 0 - ds: 


0-ds=A-2axnds, 


so wird 6 die lineare Dichtigkeit zu nennen sein. Wir erhalten also; 
0 = 227A, oder mit Riicksicht auf den zweiten Ausdruck in (13): 


Cc 


(15) 0 = 2(— log 6) r) d. i = Const. ; 


und gelangen daher zu folgendem Satz: Befindet sich die Elektricitit 
auf einem isolirten unendlich diinnen Conoid im Gleichgewicht, so wird 
die lineare elektrische Dichtigkeit 6 constant sein. Oder mit andern 
Worten: Befindet sich die Elektricitét auf einer begrenzten geraden 
Linie im Gleichgewicht, so wird die (lineare) elektrische Dichtigkeit 
auf derselben constant sein. 


Bemerkung. — Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man die begrenzte 
gerade Linie als den Grenzfall eines Rotationsellipsoids sich vorstellt; und zwar 
am Kinfachsten durch folgende allgemeinen Ueberlegungen: 

Construirt man irgend drei iiquidistante die Kugelfliiche a* + ytee 
schneidende Parallelebenen, so sind bekanntlich die zwischen diesen Ebenen “a 
findlichen beiden Kugelzonen unter einander gleich, d, i, von gleichem Flichen- 
inhalt. Analoges wird daher, falls man unter ¢ eine unendlich kleine Grisse 
versteht, auch gelten vom Volumen der von den beiden Kugelfliichen 


at yt emi 
a? + y? = 2? = (1 + &)* 


begrenzten unendlich diinnen Kugelschaale. In der That werden diejenigen beiden 
Theile dieser Schaale, welche zwischen jenen drei iiquidistanten Parallelebenen 
liegen, gleiches Volumen haben, 

Versteht man nun unter A, B, C irgend drei (positive) Constanten, und 
unterwirft man die soeben dargelegten geometrischen Vorstellungen der durch 
die Gleichungen 


und 


c= AG, y = Bn, z=Cé 


angedeuteten Transformation, so verwandeln sich die beiden Kugelfliichen in zwei 
einander dhnliche Ellipsoidflichen, und jene drei Ebenen wiederum in dquidistante 
Parallelebenen. Und man gelangt daher zu folgendem Sata: Ist eine wnendlich 
diinne, von zwei einander dhnlichen Ellipsoidflichen begrenzte Schaale gegeben, und 
legt man durch dieselbe irgend drei diquidistante Parallelebenen (von ganz beliebiger 
Richtung), so werden diejenigen beiden Theile der Schaale, welche zwischen diesen 
Parallelebenen liegen, gleiches Volumen besitzen. Dieser Satz aber kann, wie 


15* 





(2) 
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~ 


man sofort iibersieht, auf die elektrostatischen Verhiltnisse an der Oberfliiche 
eines gegebenen Ellipsoids iibertragen werden, und lautet alsdann folgender- 
massen: 

Befindet sich die Elektricitét auf der Oberfliiche eines gegebenen Ellipsoids 
(ohne Einwirkung fusserer Kriifte) im Gleichgewicht, und construirt man irgend 
drei dquidistante und das Ellipsoid schneidende Parallelebenen E, F, G von 
ganz beliebiger Richtung, so wird die zwischen E und F vorhandene Elektricitits- 
menge stets ebenso gross sein, wie diejenige, welche zwischen F und G sich vor- 
findet.*) 

Uebertriigt man aber diesen allgemeinen Satz auf den Specialfall eines 
unendlich diinnen Rotationsellipsoids, und denkt man sich die Ebenen FE, F', G 
senkrecht zur Axe desselben, so gelangt man unmittelber zu der Einsicht, dass 
die lineare elektrische Dichtigkeit fiir ein solches Ellipsoid constant ist. W. z. 2. w. 


§ 10. 


Die elektrische Vertheilung auf dem Conoid unter Einfluss gegebener 
ausserer Krifte. 


Die hier anzuwendenden Methoden sind aus den vorhergehenden 
Paragraphen bereits so deutlich zu erkennen, dass ich mich beschrinken 
kann auf die Mittheilung der resultirenden Formeln. Dabei mag 
wiederum der Parameter des Conoids mit w, also ein Punkt auf der 
Conoidfliche mit (?, @, m, ~) bezeichnet sein, wiihrend (#,, @,, 9,, Y;) 
und (#,, @), ,, ¥,) irgend zwei Punkte ausserhalb vorstellen sollen. 
Auch soll wieder zur Abktirzung cosa, cos@,—, und cos@,—=«u, 
gesetzt- werden. Es gilt folgender Satz: 

Betrachtet man diejenige elektrische Belegung, welche auf dem Conoid 
inducirt wird, durch einen dusseren elektrischen Massenpunkt von der 
Masse (— 1) mit den Coordinaten (@,, @,, 9,, ¥,) unter der Voraus- 
setzung, dass das Conoid zur Erde abgeleitet ist, so wird die Dichtig- 
keit » dieser Belegung in irgend einem Oberflichenpunkt (%, @, p, w) 
den Werth haben: 


wVaVe YK, ; (us): “cos q(#—@,)- cosj(p = g;) 
(1) HE fe (Se ~ . 


j=0 qj 





Gleichzeitig wird das Potential G dieser Belegung auf irgend einen 
diusseren Punkt (#,, @,, Q., V2) lauten: 


Vor Styl), : ; 
G— Leilvs [ul Eu Ka) K,j(u;) Kqj(u.)cosg(#, —F,)cos) (p,—9,) 
e j=0 
0 


*) Eine Anzahl anderer einfacher Sitze tiber die elektrische Vertheilung auf einem Ellipsoid, 
namentlich auch auf einem Rotationsellipsoid, habe ich friiher angegeben, in diesen Annalen, 
Bd, XIII, Seite 266. 
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he Dabei stehen uw, w,, Uy resp. zur Abkiirzung fiir cos @, cos w,, 

er COS @,. 

si Man pflegt diese Belegung die dem Centralpunkt (#,, @,, 9) 

ar entsprechende Gr een’ sche Belegung, und das Potential G die Green’ sche 

On Function zu nennen. Nach einem bekannten allgemeinen Satz muss 

ie die Gesammtmasse dieser Belegung = a sein, falls nimlich V und 
C dieselben Bedeutungen haben, wie in (8), (9), (10) Seite 222—224. 

™ Und dass solches wirklich der Fall ist, lisst sich auf Grund der Forme! 
bre (1) ohne Miihe nachweisen. 

‘< Wir wollen uns nun ferner einen schaalenfdrmigen Korper vorstellen, 
der innerlich von er gegebenen Conoidfliche vom Parameter a, 
iiusserlich aber von einer ganz beliebigen Fliiche begrenzt ist. Denkt 
man sich irgendwo im Hohlraum dieses schaalenfirmigen Korpers einen 

_ elektrischen Massenpunkt von der Masse (—1) mit den Coordinaten 
(9,, @,, Py, ¥,), und betrachtet man diejenige elektrische Belegung, 
welche auf der innern Fliche, d. i. der Conoidfliche durch diesen Punkt 

len inducirt wird, unter der Vorausseteung, dass der Korper selber zur 

sen Erde abgeleitet sei, so wird die Dichtigkeit yn dieser Belegung an irgend 
1ag einer Stelle (#, @, p, ~) der Conoidfliiche den Werth haben: 

der 

*) / wVaVe, d S L,, ; (us): cosq(# — ,)- cosy (p — gy) 

i, 3) 2= 8z2a?sinw q _ = Ly; (u) p 

= fly = 

oid Und gleichzeitig wird das Potential G dieser Belegung auf irgend einen 

der Punkt (9, @.5 Po, V2) innerhalb des genannten Hohlraumes dargestellt 

LUS- sein durch: 

tig- ¥i 

» ¥) Volt ‘y K,; (u) . 

4) G= iu( Soe qi L, j(#) Lj (uy) Lig; (Wg) €08q (,—,)cosj(p,—g,) }, 
WO [hy Uy, My wieder fiir cos @, cos @,, cos @, gesetet sind. 
Man pflegt diese Belegung die dem inunern Centralpunkt (@,, @,, ,) 

nen entsprechende Green’sche Belegung der Conoidfliche, und G die 
Green’ sche Function zu nennen. — Nach einem bekannten Satz ist 
die Gesammtmasse dieser Belegung stets — 1. Und dass solches der 

; Fall, kann man auf Grund der Formel (3) leicht nachweisen. 
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§ 11. 


Anschauliche Bedeutung der Kegelfunctionen. Darstellung derselben 
als Potentiale. 


Wir wollen uns die Verbindungslinie AA’ der beiden Pole, deren 
Linienelement ds (nach Seite 219) den Werth hat: 


2adt 

(1) ds = r* 
mit irgend welcher Masse von der linearen Dichtigkeit 8 belegt denken, 
und das Potential V dieser Belegung auf einen beliebig gegebenen 
Punkt (#,, @,, p,, ¥,) zu berechnen suchen. 

Bezeichnet man die Coordinaten des Elementes ds mit (®, @, p, w), 
so ist offenbar @ — 2; wodurch die fiir cos y geltende Formel: 

cos y = Cos @ Cos @, + sin @ sin @, cos (p — ,) 


iibergeht in cos y = — cos @,, d. i. in cos y = — w,. Somit ergiebt 
sich fir die reciproke Entfernung 7’ des Elementes ds vom Punkte 
(9,, @,, M,, ¥,) der Werth: 


2) T= Tele fag C, Ly(—,) + cos q(#—®,), — (vgl. Seite 199). 
0 


Mit Riicksicht auf (1) und (2) erhalt man nun fiir das zu berechnende 
Potential 

(3) va J Téds 

den Werth: : 


aa P 
(4) v—fae . ! ae faa C,L,(—,) + cos g oo). 
= % 
Das 0 ist eine willkiirlich gegebene Function von #; und Gleiches gilt 


é é 
daher von dem Bruch —— 


é 
ier _= -<~. Denkt man 
Vy V2(cost#) +2 2 cos (*?-) 
2 


sich diesen Bruch dargestellt durch ein Integral von der Form: 


) *dqA, cos q@ 
(5) a ion ae 
Vy q 


0 


wo A, eine willkiirliche Function von q vorstellt, und substituirt man 
diesen Werth (5) in (4), so ergiebt sich: 
+o 


co) 


me. 2a | Se ee laC, L,(—w,)-cosa(e—? | 
V=/) y, °| Ti dq Uy Lg(— &,) - cosq( 1) |’ 
q . 
—@ 0 aa) 








als 


(6) 


da: 


ul 


lis 
ta 


(7 
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also mittelst der allgemeinen Siitze (B), (B’), Seite 218, etc.: 


(6) v= Va, fag A, L,(—u,) cos q@,. 


0 


Denken wir uns jetzt die willktrliche Function A, so gewihlt, 
dass sie fiir ein gegebenes unendlich kleines Intervall 


q:-:(4+7) 
durchweg = 1, sonst aber iiberall — 0 ist, so nehmen die Formeln 
(5), (6) folgende Gestalt an: 


(5a) © nn ee 


Ve = nC, ? 
(6a) V=V¥,- yL,(—,) cosqd,, di. = y - Vo, K,(u,) cosgd, ; 
und fiihren also (falls man noch mit y dividirt) zu folgendem Satz: 
Bezeichnet q eine beliebig gegebene positive (ganze oder gebrochene, 
rationale oder irrationale) Zahl, und denkt man sich die Verbindungs- 
linie AA’ der beiden Pole mit einer Masse belegt, deren lineare Dich- 
tigkeit 





: Cun) 
2 - cos (qm?) - cos( —— ) - cos (q@) 
(7) _. Vo - 008 (96) ch a G ) ins 
aC, bf 


ist, so wird das von dieser Belegung auf einen beliebigen Raumpunkt 
(9, , @,, Py, Y,) ausgetibte Potential V den Werth haben: 


(8) V=V % + K,(u,) - cos (g), 

wo uw, fiir cos @, steht. — In analoger Weise ergiebt sich (was weiter 
auszufiihren tiberfliissig sein wirde), dass der Ausdruck 

(9) W=/V %, - L,(u,) - cos (¢4,) 


ebenfalls angesehen werden kann als ein auf den Punkt (@,, ,, ;, ¥,) 
ausgetibtes Potential, nur mit dem Unterschiede, dass in diesem Fall 
die das Potential hervorbringende Masse nicht lings der Linie AA’, 
sondern liings der zu dieser supplementaren Linie*) hinerstreckt zu 
denken ist. é 

Desgleichen kénnen auch die allgemeinern Ausdriicke 


(10) V= Vv : Kz; (u,) + cos (q,) - cos (jg,), 
(11) W=Y/y, - Dqj(u,) + cos (q,) - cos (7 H;) 
*) Liegen also die aufeinanderfolgenden Punkte U, A, A’, U’ in gerader 


Linie, und zwar U und U’ im Unendlichen, so ist die das Potential W erzeugende 
Masse theils lings der Linie. UA, theils lings A’U’ hinerstreckt zu denken, 
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als Potentiale von Massen interpretirt werden, die eutweder auf der Linie 
AA’, oder auf der supplementaren Linie ausgebreitet sind. Nur wird 
es in diesem Fall nicht mehr méglich sein, jene Linien schlechtweg 
als Linien anzusehen, sondern erforderlich sein, dieselben als unendlich 
diinne Conoide zu betrachten. 


Analoges endlich wie von den Ausdriicken (8), (9), (10), (11) 
gilt endlich auch von 


(12) denjenigen Ausdriicken, 


die aus jenen entstehen, sobald man daselbst die Cosinus (resp. einen 
Theil dieser Cosinus) durch die entsprechenden Sinus ersetzt. 


§ 13. 


Die elektrische Vertheilung auf einem Conductor, welcher ungefahr 
die Gestalt einer Hantel besitzt, nimlich aus zwei Kugeln und einem 
dieselben verbindenden Conoid besteht. 


Sind B, y und ¢ gegebene, den Bedingungen 


(1) B>0>~y, —l<e<c+l 
entsprechende Constanten, so repriisentirt # = £6 eine den Pol A(#=+ oo) 
umschliessende Kugelfliiche, ebenso #= y eine den andern Pol A’ (®=— 00) 


umschliessende Kugelfliche, und endlich w =e eine von A nach A’ 
laufende Conoidfliiche. Sind nun ferner Os und O, diejenigen Theile 
der beiden Kugelfliichen, welche ausserhalb der Conoidfliche liegen, 
und bezeichnet O, denjenigen Theil der Conoidfliiche, der ausserhalb 
der beiden Kugelflichen sich befindet, so bilden offenbar O,, O, und 
O. die vollstindige Begrenzung eines gewissen Kérpers von hantel- 
férmiger Gestalt. Ich werde im Folgenden zeigen, dass man fiir diesen 
Koérper das elektrostatische Problem zu lésen im Stande ist, sowohl 
fiir den Fall, dass keine tiusseren Krifte influiren, als auch fiir den 
Fall, dass solche Krafte vorhanden sind. 

Um zuniichst die elektrische Vertheilung fiir den Fall zu finden, 
dass keine iiusseren Krifte einwirken, haben wir diejenige Potential- 
function des iiusseren Raumes zu finden, welche an der Oberfliche des 
gegebenen Conductors, d. i. auf Os, O, und O, constant, etwa = C 
ist. Lassen wir zuerst die Conoidfliche O, ausser Acht, so wiirde 
diese Function leicht angebbar sein, nimlich in einem beliebigen 
Punkte (@, uw, p, ~) jenes tiussern Raumes den Werth besitzen: 


7 ~ mgem %—e-8” , ey -9) HP —e 8? 
- F(@,0)—CV¥ > Pale) (—e"° * wa owat en ; Wm) 
n=0 
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wo 0 = —y sein soll, und N zur Abkiirzung steht fiir (n 4. ay Es 


folgt dies unmittelbar aus meinen friiheren Untersuchungen iiber die 
elektrische Vertheilung auf zwei Kugelflichen.*) 

Um die eigentlich gesuchte Potentialfunction zu finden, mag nun 
zu F’(#, uw) noch eine Correction /(#, w) hinzugefiigt werden, jene ge- 
suchte Potentialfunction also bezeichnet werden mit: 


(3) F (8, w) + £(4, #). 
Dieses {(#, w) muss alsdann 


(I) - +--+. erstens eine Potentialfunction des fiusseren Raumes sein,: 

(Il)- + -*. zweitens auf den Flichen Os und O, iiberall = 0 sein; 
und dies wird stattfinden, wenn /(, w) verschwindet sowohl 
fiir # = £B, als auch fiir #=— >, 

(IIL) - - - - drittens endlich muss f mit / zusammengenommen auf der 
Fliche O, den Werth C ergeben. D. h. sie muss fiir alle 
zwischen 6 und y liegenden Werthe des Argumentes @ der 
Bedingung entsprechen: F'(#, c) + f(#, ¢) = C. 

Der Bedingung (I) wird [wie aus den Betrachtungen des vorhergehenden 

§. hervorgeht; vergl. daselbst (8) und (12)] entsprochen werden, wenn 

man fiir f die Function nimmt: 

(4) Vv - K,(u) - (Asin q® + B cos 9), 

wo A, B,q willkiirliche Constanten sind, von denen allerdings die 

letzte auf nur positive Werthe beschriinkt worden ist. Wir kénnen 

nu nw 

also z. B. so5." 7 

vorstellen mag. Setzen wir gleichzeitig 


setzen, wo n eine positive ganze Zahl 


A = cos und B= — sin 





ny% 
é 





ny 7 
ry ’ 
so geht der Ausdruck (4) iiber in 


a nyu . non 3. Nyw nda 
V+ Knn(u) (cos =~ tin —— — in —- 8 





d. i. in: 
(5) VK vn (qu) sin sin “CO Y* 


Und dieser Ausdruck hat, wie sofort ersichtlich, die Eigenschaft, nicht 
nur der Bedingung (1), sondern gleichzeitig auch der Bedingung (II) 
zu entsprechen. Denn der in ihm enthaltene Sinus geht fir # = B 


n(B— y) a Fue 


iiber in sin — d. i. in sin mz, d.i. in; wabrend er andrer- 


seits fir = y ‘direct in 0 sich verwandelt. — Jenen Bedingungen 


*) C. Neumann: Allgem. Lisung des Problems tiber den stationdren Tem- 
peraturzustand etc., 1862 (Halle, bei Schmidt). Vgl. daselbst den Satz Seite 110. 
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(I), (II) wird also auch entsprochen werden, wenn wir fiir f eine 
Summe solcher Ausdriicke (5) nehmen, jeder noch multiplicirt mit 
einer willkiirlichen Constanten A,. Setzen wir demgemiss: 


r= @ 


(6 (8,0) =V ob SA, Kaz (w)- sin 22 == 
) f(®, u) 2 ax (W 5, 


so bleibt nur noch iibrig, diese constanten Coefficienten A, der Art 
zu bestimmen, dass auch der Bedingung (III) Geniige geschieht. 
Nun ist » = 2(cosi#) — 2u. Somit folgt aus (6) fiir uw =: 


r=—@ 


(7) f(#,c)—V2 (cost #) — 2 cose Ps An Kun (c)sin 2e- y= . 
n=v0 “o 


und die Bedingung (III) verlangt, dass dieser Ausdruck /(@,c) fiir alle 
zwischen # und y liegenden Argumente @ identisch sei mit C— F'(@,¢), 
verlangt also, dass fiir die genannten Argumente folgende Gleichung 
stattfinde: 
(8) V2(cosi®) —2eosc >’ A, Kaz (¢)- sinn® = C — F(8,0), 

n=0 oe 


wo © zur Abkiirzung gesetzt ist fiir (eons . 


Wandert aber # von £ bis y, so wandert gleichzeitig dieses grosse 
© von a bis 0. Wir kénnen uns in der Gleichung (8) iiberall das @ 
durch das grosse © ausgedriickt denken, und alsdann sagen, die Be- 
dingung (III) verlange, dass diese Gleichung erfiillt sei fiir alle zwischen 
QO und w liegenden Werthe von 0. Demgemiiss wird man den all- 
gemeinen Coefficienten A, dadurch erhalten kénnen, dass man die 
Gleichung, nachdem sie zuvor durch die Wurzelgrésse dividirt worden 
ist, mit sin n©- dO multiplicirt, und sodann nach O zwischen 0 und 
ax integrirt. In der That ergiebt sich in solcher Weise: 


na 


(9) 1A, Kan (0) =? [C— F(@,¢)] sin nO - do 
na 
“0 





V2 (cosi#) — 2cosc 


wo auf der rechten Seite vor Ausfiihrung der Integration # durch 0 
auszudriicken, also durch den Ausdruck (y+ ss zu ersetzen ist. 


Die gesuchte Potentialfunction des dusseren Rawmes, welche an der 
Oberfliiche des gegebenen Conductors, d.i. auf den Flichen O3;, O, und 
O, tiberall gleich der gegebenen Constanten C sein soll, wird also [vgl. 
(3) und (6)] fiir einen beliebigen Raumpunkt (%, uw, p, wv) den Werth 


haben: ; 
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n—@ 


(10) F(8, 4) +Vv D, An Kan (w) + sin od eh ; . 
n=0 


wo F'(#, w) die in (2) angegebene Bedeutung besitzt, wiihrend die con- 
stanten Coefficienten A, sich bestimmen mittelst der Formel (9). 

Offenbar kann diese Potentialfunction unmittelbar angesehen werden 
als dasjenige Potential, welches der mit Elektricitit geladene Conductor 
auf den dusseren Punkt (#, wu, py, ¥) ausiibt, vorausgesetzt, dass sein 
Potential auf innere Punkte den Werth C hat. Demgemiiss ergiebt 
sich die Dichtigkeit der elektrischen Vertheilung aus dem Potentiale (10) 
in bekannter Weise, mittelst einer Differentiation nach der Oberflachen- 
Normale. 

In analoger Weise wird man endlich das Problem der elektrischen 
Vertheilung fiir den hier betrachteten Conductor auch dann zu lésen 
im Stande sein, wenn gegebene iiussere Kriifte auf denselben ein- 
wirken. Ich beschriinke mich hier auf diese wenigen Andeutungen, 
und hoffe in einer spiteren Arbeit auf die in diesem Paragraphen nur 
fliichtig angedeuteten Untersuchungen niiher eingehen zu kénnen. Denn 
es kniipfen sich an dieselben gewisse Fragen, die nicht ohne Inte- 
resse sind, und deren Beantwortung bisher noch niemals versucht 
worden ist. 

So ist man z. B. im Allgemeinen der Ansicht, dass bei An- 
wendung zweier Conductoren, die durch einen sehr diinnen Draht 
mit einander verbunden sind, die Wirkung auf aiussere Punkte, sowie 
auch die Vertheilung auf jenen Conductoren nahezu dieselbe sei, als 
wire jener Draht gar nicht vorhanden, dass also in den genannten 
Beziehungen durch eine plétzliche Vernichtung jenes Drahtes keine 
merkliche Aenderung eintreten kénne. Die hier entwickelte oder viel- 
mehr nur angedeutete Theorie wird voraussichtlich die Mittel gewiihren 
zur Priifung dieser Ansicht fiir den Fall, dass die beiden Conductoren 
Kugeln sind. Denn das im gegenwirtigen Paragraphen behandelte 
die beiden Kugeln verbindende Conoid kann iusserst diinn gedacht 
werden, und reducirt sich alsdann im Wesentlichen auf einen diinnen 
Verbindungsdraht. 

Bemerkung. — Eine andere Methode zur Lésung der in diesem 
Paragraphen behandelten Aufgabe wiirde folgende sein. Man setzt 
die gesuchte Potentialfunction des tiusseren Raumes wiederum 


= F(a, t) + f(a, “), 
und bestimmt die erstere Function F'(#, w) der Art, dass sie auf den 
Flichen Og, O, tiberall = C, und auf der Fliche O, tiberall = 0, 
andererseits aber die zweite Function f(#, u) in der Weise, dass sie 
umgekehrt auf Os, O, tiberall =O, und auf O, tiberall =C wird. 
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Es unterliegt kaum einem Zweifel, dass auch diese Methode durch- 
fiihrbar ist, falls man nur Kugelfunctionen P, in Anwendung bringt, 
deren Indices m die Wurzeln einer Gleichung von der Form P, (c) = 0 
sind. Doch habe ich auf diese (fiir die vorliegenden Zwecke vielleicht 
nicht besonders geeignete) Methode niaher einzugehen, um so weniger 
Grund, als Professor F. Klein einige sehr interessante und speciell 
nach dieser Richtung vordringende Betrachtungen zu publiciren im 
Begriff ist. 


Leipzig, Februar 1881. 
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Ueber Lamé’sche Functionen. 
Von 


Fevrx Kxew in Leipzig. 


Im Folgenden beabsichtige ich, eine Eigenschaft der Lamé’ schen 
Functionen zu beweisen, die bei geometrischer Betrachtungsweise 
ausserordentlich nahe liegt, aber doch noch nicht bemerkt zu sein 
scheint. Mein Theorem bezieht sich unterschiedslos auf die Lamé’schen 
Functionen alier Ordnungen*), mag aber zuniichst hier nur fiir die 
Lamé’schen Functionen zweiter Ordnung (die gewohnlichen Lamé’- 
schen Functionen) ausgesprochen werden. Diese Functionen sind, von 
den eventuell vorkommenden, dann aber nur einfach zutretenden Factoren 
V2, V¥22—B?, WA? — 2 abgesehen, ganze Functionen von 42, von 
denen jedesmal (r-++-1) Functionen des Grades t zusammengehéren 
(vergl. § 2. des Nachfolgenden). Man weiss, dass diese Functionen 
alle verschieden und dabei reell sind, man weiss ferner, dass sie, gleich 
Null gesetzt, je t getrennte reelle Wurzeln ergeben, die alle in dem 
Intervalle von O bis c? enthalten sind, — und zwar in der Weise, 
dass keine Wurzel mit 0 oder mit c? oder auch mit dem zwischen 0 
und ¢? eingeschalteten Werthe b? zusammenfillt. Mein Theorem bezieht 
sich auf die Art und Weise, wie die so entstehenden (r-+-1) Serien 
von je t Gréssen auf die Theilintervalle von 0 bis 6? und von 0? bis 
ce? vertheilt sind. Rein combinatorisch genommen hat man fiir die 
Vertheilung von + Gréssen auf zwei Intervalle (r+ 1) Méglichkeiten: 
man wird in das eine Intervall beliebige +, Gréssen legen, in das 
andere t — t,, und nun 7, von 0 bis r laufen lassen. Mein Satz ist: 
dass jede dieser Méglichkeiten bei einer, und natiirlich nur bei einer, 
unserer (t +1) Lamé’ schen Functionen eintrifft, dass also die Functionen 
und die verschiedenen Vertheilungsweisen der Wurzeln einander ein- 


*) Siehe hier und im Folgenden: Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 
Berlin bei Reimer, zweite Auflage, 1878 (spiter als H. K. citirt). Bezeichnungen 
oder Siitze, die ich ohne nihere Erliuterung anwende, sind diesem Werke ent- 
nommen. 
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deutig entsprechen. — Der Beweis ist, wie ich schon andeutete, so 
einfach wie mdglich. Es kommt nur darauf an, sich auf der Kugel 
die geometrische Bedeutung der Lamé’schen Producte E(u?) - E(v*) 
klar zu machen und dann die auf der Kugel gewéhnlich benutzten 
Polarcoordinaten als einen Grenzfall der bei dieser Interpretation ver- 
wandten elliptischen Coordinaten zu betrachten. 


§ 1. 
Elliptische Coordinaten auf der Kugel. 


Im genauen Anschlusse an die Bezeichnungsweise des Heine’schen 
Buches seien die elliptischen Coordinaten mw’, v? eines Punktes der 


Kugel: 
efyt fem 
als die beiden Wurzeln der Gleichung: 
az 2 2 
(1) @ + coy + 4h oe =0 


erklirt. Es soll 6?, wie schon erwiihnt, kleiner als c? sein. Dann 
liegt die eine Wurzel, die ich wu? nennen will, zwischen b? und c?, die 
zweite, die mit v? bezeichnet sein soll, zwischen 0 und b?. Wenn im 
Folgenden gesagt wird, dass 4? = wu? oder =v? sei, so wird damit 
angedeutet, dass die an sich unbeschriinkt veriinderliche Grésse 4? in 
eins der genannten Intervalle eingeschlossen sei. 

Die Gleichung (1) stellt geometrisch eine Schaar von Kegeln 
zweiter Ordnung mit gemeinsamen Focallinien dar, wobei man zur 
Bestimmung der letzteren die beiden Gleichungen 


2 2 
@) anes, oe ts where 


erhalt. Diese Focallinien werden natiirlich von simmtlichen Kegeln 
— sofern die letzteren reell sind — eingeschlossen. Aber iibrigens 
haben die Kegel 4? = mu? und 4? = v? verschiedene Lage. Die ersteren, 
die ich Kegel der ersten Art nennen will, umschliessen die Z-Axe; 
die Kegel der zweiten Art sind um die X-Axe herumgelegt. Dabei 
beachte man, dass beide Kegelsysteme als Grenzfille zwei (doppelt- 
zihlende) Coordinatenebenen enthalten: die Kegel erster Art fiir 42—c? 
die XY-, ftir 4?—06? die XZ-Ebene, die Kegel zweiter Art fir 
A? = Bb’ ebenfalls die XZ-, fiir 420 die YZ-Ebene. Ich werde 
diese Ebenen die Hauptebenen, die Kreise, in denen sie die Kugel 
durchdringen, die Hauptkreise nennen. Von den Hauptkreisen abge- 
sehen besteht jede Curve 4? = uw? oder 4? =v? auf der Kugel aus 


zwei Ovalen, deren Lage in dem einen oder anderen Falle leicht vor- 
zustellen ist. 
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Es gilt nun vor Allem, den Grenziibergang deutlich aufzufassen, 
der eintritt, wenn b? = c? wird. Zuvirderst sieht man, dass dann die 
beiden Focallinien (2) in die X-Axe zusammenfallen. In ihr schneiden 
sich tibrigens nach wie vor die beiden Hauptkreise y= 0, ¢ = 0, die ich 
nun als Hauptmeridiane bezeichnen will. Auch der dritte Hauptkreis, 
x=, der jetzt der Aequator heissen soll, ist véllig ungeiindert ge- 
blieben. Dagegen haben sich die iibrigen Curven der ersten oder zweiten 
Art wesentlich umgestaltet: Die einzelne Curve erster Art ist in ewei 
gegen XZ (oder XY) unter gleichem Winkel geneigte Meridiane zer- 
fallen; die Curve eweiter Art in zwei Parallelkreise, welche vom Aequator 
beiderseitig gleich weit abstehen. Zum Beweise appellire ich an die 
geometrische Anschauung. Will man es auf analytischem Wege ein- 
sehen, so setze man in (1) zuniichst einmal b? schlechthin gleich c’; 
die dann entstehende Gleichung: 
2 2 

3) ot+htp—o 

definirt fiir 42 = v? auf der Kugel die gewollten Parallelkreise. Ein 
ander Mal setze man zuvorderst: 


C2@aebBPte, Pawo + 2, 

— wo é grésser als « sein soll —, und lasse nun é¢, & unabhiingig 
von einander unendlich klein werden. So reducirt sich (1) nach Weg- . 
werfung verschwindender Gréssen auf folgende Gleichung: 

4 2 he 2 

(4) y=aty 

und diese repriisentirt in der That zwei gegen XZ gleich stark ge- 
neigte Meridiane. 


§ 2. 
Definition der Lamé’schen Functionen. 


Die Kugelfunction mit zwei Variabelen werde fiir das Folgende 
in bekannter Weise definirt als homogene Function f von x,y, #, die 
der Gleichung 

; az — oe 
Af — 55+ Ga + Gem 
geniigt.*) Der Grad der Kugelfunction ist dann der Grad von f in 2, y, z. 


*) Ich méchte hier insbesondere auf die Darstellung verweisen, welche 
Maxwell in seinem treatise on electricity and magnetism (Cambridge 1873) 
gegeben hat. — Vielleicht hat die Bemerkung Interesse, die sich auf Grund der 
dort entwickelten Definition unmittelbar ergiebt: dass die 15 Symmetrieebenen 
des Ikosaeders die Nullstellen einer Kugelfunction reprdsentiren. 
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Es wird nun Kugelfunctionen n'** Grades geben kénnen, die ab- 
gesehen von etwa vortretenden Factoren «, oder y, oder ¢ (die aber 
nur in einfacher Multiplicitét vorhanden sein sollen) in lauter Factoren 
von der in (1) vorkommenden Gestalt zerfallen: 


2 y? 2 
@ + Roe Roe 





Gleich Null gesetzt repriisentirt ein solches f ein Aggregat von Kegeln 
(1), dem eventuell noch einige Coordinatenebenen zutreten. Auf der 
Kugel werden wir also als Nullstellen von f eine Anzahl Curven der 
ersten oder zweiten Art haben, vielleicht verbunden mit einigen der 
Hauptkreise. Eine solche Function f soll im Folgenden eine L ameé’ sche 
Function vom n‘ Grade genannt werden, und zwar, der Deutlichkeit 
halber, eine Lamé’ sche Function von zwei Parametern. 

Der Zusammenhang dieser Definition mit der gewéhnlichen ergiebt 
sich sofort, wenn man statt der x, y, 2 der Kugelpunkte die 
elliptischen Coordinaten uw’, v? einfiihrt. Zu dem Zwecke hat man, 
der bekannten Theorie zufolge, zuvérderst die Gesammtheit der auf 
der Kugel befindlichen Nullstellen durch eine Gleichung in 4? dar- 
zustellen : 

E(i’) = 0; 
dann ist, von einem constanten Factor abgesehen, der uns hier gleich- 
giiltig sein wird, f gleich dem Producte 

E(u?) - E(*). 

Der einzelne Factor dieses sogenannten Lamé’schen Productes ist das, 
was man gewohnlich als Lamé’sche Function schlechthin bezeichnet; 
im Gegensatze zur Function f kénnte man ihn eine Lamé’sche Func- 
tion mit nur einem Parameter nennen. 

Die Function E(A*) enthilt, den etwa vorhandenen Hauptkreisen 


nach Abtrennung derselben reducirt sie sich auf eine ganze Function 


von A?; 

Pr (A*). 
Der Index rt soll dabei den Grad von @ in 4? bedeuten. Lamé’sche 
Functionen desseiben Grades, die hinsichtlich der auf die Hauptkreise 
beziiglichen Quadratwurzeln iibereinstimmen, mégen demselben Typus 
zugerechnet werden. Es giebt dann, wie in der Einleitung bemerkt, 
jedesmal (r-+1) Functionen desselben Typus. 

Des Niheren stellt sich bei gegebenem » die Sache folgender- 
massen : 

1) Set n gerade. Dann muss mit dem Aggregat der Kegel (1) 
nothwendig eine paare Anzahl von Hauptebenen verbunden sein. Man 
hat also folgende vier Typen, deren Bezeichnung nach dem Vorauf- 
geschickten ohne weitere Erlaiuterung verstiindlich sein wird: 
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L E=g, (a), 
2 
II. E=VP —B.VR — e+ gr2(d2), 
» 2 
©) \ut. E=/P?—2-VP —-- ge-a(8), 
2 
IV. BaP -VP—V -9e2(08). 


Von Functionen der ersten Art giebt es, dem wiederholt angefiihrten 


n+ 2 : ae - 
Satze entsprechend, + , von Funetionen der iibrigen Arten je ?? 


im Ganzen also (2n-+-1) Lamé’sche Functionen des »' Grades, wie 
es sein muss, 


2. Sei n wngerade. Dann hat man die vier Typen: 








1. B=/®./P®—B./~P—A. rs(¥), 
II. E= V® + pnr(A2), ; 
(6) III. E=VP®— BB. ga(2), 
2 
IV. E=yP—@. 9, «(i). 


Auch diese Tabelle ergiebt, dem erwiihnten Satze zufolge, (2+ 1) 
Lamé’sche Functionen des n'” Grades. 


§ 3. 
Bedeutung und Beweis meines Theorem’s. 


Wie schon in der Einleitung berichtet, hat man vor Allem den 
Satz, dass die verschiedenen ganzen Functionen g,(A*) gleich Null 
gesetzt lauter getrennte, reelle Wurzeln ergeben, die simmtlich in 
dem Intervalle von 0 bis c? liegen und weder mit 0 noch mit b? oder 
mit c? zusammenfallen. fFiir unsere geometrische Auffassungsweise 
heisst dies, dass f= E(u*) - E(v*), von den Hauptkreisen abgesehen, 
auf der Kugel fiir t getrennte reelle Curven verschwindet, welche sich, 
nach einem zuniichst unbekannten Gesetze, auf die Curven der ersten 
und die Curven der zweiten Art vertheilen. Zben dieses Gesetz will 
mein Theorem aufdecken. Es besagt, dass die t + 1 demselben Typus 
angehorigen Lamé’ schen Functionen genau den verschiedenen hier denk- 
baren Vertheilungsmoglichkeiten entsprechen. 

Zum Beweise halte man an der geometrischen Auffassungsweise 
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fest, und lasse nun den Grenziibergang des § 1. eintreten, welcher 
der Annahme 6}? = c? entspricht! 

Da niemals zwei Curven der ersten oder der zweiten Art mit 
einander oder mit einem Hauptkreise zusammenfallen kénnen, so 
degenerirt jede Curve der ersten Art in zwei (gleich stark gegen XZ 
geneigte) Meridiane, jede Curve der zweiten Art in zwei (gleichweit 
vom Aequator abstehende) Parallelkreise. Mittlerweile hat die Function 


fle, y, 2) = E(u’) - E(v’) 
nicht aufgehdrt, der Differentialgleichung 
A,f = 90 
zu geniigen. Die elliptischen Coordinaten u?, v? aber sind in die ge- 
wohnlichen Polarcoordinaten m, @ tibergegangen, die, im Anschlusse 
an (3), (4) durch folgende Gleichungen definirt sind: 


‘tes y=sint-cosg, ¢—sin@- sin g, 
(7) 


e 9 v 
cos g = ry. cos a 7 


Man hat also vor allen Dingen (wegen der Lage der Nullstellen): 

Die Function f(x, y, 2) ist in eine der (2n+-1) in Bezug auf die 
X-Azxe symmetrischen Kugelfunctionen verwandelt, die in iiblicher Be- 
zeichnung lauten: 


(8) 


Pi, (cos #) - cos hp, 


i (cos #) - sin hg. 


Hier hat h in der ersten Zeile die Werthe 0, 1,---,, in der zweiten 
Zeile die Werthe 1,2,---, zu durchlaufen. 

Aber zugleich ist ersichtlich, in welche der (2n-+ 1) Functionen 
(8) f itibergegangen ist. 

Zuniichst, was die Unterscheidung der beiden in (8) enthaltenen 
Formen angeht, so hat man offenbar die Regel: 


Es entsteht = (cos #) - sin hg oder rs (cos #) - cos hg, je nach- 
dem f(x,y, 2) fiir y = 0 verschwindet, oder nicht, je nachdem also das 
zugehirige E(a2) den Factor 42 — b? enthiilt, oder nicht. 

Dann aber kénnen wir auch innerhalb der beiden Arten sondern. 
In der That erkennt man sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

War t, die Anzahl der Curven erster Art, fiir welche f(x, y, 2) 
verschwand, und befanden sich unter den Verschwindungscurven des 
Weiteren noch 6 Hauptmeridiane (wo 6 nur 0, 1, 2 sein kann), so 
ist fiir die zugehdrige Function (8) h = 21, + 6. 

Hiermit aber ist die fragliche Function (8) vollkommen bestimmt. 

Nun sage ich, dass auch umgekehrt beim Grenziibergange die ein- 
zelne Function (8) nur aus einer einzigen Lamé’ schen Function ent- 
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stehen kann. Denn man weiss, dass die (2n-+1) zu Vergleich kom- 
menden Functionen (8) gleich den (2n-+-1) tiberhaupt vorhandenen 
Lamé’schen Functionen linear unabhingig sind. 

Aus allen diesen Siitzen aber folgt unser Theorem unmittelbar. 
Man kennt bei der einzelnen Function (8) von vorneherein die Meri- 
diane, fiir welche sie verschwindet. Daher kann man auf die Anzahl 
der Curven erster (oder zweiter) Art, fiir welche die verschiedenen 
Lamé’schen Functionen verschwinden, den Riickschluss machen. Es 
wird geniigen, dies nur an einem der 8 Fille, die man, dem vorigen 
Paragraphen zufolge, bei geradem resp. ungeradem » zu unterscheiden 
hat, in’s Einzelne darzulegen. 

Ich nehme zu dem Zwecke bei ungeradem n (Tab. (6)) den ersten 
Fall: 


E=/2?-.V~R—W- VR — C+ Mas (a2). 
2 


Ein solehes EL verschwindet fiir den Hauptmeridian y = 0, zudem fiir 
den Aequator, = 0. Daher entspricht ihm eine Function 

go (cos #) - sin hg 
mit geradem h. Nun giebt es solcher Functionen (fiir h = 2, 4,---(m — 1)) 


. *—1 . . 
im Ganzen —~—., also ebensoviele, als Functionen FE des herausge- 


: ’ sini ‘ - pees 
griffenen Typus. Die (” Functionen der zweierlei Arten ent- 
5 yp 2 


sprechen einander also eindeutig. Aber 


rs (cos #) - sin hy 


verschwindet (fiir gerades h) in h — 2 Meridianen, die von den Haupt- 


a . ‘ é »- n—i1 ‘ 
meridianen verschieden sind. Daher verschwinden die — “oo Functionen 


Ei(a*) des von mir herausgegriffenen Typus beziehungsweise in "= : 
Curven der ersten Art, wo h die Werthe 2,4,+-+(m—1) zu durch- 
laufen hat. Sie sind also durch die Anzahl der Wurzeln 4? verschieden, 
welche 


Pn—s (A?) = 0 
2 


zwischen 6? und c? ergiebt, — und eben dieses behauptet mein 
Theorem. 

Dass sich das Theorem in den itibrigen Fallen ganz ebenso ergiebt, 
bedarf wohl keiner Erliuterang mehr. — 

Man erkennt das Charakteristische dieses Beweises, Hiitte man, 
wie es gewdhnlich geschieht, 4* einfach als Abscisse gedeutet und 
dementsprechend E(A*) interpretirt, so hiitte sich das Intervall b? --- c? 
16* 
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beim Grenziibergange in einen einzelnen Punkt zusammengezogen und 
es wiirde einer tiefer gehenden Untersuchung vorbehalten geblieben 
sein, die verschiedenen Wurzeln von E(A*) = 0, die in diesen Punkt 
coincidiren, nach ihrem Ursprunge zu classificiren. Indem wir statt 
dessen E(u*)- E(v*) auf der Kugel deuten, verliert der Grenziiber- 
gang fiir die geometrische Auffassung jegliche Unstetigkeit, und das 
Theorem, um welches es sich handelt, bietet sich unmittelbar. 


§ 4, 
Das Theorem fiir die Lamé’schen Functionen der p*" Ordnung*). 


Bei den Lamé’schen Functionen p'* Ordnung treten an Stelle 
der drei Werthe 4? —0, b?, c? im Ganzen p+ 1, die, reell und 
positiv vorausgesetzt, in steigender Gréssenordnung mit ay’, a,*, - - - dp? 
bezeichnet sein mégen. Eine Lamé’sche Function des n'e® Grades 
E™ (p, 4?) enthiilt als einfach vertretende Factoren eine gewisse Anzahl, 
m, von Quadratwurzeln: 


Beas » » 4/49 ety 
VR — Ay”, ye — Gy", s+ V are Ap” 
— wo m mit m zusammen gerade oder ungerade sein muss, aber 


iibrigens beliebig ist — und ausserdem eine ganze Function 


n—m 
> ten 


Grades von 4?: @,—m (4). Es mégen wieder alle diejenigen Func- 
a= 

tionen, welche hinsichtlich der vortretenden Quadratwurzeln tiberein- 

stimmen, demselben Typus zugerechnet werden. Die Zahl der linear 

unabhiingigen Functionen des einzelnen Typus ist dann jeweils: 


(©+1) (+2) --- (@+p—1) 
1-2--- (p—1) ’ 





wo t der Abkiirzung halber statt > geschrieben ist. Man be- 
merkt, dass dies gerade diejenige Zahl ist, welche angiebt, auf wie 
viele verschiedene Weisen t Punkte iiber » Intervalle vertheilt werden 
kénnen. 

Mein Theorem ist nun dies: dass diese Uebereinstimmung keine 
zufdllige ist. Vielmehr sage ich: 

1) dass jedes Polynom ,(4*), gleich Null. gesetet, tc getrennte, 
reelle Wurzeln ergiebt, welche alle zwischen a,* und a,? inne liegen, 
ohne mit diesen Grenzen oder den Grissen a,?, --- a1 2usammen- 
zufallen; 


*) Vergl. H. K, p. 445. 
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2) dass die verschiedenen zu demselben Typus gehirigen Polynome 
Gzx(A*) sich durch den Modus der Vertheilung ihrer Wurzeln auf -die 
p Intervalle von a,? bis a,?, von a,* bis a,?, --+, von ap—1 bis ap? 
unterscheiden, so zwar, dass jeder Vertheilungsart eine und nur eine 
Function 9, (a*) entspricht. 

Der erste Theil dieses Satzes kann geradeso bewiesen werden, wie 
dies hinsichtlich der Lamé’schen Functionen zweiter Ordnung seit 
lange geschehen ist; man vergleiche das Heine’sche Buch. Um den 
zweiten Theil des Satzes einzusehen, hat man sich vor Allem die Art 
und Weise zu tiberlegen, wie die Kugel des Raumes (a, - - - 2») von 


-(p + 1) Dimensionen: 


2 2 ot oem 
By Hy +++ + a? = 1 
durch die allgemeinen elliptischen Polarcoordinaten 
242 2 
Ay*, Ag") + ++ Ap’, 
die mittelst folgender aang eingefiihrt werden: 
» 2 


Le x 
(9) Fart 7 ar? Pa, wie, 


in p Serien von (p— 1)-fach ausgedehnten Gebieten zerlegt wird. 
Sodann lasse man a,”, a,”,--+a,* allmiihlich einander gleich werden, 
wobei sich die elliptischen Coordinaten in die gewéhnlichen Polar- 
coordinaten #,, #,, --- #, verwandeln, die durch folgende Gleichungen 
definirt sind: 


Ly = cos 4, 
x“, = sin @, cos d,, 





(10) 
Lp—2 = sin , sin B, -- + sin B_»2 cos _1, 

Zp—-1 = sin B, sin ® +--+ +--+: sin 3, _1 cos ,, 

Lp = sin O, sin B®, «+--+ ees sin #)_1 sin By». 


Dann verwandelt sich das Lamé’sche Product 
BE (p, a2) - B(p, 2) --» E(p, dy?) 
nothwendig in eine Kugelfunction des folgenden '‘Il'ypus*): 


(11) Ps cos#,)- oe (p,cos@,) -- Fe ~ 1) (Ps cos #,_1)-|, |. 


Hier soll [#,], je nachdem, 
COS(M%p—1°%,) oder sin (%p—1°Pp) 
bedeuten, und 


*) H. K. p. 461. 
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M, My sey Mp1 
soll irgend ein Zahlensystem sein, fiir welches keine der Differenzen 
M— NM, NM — My, +++, Mp—2 — Mp1 
negativ ist. Man iiberblickt die verschiedenen reellen Gebiete, fiir 
welche eine solche Function (11) auf der Kugel verschwindet. In ahn- 
licher Weise miissen daher die Nullstellen des Productes 
BE” (p, 4,7)» B(p, ay?) ++ BE (p, dp?) 

angeordnet sein. Und eben dies behauptet, nur in analytischer For- 
mulirung, der vorstehend ausgesprochene Satz. 


Leipzig, Mitte Januar 188]. 

















Bemerkung tiber Abel’sche Gleichungen. 
Von . 
Eucen Nerro in Strassburg i/E. 


In den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 20. Juni 1853 
hat Herr Kronecker diejenigen Gleichungen n' Grades, deren n 
Wurzeln in eine solche cyklische Folge x,, .,---, %, 2, gebracht 
werden kénnen, dass man hat 

&, = O(a), 3 = O(4,) = 0? (A) + - + Hy = O(n-1) = O"*(), 
a, = O(a) = O"(2,), 
wobei © eine dem Rationalitiitsbereiche der Gleichung angehdrige 
rationale Function bezeichnet, mit dem Namen Abel’ sche Gleichungen 
belegt. Herr C. Jordan hat in seinem Traité etc. § 402 diese De- 
finition erweitert, indem er unter Abel’schen Gleichungen solche 
verstand, deren Wurzeln simmtlich rationale Functionen einer einzigen 
% sind 
H, = O,(%), L, = O2(%), +--+, La = Oa(%), ++ -, 
falls die Functionen so beschaffen sind, dass man hat 
030, (#) = Oc9z (x). 
Diese Definition hat dann auch Herr Kronecker in der Abhandlung 
vom 16. April 1877 (Berl. Ber. Nachtrag zum Decemberheft 1877, 
S. 846) seinen Untersuchungen zu Grunde gelegt. 

Ist f(x) = 0 die gegebene irreductible Gleichung n' Grades, bei 
der eine Wurzel x)= O(a) rationale Function einer anderen 2, ist, 
so ordnet sich das System der Wurzeln in folgende Tabelle ein 

%q, O(a), OF (%) ---O"™""(%), 
a, O(@,), O(a) +--+ O~*(a,), (m - v=n) 
. . . . . . : . . . . . . . (o” (%a) = Ze) 
Ly—1; 0 (x1), ©? (1) ths iP, (%y-1). 
Die Resolvente 


Py = Xq + O(%y) + O* (a) + + > » + OH) 








248 E. Nerro, - 


ist v-werthig; sie hiingt von einer Gleichung v' Grades F'(g) = 0 
ab; mit ihrer Lésung ist die von f(z) = 0 gegeben, da a,, O(a), -- - 
durch auflésbare Gleichungen aus g, abgeleitet werden kénnen. 

Die erste (Kronecker’sche) Definition Abel’scher Gleichungen 
hefert v = 1; die zweite (Jordan’sche) ergiebt fiir F(@) = 0 dieselben 
Eigenschaften, wie die fiir f(z) = 0 vorausgesetzten: erstens Irreducti- 
bilitét, zweitens rationale Ausdriickbarkeit aller Wurzeln durch eine 
einzige; drittens Vertauschbarkeit der Operationssymbole. — Beide 
Falle sind von Abel in seinem Mémoire (Oeuvres compl. I; XI, 8. 114 
§ 3 und, § 4) behandelt worden. 

Die allgemeinste hier mégliche Fragestellung lautet: , Welche Be- 
dingungen miissen die Wurzeln von f(x) = 0 erfiillen, damit dieselben 
Beziehungen wie bei f(x) =0 so bei F (qm) =O eintreten?“ Mit der 
Beantwortung wire ein ganzes Geschlecht von auflésbaren Gleichungen 
in ganz bestimmter fester Umgrenzung gegeben. Wir behandeln diese 
allgemeine Frage aber nicht, sondern wir fiigen die Beschrinkung 
hinzu, dass aus m3 = Rat (p,) auch x; = Rat,.(x,) folgen soll. 

Die Irreductibilitit von F'(g) = 0 steht fest. 

Da x, = O(a,) eine rationale Function von 2 ist, so soll auch 
eine Wurzel o, = 2, + O(z,) +--- rationale Function von 


Py = % + O(%) +--- 
werden: g, = 1,(@,)- Dies erlaubt den Riickschluss auf #, = 0, (x,), 
und man kommt dann wieder durch 


(A’) Hy = O(%y), 2, = O, (%) 
auf die entsprechenden Forderungen 
(B) Pi = 7 (Po), Po = T(Po), 


aus deren letzter sich 2, = 0,(a,) ergiebt; diese Beziehung fiihrt auf 
die Forderung gy, = t;(g,) u. 8s. w. bis alle Wurzeln erschépft sind. 
Es folgt also 

(A,) %y = O(a), 2%, = O,(%), Vy = O(a), +++, Lr1 = Oy 1(ay), 
(By) Pi = (Po), P2 = T2(Po)s ++ +> Pra = Tr-1(Py)- 

Die Bedingungen (A,) reichen aber nicht aus, um nothwendig die gefor- 
derten Beziehungen (B,) nach sich zu ziehen. Es muss, damit p,—=t(q,) 


sei, p, fiir die Substitution O(2,) statt x, welche gm, ungeindert 
lasst, gleichfalls ungeindert bleiben. Nun ist 

P, = 9, (%) + OO, (a) + - -- + O"-10, (24). 
Da alle andern symmetrischen Functionen der Gréssen 0,(x,), OO, (z,),--- 
mit g, zugleich (von dem sie rationale Functionen sind, wie umgekebrt 
gy, von ihnen) ungeiindert bleiben, so ist also fiir eine beliebige 


symmetrische Function S, speciell fiir die elementaren symmetrischen 
Functionen, die nothwendige Folgerung 
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Abel’sche Gleichungen. 


S(e, (%), OO, (x), ---, O™-'0, (ay) 
= S(0,O(x,), 90, O(a), ---, O"-" 0, O(2,)) 


und daraus folgt, dass die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln 
00, (a) sind, mit denen der Gleichung, deren Wurzeln 00, 0(2,) 


sein; speciell wird 
0,9 (x) = 0" 0, (%), 
woraus von selbst 040, O(a) = O“+0, O(x,) folgt. Diese Bedingung 
ist auch hinreichend dafiir, dass go, = 1,(g,) wird. Denn g, geht 
durch die Substitution O(2,) statt x, in 
0,9 (xy) + 00, O(a) + 0°0, 9 (%9) + = 
= 00, (24) -+ OHO, (a4)- +--+ O"1, (xy) +O, (@) 


+00,(x)+-- 
“ry 


iiber, iindert sich also nicht, und g, ist eine Function von g,. Es 
miissen also wegen der Forderungen (B,) nothwendig die Beziehungen 


(A,) 0, O(a) =O 6, (Xp), 0, O(a) =O" O, (Xy), O; O (%)) = 9% O5 (ay) ++ 


bestehen, und diese reichen auch aus. Diese Gesammtreihe muss 
unserem Problem gemiiss auf die Gleichung F(g) = 0 tibertragen 
werden. Es entsteht also die Forderungsreihe 


(B,) tt, (@o)—= th? T.(Po), TT (Po) = Th’ 3 (Po); TT (po) = ti Ty(Po)s**° 
Ks sei 

P2=X, + O(x,) +++ =O, (x) + OO, (%)+---—=7,(Po), 

P =X, + O (21) + -+- =O, (%)) + 90, (xy) +--+ = 7, (Mp). 
Verwandelt man in der ersten Zeile x in 2, = 0,(%)) so geht g, in 
P, = 7,(M)) tiber, wie man aus 


Py =X + O(%) +--+, OH =e, + O(%)+--- 
erkennt. Es wird also 
(M) TT (Po) = 9,0, (2%) + 90,0, (2) + --- 
Macht man in der zweiten Zeile diese Operation 6, mal, so erhilt man 
tf" (Po) = Of" (@) + OOF (a) +--+ 
und bei der Umwandlung von 2, in 2, 
(N) th't,(Gp) = OF", (%) + OOF"O, (x) + OF OF O, (a) + - >: 
so dass die erste Forderung von (B,) sich iibersetzt in 


m—1 m—1 


0’, 0, (2) = > 00/0, (a). 
=0 


=0 





250 E. Nerro. 


Es sei ferner x irgend eine andere elementare symmetrische Function 
der in (M) auftretenden Summanden, Dann ist 


Xo (%) = Ro (%)) 
und wegen der Irreductibilitiit von f(#%) = 0 
Xo (%) = 44 (%) = R(M,) = R(x, (gy), 
Xo (L2) = Az (%) = RH.) = R(t, (Hp) 
und es ist wie oben, da die zy den @ vollig gleichstehen, 


U1 (Xo) = By Xo(Lo)3 Xo (Xo) = Bo Xq(%p)- 
Ersetzt man in der zweiten dieser Gleichungen x, durch 2,, so geht 
Xo (Xo) I A(X) = 4 (%) = B, Xo (Mp) tiber und es wird 


B.D; (%) = R(x_ 7; (Po) 
und ebenso erhialt man 


BY, (%) = R(t, ()); 
fiir denselben Exponenten #, findet man also die Gleichung 

B,D, (Yo) = Bi" By (yy) 
und daraus, dass alle aus den 0*0, 0, (x) gebildeten elementaren sym- 
metrischen Functionen mit denen der Gréssen © 0/0,(2,) iiberein- 
stimmen und daher, genau wie oben gezeigt wurde, dass man hat 

0, 0, (a) = 0” OO, (a). 
Dass dies fiir die Erfillung 1,7, = r{’r, ausreicht, lehren (M), (N). 
Es miissen also wegen (B,) nothwendig die Beziehungen 
(As) ©, ©, (%)) =O” Of, (ay), ©, ©, (a) =O” OF" O, (2,), 

0, 0, (7) =O" Of" 0,, - - - 
bestehen und diese reichen auch aus. Unserem Problem gemiiss muss 


diese Gesammtreihe auf die Wurzeln von F'(g) = 0 iibertragen werden. 
Hierdurch entsteht die neue Forderungsreihe 


(B;) T3T2 (Po) = Tr 3 T3(Po), TT. (po) = ti tH (Po), - °° 
und alle Schlussfolgerungen und Resultate wiederholen sich. 
Somit haben wir den Satz: 
ann man aus dem Bestehen einer ethane Beziehung 93 = R(g.) 
auf xg = R,(a%q) schliessen, so ist es nothwendig und hinreichend, dass 
‘ gwischen den Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 die Gleichungen bestehen 
(A,) Ly “Te 0 (x), “= 0; (2), y= 0,(2), = O; (9), 
(A,) 9, O(%,)=0%8, (x), O, O(x,) = OO, (a), O; © (x) =OO; (2), «+: 
(A;) 0,0, (2) =O" Of, (x), 0,0, (7) =O" OF O, (x), - 
(Ay) 05, (%) =O" OF OF O5(%), «+ - 
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- 


damit die entsprechenden Beziehungen zwischen den Wurzeln von F(p)=0 
vorhanden sind.‘ 
Die so definirten Gleichungen /(#) = 0 sind demnach die allge- 
meinsten, welche nach Abel’ scher Methode aufgelést werden kénnen. 
Die Gruppe dieser Gleichungen ist erstens transitiv, wegen der 


Wurzeln w rational durch cine -clunige ausdriickbar sind; drittens ist 
sie durch eine Reihe von Substitutionen s,, s,, s,, --- bestimmt, fiir 
welche die Gleichungen bestehen 

Sy 8, = S18} 838, = SI°S35 ++ - 

$38) = Sf 853 + 
Diese drei Bedingungen reichen zur volligen Charakterisirung aus. 
Die erste liefert die Irreductibilitiit; die zweite die rationale Ausdriick- 
barkeit aller Wurzeln durch eine. Wenn nun s, die Wurzel 2, in 
O(x,) und s, die Wurzel x, in O,(2,) iiberfiihrt, so liefert , 

$8, = S1°8,, 0, O(a) = OO, (zy) 

u. 8. W. 

Hieraus folgt eine bemerkenswerthe Analogie mit den auflésbaren 
Gleichungen iiberhaupt; denn die Bedingungen 1) und 3) der obigen 
Gleichungen sind diejenigen fiir auflésbare Gruppen. Ist nun G eine 
solche Gruppe, z eine Function der Wurzelgréssen, welche bei jeder Sub- 
stitution der Wurzeln ihren Werth iindert, so bilden die verschiedenen durch 
G hervorgerufenen Werthe von ¢ die Elemente einer zu G isomorphen 
Gruppe, bei welcher die Bedingungen von G gewahrt bleiben, wahrend 
ausserdem noch die Gleichheit von Grad und Ordnung hineinkommt, 
also die obige Bedingung 2). ,Damit wire eine Classification der 
auflésbaren Gleichungen, je nach der zugehdrigen allgemeinsten 
Abel’schen Gleichung festgestellt. Um zu zeigen, dass durch diese 
Betrachtungen wirklich neue Gleichungen erlangt werden, gebe ich 
die Gruppe einer solchen vom Grade r-p, wo p eine Primzahl be- 
deute und a@ zum Exponenten r (mod. p) gehdre. Sie wird gebildet 
durch 


Re alee « +++ (po Ur,1°** Lrp), 


= (x, ae lanai %, 9) (x, 1%2,a%3,q2 °* * %,, a1) (a, a%320°°° Ly, gar) Tea 


17. Januar 1881, 








Ueber den Fundamentalsatz der projectivischen Geometrie. 
Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


Der Fundamentalsatz der projectivischen Geometrie ist schon mehr- 
fach Gegenstand von Erérterungen in diesen Annalen*) gewesen. Weil 
dabei jedoch noch Einiges unberiicksichtigt gebiieben ist, will ich noch 
einmal auf diesen Gegenstand zuriickkommen; wiederholte Besprechungen 
mit Herrn Prof. Klein sind mir bei Abfassung dieser Note sehr niitzlich 
gewesen. 

Das Hauptresultat jener Erérterungen scheint mir der von Herrn 
Darboux**) bewiesene Satz zu sein, dass vier Elementen, die eine 
Folge bilden, der v. Staudt’ schen Definition zufolge immer vier Ele- 
mente entsprechen miissen, die wieder eine Folge bilden; denn es folgt 
aus ihm die Stetigkeit- der projectivischen Beziehung. Die sich an 
diesen Satz schliessenden Betrachtungen von Herrn Darboux***), 
die einen indirecten Beweis des Fundamentalsatzes auf Grund der 
Untersuchungen der Herren Zeuthen und Liiroth?) erstreben, sind 
nicht ganz correct}}) und zudem, wie ich glaube, iiberfliissig. Denn 


*) Bd, VI, p. 132, Note ete. 

**) Bd. XVII, p. 58. 

Sic n & 

+) Bd. VII, p. 535 — 536. 

++) Ueber denselben Beweis schrieb mir Herr Bobeck in Prag: 

»Herr Darboux setzt irrthiimlicherweise voraus, dass die Zuordnung der 
von ihm mit a,x’ bezeichneten Punkte von vorneherein eine umkehrbare sein 
miisse. Man kann aber seine Betrachtung leicht erginzen. Herr Professor Kiipper 
theilte mir in dieser Beziehung folgende Ueberlegung mit: 


Es sei y’ der homologe Punkt zu y (letzterer mit x zusammenfallend). Dann 
kann y’ wie in Fig. 1) ausserhalb wy liegen oder wie in Fig. 2) innerhalb wy 





a y’ fallen. Man kann nun im ersten Falle 

1) | +—}-—+ t— innerhalb xy, im zweiten Falle innerhalb 
- AaBy y «’ zwei Punkte AB in der Folge «A By 

y’ a wihlen, die mit ihren homologen coiunci- 

2) . j—}-—_'+} diren. Es ist nun ein Punktepaar mn 





& A y vorhanden, welches sowohl #A als By 


harmonisch trennt, aber keines, welches «4, By’ gleichzeitig harmonisch 
trennen wiirde, daher kann es keinen Punkt w geben, der mit seinem homo- 
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Fundamentalsatz der projectivischen Geometrie. 253 - 
auf Grund der Betrachtungen der Herren Zeuthen und Liiroth er- 
giebt sich in Verbindung mit dem Satze von der Folge leicht der 
directe Beweis des Fundamentalsatzes*). 

Gegen diesen Beweis ist jedoch das einzuwenden, dass in den Be- 
trachtungen der Herren Zeuthen und Liiroth Punkte (F und G) 
verwendet werden, die das Resultat eines Grenzprocesses sind, also 
mit ihnen das Jrrationale in die reine Geometrie eingefiihrt wird; man 
wird aber gut thun, dasselbe méglichst lange von der reinen Geometrie 
fern zu halten. In der That handelt es sich auch beim Beweise des 
Fundamentalsatzes nicht darum zu zeigen, dass man durch Con- 
struction des vierten harmonischen Elementes aus drei gegebenen jedem 
Elemente eines Grundgebildes 1. Stufe beliebig nahe kommen kann — 
und als Beweis hierfiir behalten die Betrachtungen der Herren Zeuthen 
und Liiroth ihren Werth —, sondern es handelt sich nur darum zu 
zeigen, dass die projectivische Beziehung zwischen zwei Grundgebilden 
1. Stufe, sie mag hergestellt sein wie man will, eindeutig ist, sobald 
drei gegebenen Elementen drei gegebene entsprechen sollen**). Diesen 
Zweck nun erreicht man, wie ich glaube, mit einfacheren Mitteln und, 
wenn der Ausdruck gestattet ist, auf rationalem Wege, wenn man 
sich an den Gedankengang anschliesst, den Herr Thomae in seiner 
Geometrie der Lage***) entwickelt. Herr Thomae hat allerdings fiir 
Projectivitiit eine andere Definition, indem er sie durch Perspectivitiit 
erklirty), aber sein Beweis gilt ungeiindert auch fiir die v. Staudt’ sche 


logen w’ nicht zusammenfiele, (Die Doppelpunkte zweier conlocaler projectivischer 
Punktreihen kénnen nicht so liegen, wie in Fig. 1) oder 2) angegeben ist.) 

Ich selbst fand folgenden Beweis: 

Es seien xa’ zwei homologe Punkte der conlocalen Punktreihen, die nicht 
zusammenfallen, dann kann ich doch immer drei Punkte abe angeben, die mit 
ihren homologen a’b’c’ zusammenfallen und so liegen, dass das Segment ab 
zwischen wa fiullt und a’ zwischen be liegt. Ist nun y der zu x beziiglich ab 





x ay b a harmonisch zugeordnete Punkt, 
| -— -—-—+- | so wird sein homologer y’ der 
y x vierte harmonische zu x’ be- 


ziiglich ab zugeordnete Punkt sein und yy’ wird ganz innerhalb ab liegen, da 
az, « ausserhalb. ab liegen, Nun ist ein Punktepaar mn vorhanden, welches 
sowohl wy als be harmonisch trennt. Das homologe Punktepaar mn’ miisste 
dann sowohl 2’ y’ als be harmonisch trennen, was der gemachten Annahme zufolge 
unméglich ist, da ay’ durch be getrennt sind. Daher miissen alle Punkte mit 
ihren homologen zusammenfallen, sobald es drei Punktepaare thun.‘ 


[F. Klein.} 
*) §. Bd. XVII, p. 52. 


*t) §, Bd. XVII, p. 53. 
**t) Thomae, ebene geometrische Gebilde 1, und 2. Ordnung vom Standpunkte 
der Geometrie der Lage. Halle, 1873, p. 12. 
7) le. p. 11. 
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Definiuion, sofern man dieselbe durch den Darboux’schen Satz von 
der Folge ergiinzt. Dann handelt es sich nicht mehr um einen Grenz- 
process; denn die von Herrn Thomae verwendeten Punkte (u und v) 
sind definirt als diejenigen Punkte, in denen zwei sich in derselben 
Richtung stetig bewegende Punkte sich einholen miissen, wenn be- 
kannt ist, dass sie sich tiberhaupt einmal einholen, und es handelt sich 
nicht um Construction dieser Elemente, sondern nur um den Nachweis 
ihrer Existenz, der durch ihre Definition ohne jedes Postulat als das 
der Stetigkeit der Grundgebilde iiberhaupt erbracht ist. 

Zu der v. Staudt’ schen Definition selbst sei mir noch eine methodo- 
logische Bemerkung gestattet. Stellt man dieselbe an die Spitze der pro- 
jectivischen Geometrie, so erscheint die Anwendung der harmonischen 
Punkte hierzu unnatiirlich oder zum mindesten fiir den Augenblick 
nicht gerechtfertigt, wiihrend sie doch ihren guten Grund hat. Der- 
selbe wird freilich erst aufgedeckt, wenn man die projectivische Be- 
ziehung der Grundgebilde erster Stufe als in der der Grundgebilde 
hiherer Stufe enthalten betrachtet*). Definirt man niimlich zwei Grund- 
gebilde 2. Stufe als collinear, wenn je zwei ungleichartigen Elementen 
P und g des einen, von welchen P in g liegt, resp. zwei ungleichartige 
Elemente P, und g, des andern zugewiesen sind, von welchen auch P, 
in g, liegt, so erscheint die Anwendung der vollstiindigen Vierecke 
und der aus ihnen abgeleiteten harmonischen Punkte von selbst ge- 
boten, weil eben in der Ebene das Viereck nichst dem nichts Neues 
liefernden Dreiecke die einfachste Figur ist, wihrend der Beweis der 
Kindeutigkeit dieser Vierecksconstruction wiederum wesentlich auf 
Hinzuziehung einer dritten Dimension heruht. So erschépft diese 
Definition das Wesen der projectivischen Beziehung in einfachster Form, 
was eine directe Definition der projectivischen Beziehung der Grund- 
gebilde erster Stufe nie in demselben Grade leisten kann, weil bei 
hdheren Dimensionen sich Kigenschaften entfalten, die bei Gebilden 
niederer Dimension noch wie im Keime verborgen lagen. Es diirfte 
sich daher, wie tiberall in der Geometrie, empfehlen den Kreis der 
Betrachtungen nicht von vornherein auf Gebilde zu niedriger Dimen- 
sion zu beschriinken, also die Definition der Projectivitit der Grund- 
gebilde héherer Stufe an die Spitze der projectivischen Geometrie zu 
stellen. 


Leipzig, Anfang Februar 1881. 


*) S. v. Staudt, Geometrie der Lage, p. 60. Man vergl. hierzu besonders 
auch Mébius, der barycentrische Calcul, Cap. 6. und 7., wo zuerst die collineare 
Verwandtschaft in der Ebene und im Raume durch die Bedingung, dass geraden 
Linien wieder gerade Linien entsprechen, definirt wird, und daraus erst ein Merk- 
mal fiir die projectivische Beziehung gerader Linien in § 226. abgeleitet wird. 
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B. Bolzano’s Bedeutung in der Geschichte 
der Infinitesimalrechnung. 


Von 


O. Strouz in Innsbruck. 


Cauchy begriindete die Infinitesimalrechnung wieder durch die von 
Lagrange verlassene Methode der Grenzen, indem er glaubte, dass 
nur sie die erforderliche Strenge darbiete. Die Klarheit und Eleganz 
seiner Darstellung bewirkte, dass sie sich immer mehr verbreitete und 
endlich allgemein angenommen wurde. Wenn auch erhebliche Miingel 
derselben aufgedeckt wurden, so hat sich doch bisher gezeigt, dass 
sie sich durch consequente Entwickelung von Cauchy’s Principien 
in dem Sinne, dass ausschliesslich arithmetische Betrachtungen benutzt 
werden, beheben lassen. 

Kinige Jahre bevor Cauchy durch Verdffentlichung eines Theiles 
seiner Vorlesungen tiber Infinitesimalrechnung seinen Ansichten in weiten 
Kreisen Eingang verschaffte, hatte schon Bernhard Bolzano (geb. 
zu Prag 1781, gest. ebenda 1848) in einer Reihe von Abhandlungen die 
Grundbegriffe derselben vielfach dibereinstimmend mit ihm, aber auch 
in wichtigen Punkten vollstindiger als er entwickelt. Wenn auch 
Bolzano’s Darstellung gegeniiber den neueren Forschungen nicht 
immer haltbar erscheint, so erhebt sie sich doch an vielen Stellen zu 
einer ungewohnlichen Klarheit und Sicherheit. Bolzano’s Arbeiten 
geriethen bald in Vergessenheit und erst lange nach seinem Tode 
fanden seine Leistungen auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung 
die verdiente Wiirdigung. H. Hankel erkennt ihm die Prioritat vor 
Cauchy in der richtigen Auffassung der Lehre von den unendlichen 
Reihen zu*) und Hr. H. A. Schwarz bezeichnet ihn als den Urheber 
einer von Hrn. Weierstrass weiter entwickelten Schlussweise**), 
wovon in III. die Rede sein soll. 

Der Zweck dieser Zeilen besteht darin, die Bolzano im Gegen- 
satz zu Cauchy eigenthiimlichen Definitionen und Siitze tiber die Prin- 


*) Allg. Encyklopiidie von Ersch und Gruber 1. sect, B. 90 (1871) Artikel : 
»Grenze § 19, 
**) Borchardt J. Bd, 74, (1872) p. 221, Note. 
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cipien der Infinitesimalrechnung iibersichtlich zusammenzustellen und 
zu beleuchten, um zur Vergleichung derselben mit den gegenwiirtig 
von vielen Mathematikern getheilten Ansichten*) anzuregen. Da der 
Wortlaut mathematischer Definitionen iiber ihren Sinn nicht immer 
vollstiindigen Aufschluss giebt, so musste Sorge getragen werden, den- 
selben aus der Anwendung unzweifelhaft festzustellen. Folgende Werke 
Bolzano’s wurden fiir diesen Aufsatz benutzt: 

1) Beitriige zu einer begriindeten Darstellung der Mathematik. 1. Lief. 
Prag, 1810 (= Bt.) 

2) Der binomische Lehrsatz und als Folgerung dus ihm der polyno- 
mische und die Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen und Ex- 
ponentialgrissen dienen, genauer als bisher erwiesen. Prag 1816 (= L.) 

3) Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei 
Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewihren, wenigtens eine 
reelle Wurzel der Gleichung liege. Prag 1817 (= B.) 

4) Die drei Probleme der Rectification, der Complanation und der 
Cubirung ohne Betrachtung des wnendlich Kleinen, ohne die Annahmen des 
Archimedes und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Voraussetzung 
gelist, zugleich als Probe einer giinzlichen Umgestaltung der Raumissen- 
schaft allen Mathematikern zur Priifung vorgelegt. Leipzig 1817 (= P.) 

5) Dr. Bernhard Bolzano’s Paradoxien des Unendlichen heraus- 
gegeben aus dem schriftlichen Nachlasse des Verfassers von Dr. F'r. 
Prihonsky. Leipzig 1851 (= Pr.) 

Die ,,Beitriige*, welche iiber den Begriff und die Eintheilung der 
Mathematik, sowie iiber die mathematische Methode handeln, bieten 
fiir meine Aufgabe wenig dar.**) 

Die Abhandlung iiber den binomischen Lehrsatz ist bereits auf die 
arithmetische Methode gegriindet, die sich hier an manchen Stellen 
strenger dargestellt findet als bei Cauchy. Aus ihr ist aber schon 
die Grenze ersichtlich, bis zu welcher Bolzano in der Benutzung 
seiner Grundgedanken fortgeschritten ist. Sowie Cauchy, blieb auch 
ihm der Begriff der gleichmissigen Convergenz der Grenzwerthe von 
Functionen zweier unabhiingigen Verinderlichen unbekannt.***) 

Eine bedeutende Erscheinung in der mathematischen Litteratur 


*) Man findet sie zusammengestellt in U. Dini’s Fondamenti per la teorica 
delle funzioni di variabili reali. Pisa 1878. ' 

**) Geschichtlich bemerkenswerth ist , dass p, 147 die Addition zweier ganzer 
Zahlen mittelst des Gesetzes der Associativitiit fiir die Summe a+ (b+ 1) =(a+b)-+1 
in derselben Weise durchgefiihrt wird, wie sie Hankel (Theorie d, complexen 
Zahlensysteme p. 37) nach Grassmann entwickelt. 

**#) Ueber diesen Begriff vgl. Dini 1. c. p. 102, 397. Bekanntlich wurde die 
ungleichmiissige Convergenz von Reihen von Hrn. Seidel bemerkt. Hr. Weier- 
strass zeigt in seinen Vorlesungen zuerst die hervorragende Wichtigkeit des 
erwihnten Begriffes fiir die ganze Analysis. 
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bildet die dritte Abhandlung, wiihrend die vierte nicht jene Wirkung 
ausgetibt hat, welche der Verfasser davon erwartete. Alle genannten 
Schriften sind dadurch ausgezeichnet, dass sie von einer ebenso un- 
befangenen, als scharfsinnigen Priifung der einschliigigen Leistungen 
der iilteren Litteratur ausgehen. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehe ich zur Darlegung 
von Bolzano’s Ansichten im Kinzelnen iiber. 


I. Gleichheit zweier Zahlen. 
Lehnsatz (L. § 27): ,, Wenn in der Gleichung A + @ = B+ o! 


die Gréssen @, @' so klein werden kénnen, als man nur immer will, 
wihrend A und B unverindert bleiben: so muss genau A = B sein.“ 

Die hiiufige Anwendung dieses Satzes, nicht der Satz selbst, der 
nur die arithmetische Formulirung des Principes der Exhaustions- 
methode und die Ausdehnung desselben auf die relativen Zahlen bildet, 


ist fiir Bolzano’s Darstellung charakteristisch (vgl. L. p. XVI, § 28, 
64. B. § 7). 


II. Verdnderliche Gréssen. 


Kine Grosse, die alle méglichen Werthe zwischen zwei gegebenen 
annehmen kann, heisst nach B. p. 49 ,,frei veriinderlich“, eine Grosse, 
die ohne alle Werthe anzunehmen doch in der Umgebung eines jeden 
ihr zukommenden Werthes Werthe annimmt, welche von denselben 
beliebig wenig abweichen, heisst ,,stetig veriinderlich. (vgl. B. p. 11, 49). 
— Im Folgenden werden diese heute nicht mehr iiblichen Bezeich- 
nungen meist gebraucht.*) 


III. Obere Grenze einer Verdnderlichen. 


Lehrsatz. ,,Wenn eine Eigenschaft M nicht allen Werthen einer 
verdinderlichen Grisse x, wohl aber allen, die kleiner sind als ein ge- 
wisser u, zukommt, so giebt es allemal eine Grosse U, welche die grisste 
derjenigen ist, von denen behauptet werden kann, dass alle kleineren x 
die Eigenschaft M besitzen.“ (B. p. 41.) 

Ueber diesen Satz, der mit einem strengen und vollstindigen Be- 
weise versehen ist, bemerkt Bolzano mit Recht (B. p. 48): 

,», Vorstehender Lehrsatz ist von der gréssten Wichtigkeit, 


Statt seiner hatte man sich bisher nicht selten des falschen Satzes 
bedient: 


*) Eine Grésse der ersten Art heisst jetzt stetig verinderlich; die Werthe 
einer Grisse der zweiten Art heissen im Intervalle (a, b) «dberall-dicht (nach 
Hrn. G. Cantor diese Annalen Bd, XV, p. 2) oder pantachisch (nach sigur P; > 
Bois-Reymond 1, c. Bd. XV, p. 287) vertheilt, > 2 aM 5 


Mathematische Annalen, XVIII. q°°> 
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»» Wenn eine Eigenschaft M nicht von allen x, wohl aber von allen, 
die kleiner als ein gewisses sind, gilt: so giebt es jederzeit irgend ein 
grisstes x, welchem die Eigenschaft M zukommit.“ 

Dies, sage ich, ist zufolge des soeben Erwiesenen falsch. Denn 
giebt es irgend eine Grosse U, welche die grésste derjenigen ist, von 
denen gesagt werden kann, dass alle unter ihr stehende x die Eigen- 
schaft M an sich haben*): so giebt es darum sicher kein grisstes x, 
dem diese Eigenschaft zuakommt, wenn anders x eine entweder frei oder 
doch stetig veriinderliche Grosse ist.“ . .. 

»Man denke sich, um dies durch ein Beispiel zu erliiutern, eine rechtwinklige 
Hyperbel, und nehme eine ihrer Asymptoten zur Abscissenlinie und nicht den 
Mittelpunkt ¢, sondern was immer fiir einen anderen Punkt a in dieser Asymptote, 
der die Entfernung D von ¢ hat, zum Anfangspunkte der Abscissen an. Erkliren 
wir nun die Richtung ac fiir die positive der Abscissen und die Richtung ab, 
welche die rechtwinklige Ordinate des Punktes a hat, fiir die positive der Ordi- 
naten: so wird von jeder Abscisse, die kleiner als eine gewisse, z. B. kleiner als 
1/,D ist, die Eigenschaft gelten, dass ihr eine positive Ordinate entspricht. Gleich- 
wohl wird diese Eigenschaft (J) nicht von allen positiven Abscissen gelten, 
namentlich nicht von solchen, die grésser als D sind. Giebt es nun wohl hier 
eine grésste Abscisse, einen gréssten Werth von x, welchem die Eigenschaft M 
zukommt? Keineswegs; wohl aber giebt es ein U d.h. eine Abscisse, welche die 
grésste unter denjenigen ist, von denen gesagt werden kann, dass alle kleineren 
als sie positive Ordinaten haben, d. h, die Eigenschaft M besitzen. Diese Abscisse 
nimlich ist + D.‘ 

Die Grésse U heisst nach Weierstrass die obere Grenze aller 
Werthe von x, denen die Eigenschaft M zukommt. Dabei ist jedoch 
zu beachten, dass die durch die Eigenschaft M definirte Variabele 
hier als frei oder doch stetig veriinderlich angenommen wird. Sieht 
man davon ab, so lautet der Satz bekanntlich: ,,Liegen siimmtliche 
(unbegrenzt viele) Werthe einer Veriinderlichen x unter einer endlichen 
Zahl A, so giebt es eine und nur eine endliche Zahl U von der Kigen- 
schaft, dass keiner der Werthe ~ sie iiberschreitet, dass aber mindestens 
ein Werth von x vorhanden ist, dessen Unterschied von U weniger betriigt, 
als irgend eine beliebig kleine positive Zahl e“ (vergl. Dini. c. p. 19). 

Auf das Verfahren, wodurch Bolzano die Existenz der Grésse U nach- 
weist**}, bezieht sich die oben angefiihrte Bemerkung des Hrn. Sc h warz.***) 


*) Offenbar ist dabei angenommen: JU selbst hat nicht die Eigenschaft M. 

**) Dieses Verfahren, welches mit dem von Duhamel (Des méthodes dans 

les sciences de raisonnement II. p, 413) und von Darboux (Mém. sur les fonctions 

discontinues — Ann, de l’'Ec. Normale 2. sér. T. IV.) zu demselben Zwecke ge- 

brauchten iibereinstimmt, leistet, wenigstens im Allgemeinen, die Berechnung der 

Grésse U nicht, Es liegt ihm keine weitere Voraussetzung zu Grunde, als dass 

eine jede unendliche Menge von Zahlen zwischen gegebenen Grenzen in eine fort- 
laufende Reihe geordnet werden kénne, 

*#t) Hr. Schwarz hatte die Giite mir dies auf die von mir geiiusserte Ver- 

mutbung mitzutheilen. 
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Die Wichtigkeit des vorstehenden Lehrsatzes wird schon dadurch 
dargelegt, dass er zum Beweise des Satzes fiihrt, dass eine Function 
f(x), welche, wihrend 2 sich z. B. wachsend dem Grenzwerthe a niihert, 
mit x bestiindig wiichst, dabei aber unter einer endlichen Zahl bleibt, 
einen endlichen Grenzwerth fiir lim « = a — 0 haben muss. 


IV. Convergenz von Reihen aus reellen Gliedern. 


Unter den Reihen, deren Werth (d. h. die Grosse, die durch 
Summirung ihrer Glieder entsteht), soweit man sie fortsetzen mag, eine 
gewisse Grésse nie iiberschreitet, ist besonders merkwiirdig folgende 
Classe: 

[B. § 6.) ,,Wenn man den Werth, welchen die Summe der ersten 
n,n-+1---n-+~,r Glieder einer--- Reihe hat, der Ordnung nach 
durch "2, F"+'z,-.--, "+x bezeichnet, so stellen die Gréssen 

F'e, F*z,--:, F*z,---, Fe 

nun eine neue Reihe vor.... Diese hat... die besondere Eigenschaft, 
dass der Unterschied, der zwischen ihrem n' Gliede "x und jedem 
spiiteren F’'"+"x, es sei auch noch so weit von jenem n'" entfernt, 
kleiner als jede gegebene Grosse bleibt, wenn man erst » gross genug 
angenommen hat... . 


Den Sinn dieser Eigenschaft erklirt die von Bolzano gegebene Erérterung 
iiber die geometrische Reihe (B. § 5, L, § 22). Verlingert man die Reihe 


a+ae+ae?+---+ ae" noch um gs Glieder, so ist der Zuwachs 


3s 
agtag?P4... tai oar ree. 
1—e 
Wenn nun e seinem absoluten Werthe nach unter 1 liegt, so verbleibt dieser 
Zuwachs, wenn man erst r hinliinglich gross genommen hat, kleiner als jede ge- 
gebene Grésse, wie gross auch s hinterher anwachsen mag, Denn er ist immer 


kleiner als 2ae’t!: (1 — e). Es ist aber fiir + ¢ = -~ : u>0)+ e& < D, so- 
1+u ( 





bald man r > ‘es -- 1) : uw nimmt. 


Wenn schon die vorstehende Auseinandersetzung iiber die noth- 
wendige Bedingung der Convergenz unendlicher Reihen priiciser zu 
sein scheint als die beziiglichen Erklirungen Cauchy’s (C. d’ Analyse 
p. 125), so zeigt sich Bolzano’s volles Verstiindniss dieses Gegen- 
standes durch den folgenden Satz, welcher die hinreichende Bedingung 
der Convergenz ausspricht. 

[B. § 7.] ,,Wenn eine Reihe von Gréssen 

F'g, F?x, teey Fz, ++, Fetrg... 
von der Beschaffenheit ist, dass der Unterschied zwischen ihrem n' 
Gliede #'"x und jedem spiiteren F'"*"x, sei dieses von jenem auch 
noch so weit entfernt, kleiner als jede gegebene Grosse yerblaibt, 


Mae 
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wenn man ® gross genug angenommen hat: so giebt es jedesmal eine 
gewisse besténdige Grésse und zwar nur eine, der sich die Glieder 
dieser Reihe immer mehr nahern und der sie so nahe kommen kénnen, 
als man nur will, wenn man die Reihe weit genug fortsetzt.“*) 

Der a. a. QO. vorgetragene Beweis zeigt zwar nur, dass die An- 
nahme, es sei fiir F'"(x) bei lim » = + oo ein endlicher Grenzwerth X 
vorhanden, auf keinen Widerspruch stésst. -- Der Beweis liisst sich 
leicht fiihren mit Hiilfe der von Hrn. P. du Bois Reymond**) 
erfundenen Unbestimmtheitsgrenzen von F'"z bei lim n = + oo. Dass 
hier beide endliche Zahlen O> U sein miissen, erhellt sofort. Es 
entspricht aber jeder positiven Zahl « eine Zahl uw, so dass fiir alle 
n>u U—-e< Ff" < 0+; und wenn m irgend eine ganze Zahl 
> uw bezeichnet, so muss es mindestens zwei Zahlen, k, 1 grésser als 
m geben, wofir F* > O —e, F'< U+e«. Da nun zufolge Voraus- 
setzung angenommen werden kann, dass fiir » > w auch sei 


Fro—e<c Frc P*+e (r—1,2---) 


so folgt, wenn zuerst n =k, hierauf & selbst an Stelle von m gesetzt 
und demnach />k angenommen wird, 0— 2¢ < U+<« oder 
0<O0O0—U<3ed.i. O= U. Der gemeinsame Werth dieser Zahlen 
ist der Grenzwerth lim F'*.***) 
n=—+o 

Was insbesondere die binomische Reihe, die Bolzano nur fiir reelle Werthe 
des Argumentes und Exponenten betrachtet, betrifft, so besteht seine Leistung in 
dem strengen Beweise des Satzes, dass das Product zweier binomischen Reihen 
zu den Exponenten p, q die binomische Reihe zum Exponenten p+ q sei (L. 
§ 38—42).+) — Die Behauptung (L. § 46), dass die binomische Reihe fiir einen 


: Be . ‘i 7 | ‘ ed bsnl 
rationalen Exponenten = sich beim Grenziibergange lim nm = * Worin ¢ eine 


irrationale Zahl bedeutet, die binomische Reihe zum Exponenten i zum Grenz- 


*) Hankel, der Bolzano’s dfters anerkennend gedenkt, glaubt (1. c. § 4—8) 
vorstehenden Satz zuerst aufgestellt zu haben, Offenbar war ihm die Abhandlung 
B. nicht zugiinglich. — Sein Beweis des Satzes scheint mir indess auch nicht haltbar. 
Er will zeigen, dass unter Voraussetzung der Relation, es gehére zu jedem o>0 
eine positive Zahl ¢ von der Art, dass fiir 0<Cd<e |f(a+0)—f(a+e)|<a, die 
Annahme unmidglich sei, dass fiir f(a) bei lim «=a-+0 kein Grenzwerth vorhan- 
den sei. Dann kénnte allerdings, was immer die Constante A sein mag, zu dem 
beliebigen o keine Zahl ¢ gehéren, sodass fiir d < ¢ stets | f(a4+0)—A|<o wiire. 
Aber wenn er dann /(a-+-s)=A< setzt, so liisst er ausser Acht, dass f(a-+«) eben 
keine Constante ist, sondern durch ¢ von o abhiingt. 

**) Neue Lehrsiitze iiber die Summe unendlicher Reihen. <Antrittspro- 
gramm etc, p. 3. 

***) Einen anderen Beweis des in Rede stehenden Satzes giebt Hr. Dini 
l, ¢. p. 27. 
+) Ueber die Litteratur dieses Satzes vgl. Lacroix Complément des élémens 











wert 
die 


Gre 


unt 
die 
der 


Gr 
imi 


we 
alle 
Gr 


wel 


ein 
als 
die 





tzt 
ler 
len 


the 
in 
hen 
(L. 


nen 


ine 


8) 
ing 
yar. 
>0 
die 
an- 
lem 
ire, 
ben 


ro- 


ini 


ens 








Ueber Bolzano. 


261 


werthe habe, erfordert noch den iibrigens leicht zu erbringenden Nachweis, dass 
die binomische Reihe, in welcher das Argument einen constanten absolut genom- 
men unter 1 liegenden Werth erhilt, beziiglich aller zwischen zwei rationalen 
Grenzen uw, v gelegenen Werthe des Exponenten gleichmissig convergire. 


V. Stetige Functionen. 


(B. p. 11.) ,,Nach einer richtigen Erklérung .. versteht man 
unter der Redensart, dass eine Function fa fiir alle Werthe von z, 
die inner- oder ausserhalb gewisser Grenzen legen, nach dem Cesetze 
der Stetigheit sich dndre, nur so viel, dass, wenn x irgend ein solcher 
Werth ist, der Unterschied f(x + @) — fx kleiner als jede gegebene 
Grésse gemacht werden kinne, wenn man @ so klein, als man nur 
immer will, annehmen kann. . . .“*) 

Um den Sinn dieser Erklirung festzustellen, betrachte man den 
Beweis des Satzes (B. p. 56): 

,Jede Function von der Form a + ba" + cx" +.-+--+ par, in 
welcher m, n--++r ganze positive Exponenten bezeichnen, ist fiir 
alle Werthe von x eine nach dem Gesetze der Stetigkeit verinderliche 
Grdésse.“ 

»Beweis. Denn wenn sich « in «+ @ verindert; so ist die Aenderung, 
welche die Function erfihrt, offenbar = 

b[(x +o)" —a"] + e[(e@+o)"—2"] +---+pl@+oy — 2’); 
eine Grésse, von der sich leicht darthun liisst, dass sie so klein werden kénne, 
als man nur immer will, wenn man @ klein genug nimmt. Denn... (es) ist 
diese Grisse = 
m—t1 
» 


| mba™—* + m ba? 4... 4+ oi! | 
@ . . . . . . ‘ . . . . . . . e 

. .. Bezeichnen wir . . . durch S die Grisse, die herauskommt, wenn man die 
Werthe, die alle einzelnen Glieder des (in den Klammern enthaltenen) Ausdruckes 
fiir ein bestimmtes @ z. B. w! annehmen, so zu einander addirt, als ob sie alle 
einerlei Vorzeichen hiitten: so ist der wirkliche Werth, den dieser Ausdruck fiir 
eben dasselbe ow! hat, gewiss nicht > S, derjenige aber, den er fiir jedes kleinere 
@ annimmt, sicher < S. Verlangt man daher, dass die Veriinderung, welche die 
Function a + ba” + ca" -+---+ pa” erfihrt, < D ausfalle; so nehme man nur 
ein w, das zugleich < ' und auch < D:S ist: so wird w-S und umsomehr 
das Product aus @ in eine Grisse, die < S ist, << D sein miissen.* 


Aus diesem Beispiele erhellt, dass Bolzano’s Definition genau 
Folgendes besagt: f(x) heisst in der Umgebung des Werthes ~ stetig, 
wenn jeder beliebigen, noch so kleinen positiven Zahl D eine von 


*) Der Schluss lautet bestimmter; ,,wenn man o klein genug nimmt;“ wie 
Bolzano sonst sagt (L. p. 34, B. p. 57). 
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Null verschiedene positive Zahl 0 entspricht, so dass die Differenz 
f(a + @) — f(x) absolut genommen kleiner ist als D fiir alle Werthe 
von @, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als D (vgl. Dini 
1. ce. p. 46). Dass aber f(x-+- @) alle Werthe zwischen f(x) und 
f(x) + D annimnot, ist in dieser Definition keineswegs ausgesprochen. 

Mit Hiilfe vorstehender Erklirung der Stetigkeit und des Satzes 
in III. leitet Bolzano (B. p. 51) den Lehrsatz ab: 

»Wenn sich zwei Functionen von x, fx und px entweder fiir 
alle Werthe von « oder doch fiir alle, die zwischen « und # liegen, 
nach dem Gesetze der Stetigkeit indern; wenn ferner fa < ma und 
fB > @B ist: so giebt es jedesmal einen gewissen zwischen « und B 
liegenden Werth von z, fiir welchen fx = px wird.‘‘*) 

Und er bemerkt treffend (B. p. 12): 

»Vass ... die stetige Function niemals zu einem héheren Werthe 
gelange, ohne erst alle niedrigeren durchgegangen zu sein d. h. dass 
{(@ + nz) jeden zwischen fx und f(a + Ax) liegenden Werth an- 
nehmen kénne, wenn man » nach Belieben zwischen 0 und + 1 nimmt: 
das ist wohl eine sehr wahre Behauptung, aber sie kann nicht als 
Erklérung des Begriffes der Stetigkeit angesehen werden**), sondern 
ist vielmehr ein Lehrsatz iiber denselben und zwar ein solcher, der 
sich nur erst nach Voraussetzung des (eben erwihnten) Satzes be- 
weisen lisst.... Aus dieser allgemeinen Wahrheit nimlich ergiebt 
sich jene erstere Behauptung in dem besonderen Falle, wo die Func- 
tion g(x) in eine constante Grésse M iibergeht.“ 

Die Abhandlung P. (§ 1—6) giebt weitere Sitze tiber die stetigen 
Functionen. Der erste derselben (§ 2.) kann auf folgenden Satz 
zuriickgefiihrt werden: ,,Sind zwei Functionen F(x), F’(x) fiir alle 
Werthe von 2 im Intervalle a ---a+h(h > 0) eindeutig definirt 
und in der Umgebung von x = a stetig, weiss man ferner, dass der 
Unterschied ’'(~) — F’(«) seinem absoluten Betrage nach kleiner ge- 
macht werden kann als jede beliebige Zahl, wenn man nur & hin- 
linglich nahe an a nimmt, so folgt nothwendig F(a) = F’(a).“ In 
der That es sei /'(a)—= A, F’(a) = A’ und ¢ eine gegebene positive 
Zahl, so hat man | F(a”) — A| <e, | F’(x%)—A’| <e fir alle x 
zwischen a@ und a+ 0, wenn 0 eine positive hinlinglich kleine Zahl 
bezeichnet. Da aber auch | F(x) — F’(x)| < ¢, wenn nur & hin- 
linglich nahe an a liegt, so folgt | A — 4’| << 3¢ d. i, A= A’. Aus 


*) Bekanntlich lieferte auch Cauchy (Cours d’Analyse p. 460) einen strengen 
Beweis desselben Satzes. Dabei wird zugleich die Berechnung der Werthe ge- 
lehrt, wofiir f(x) — p(x) = 0. 

**) Sie wiire dazu nicht einmal ausreichend, wie Darboux l. c, bemerkt hat. 


Man nehme nur /(0) = 0, f(x) = sin <. fiir x 2 0. 
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dem vorstehenden Satze ergiebt sich nun der folgende: ,,Wenn sich 
die Function f(x) fiir alle Werthe des Intervalles a---a--h stetig 
iindert; wenn man ferner von der Grésse X so viel weiss, dass sie 
fiir die eben genannten Werthe von x ausser « =a aus den Werthen 
von f(x) dergestalt herleitbar sei, dass sich zwar vielleicht die Regel 
dieser Herleitung bei einer Variation von f(x) gleichfalls andert, aber 
doch immer nur nach einem gewissen Gesetze der Stetigkeit von solcher 
Art, dass die Aenderung von X kleiner als jede gegebene Zahl zu 
werden vermag, wenn man die Variation von f(z) klein genug macht; 
und wenn endlich X fiir 2 =a definirt und stetig ist: so ist der 
Werth, den X fiir «a annimmt, blos aus dem Werthe f(a) be- 
stimmbar.“‘ *) 

Hier ist X eine zusammengesetzte Function von x: X = p(f(x)) 
= F(x). Ersetzt man aber f(x) durch eine beliebige andere stetige 
Function f’(x), fiir welche jedoch f’(a) =/f(a) sei, so erhilt man 
X’'= 9 (f'(x)) = F’(z). Die Functionen F(x), F’(x) geniigen nun 
vollstiindig den oben vorausgesetzten Bedingungen; denn es soll sein 

F(a) — F’ (x) | < & wenn nur | f(z) — f'(z)| < @ di. fiir alle 
(ec —a)< 6. Somit ist F(a) = IF’ (a). 

Es ist klar, dass sich an dem Satze nichts aindert, wenn die Grosse 
X aus den Werthen einer endlichen Anzahl von stetigen Functionen 
fy (x), f,(@) +++ f(x) in ihnlicher Weise herleitbar ist (P. § 3.). Denn 
man hat zufolge Voraussetzung | F(x) — F’(x)| < ¢, wenn nur 
| f-(2) — f (2) | < or (7 = 0, 1--+m). Und da letztere Ungleichung 
besteht fiir alle |a—w|<0,, so findet man sicher | (a) — F"(x)<e 
fiir alle | —a| <0, unter é die kleinste der Zahlen 0,0, - - - 0, ver- 
standen. 

Indess wird, entgegen der Ansicht Bolzano’s, der in Rede 
stehende Satz nicht mehr unbedingt gelten, wenn die Anzahl der Func- 
tionen f,(”), f,(~), +--+, durch welche X bestimmt ist, in’s Unendliche 
wiichst. Dass die Zahlen 0,0, --+ in inf. eine von 0 verschiedene 
untere Grenze haben, bildet vielmehr eine neue Annahme. Daher 
wird denn auch der folgende Satz, auf welchen es Bolzano vor- 
nehmlich ankommt, nicht ohne Einschrinkung gebraucht werden 
kénnen: 

(P. § 5.) ,,Wenn sich f(x) fiir alle Werthe 0.--h stetig aindert; 
wenn man ferner von der Grésse X = F(x) soviel weiss, dass sie fiir 
alle eben erwiihnten Werthe von x ausser « =O aus allen denjenigen 

Werthen bestimmbar sei, welche die Function f(mx) annimmt, falls man 


*) Der Kiirze wegen citire ich hier und im folgenden Satze nicht genau 
wortlich, sondern stelle den Wortlaut so, wie er von Bolzano zufolge des Con- 
textes gemeint war. 


264 O. Srouz. 


fiir m in thr jeden denkbaren echten Bruch, 0 und 1 mitgerechnet, setzet, 
wobei iiberdies das schon oben beschriebene Gesetz der Stetigkeit be- 
folgt wird, und wenn endlich X fiir =O definirt und stetig ist*): 
so ist auch der zu xO gehérige Werth von X bloss durch den 
Werth (0) bestimmbar.“ 

Sicher richtig wird dieser Satz unter folgender Voraussetzung 
sein. Ersetzt man f(x) durch eine beliebige stetige Function f(z), 
fiir welche jedoch f'(0) =/(0) sei, so mége F(x) in F” (x) tibergehen. 
Dann soll zu jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 6 gehdren, so 
dass | F(a) — F(a“) | < &, wenn | f(mx) — f’(mzx) | < 4, gleichviel 
welchen Werth m zwischen 0 und 1 erhalten mag. Jetzt hat man 
niimlich zufolge der Stetigkeit von f(x) und f(x) |f(mx)—/f’ (mx)| <0, 
wenn nur Z seinem absoluten Betrage nach hinlinglich klein ist, so 


dass auf F(x) und F(x) der oben gezeigte Hilfssatz angewendet werden 
kann. 


VI. Ueber die Differenzirung unendlicher Reihen. 


Grosse Wichtigkeit legt Bolzano (vgl. L. p. XVI) dem folgenden 
Satze (L. p. 29) bei: 

» Lehnsatz, Wenn eine Function von 2, von beliebig vielen, aber nur nach 

bestimmtem Gesetze zu bildenden Gliedern, F’x, die Eigenschaft hat, dass sie 
entweder fiir alle x, oder doch fiir alle, die innerhalb gewisser Grenzen a und b 
liegen, blos durch die Vermehrung ihrer Gliederzahl r so klein werden kann, 
als man nur immer will; wenn ferner f’x eine zweite Function von ebenso be- 
liebiger Gliederzahl bedeutet, die von der ersten auf solche Art abhiingt, dass 
zwischen beiden fiir jeden innerhalb a und b liegenden Werth von «x die Gleichung 
stattfindet: 
(1) Feta FE = fat9, 
worin 2 so klein werden kann, als man nur immer will, weun es o werden 
kann: so behaupte ich, auch die Function f’x besitze die Eigenschaft, dass sie 
fiir eben dieselben Werthe von 2, wie F'’a, so klein werden kann, als man nur 
immer will, wenn man ihre Gliedermenge r gross genug annimmt.‘ 


Wie in IV:, so bezeichnet auch hier F'”(x) die Summe der r + 1 
Anfangsglieder einer unendlichen Reihe; man kann also setzen 


Fra) = Sone), fe) = Shoe (a 


*) Bei Anwendung dieses Satzes hat Bolzano, wie auch schon P. p. 2 an- 
gegeben ist, nur die Stetigkeit von F(a) fiir alle Werthe 0...h gefordert. 
Diese “mtg ist sicherlich nicht einmal gleichbedeutend mit der, dass 
lim [F"(x) — F'(a)| =0 sei fiir lima—=0. Dass er auf den Nachweis dieser 
Relation die variirten Functionen spiiter z. B. in VII. nicht om bildet 
eine fiihlbare Liicke in seinen Demonstrationen. 
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und dabei annehmen, ¢,(x) sei fiir die Werthe a < a < b eine stetige 
Function von x, wodurch F(x), wie Bolzano nach (1) bemerkt, 
eine stetige Function von 2 wird. Dann kann der vorstehende Satz 
auch so ausgesprochen werden: ,,Hat eine unendliche Reihe, deren 
Glieder fiir alle a< «<b stetige Functionen von z sind, fiir diese 


_ Werthe durchaus die Summe 0 und besitzen ihre Glieder simmtlich 


Differentialquotienten, so hat auch die aus denselben gebildete unend- 
liche Reihe fiir jeden der bezeichneten Werthe die Summe 0.‘* Dieser 
Satz ist jedoch bekanntlich nicht immer richtig; er besteht aber, falls 
man weiss, dass die Reihe py (x) + p, (a) +---+ fir alle a<acb 
convergirt und zwar gleichmdssig. Wenn diese Reihe convergirt fiir 
die genannten Werthe von x und ausserdem eine stetige Summe f(x) 
besitzt, so gilt der Satz auch noch im Falle, dass die Reihe nur im 
Allgemeinen gleichmiissig convergirt. Damit ist nach Herrn Dini 
(l. c. p..102) gemeint, dass die gleichmiissige Convergenz nur besteht, 
nachdem aus dem Intervalle (a,b) eine endliche Anzahl von Inter- 
vallen, deren jedes beliebig klein angenommen werden kann, aus- 
geschieden worden ist*). Bolzano hat indess seinen in drei Theile 
zerfallenden Beweis so angelegt, dass derselbe sich ohne Miihe zu 
einem Beweise des berichtigten Satzes erginzen liisst. 


1. Zuniichst wird der Mittelwerthsatz abgeleitet 
= f'(é"), 


worin §”) einen mittleren Werth zwischen « und « + @ bezeichnet, 
der natiirlich nicht allein von diesen Zahlen, sondern auch von dem 
Zeiger r abhingt. 


F’ («+ o)— F’ (2) 


a 


(2) 


*) Ist keine dieser Bedingungen erfiillt, so kann der Satz seine Giltigkeit 
verlieren, Setzt man z. B. 


arctanaVn arctana Vn-+1 


a <> an 8: @- 4, 
Vn Vn+1 : 


Qo(x)=—arctanz g,(x)= 





so ist fiir jedes endliche x > ,(«)=0 und fiir x S 0 auch >> 9, (x) =0; 
0 0 
dagegen fiir «= 0 hat die letztere Reihe die Summe — 1. 

Durch Ausserachtlassung der Bedingung, dass 3p,,"(x) mindestens conver- 
giren miisse, wurde Bolzano zur unrichtigen Ansicht gefiihrt (L, p. 47), dass 
die binomische Reihe fiir  =-+ 1 nie den Werth von (1+ 2)" geben kénne, 
es sei denn » eine ganze positive Zahl oder Null. 

Auch Bolzano’s berichtigter Satz list jedoch nicht vollstiindig das Problem 
der Differenzirung unendlicher Reihen und ist nicht identisch mit dem Satze, den 
Herr Dini (l.c. p.115) zeigt. Denn tibertragen auf die Gleichung (x) — 2’, (7) =0, 
verlangt er, dass die Existenz des Differentialquotienten von F(x) bekannt sei. 














266 O. Srouz. 


2. Liisst man in (2) r zur Grenze + oo iibergehen, so folgt ge- 
miiss den Voraussetzungen 


(3) lim fr(é&)=0 di. [fr(E)|<D fir r>M. 
r=+o 


Nun aber kann man nicht ohne Weiteres behaupten, dass zwischen x 
und z+ @ ein Werth & vorhanden sei, wofiir lim f’(~) = 0 sei. Es 
r=+n 


folgt jedoch leicht, wenn die gleichmiéissige Convergenz der Reihe 
Po (&) + (x) + --- = f(x) gefordert wird, dass fiir die Unbe- 
stimmtheitsgrenzen der Function & bei limr = + 00:§>&' in der 
That f(§) = f(&’) = 0 sei. 

Man findet nimlich bei gleichmissiger Convergenz vorstehender 
Reihe, dass zu jeder positiven Zahl D eine Zahl A > 0 gehore, so 
dass fiir jeden Werth a < — <b 


(4) lr +%)—f(—)|<D fiir alle |i|< A*). | 
Ist § die obere Unbestimmtheitsgrenze von &* fiir lim r= -+ oo, so 
entspricht der Zahl A eine positive Zahl R, so dass fiir alle r > R 
&*’ << § +A, dass aber, wenn s irgend eine ganze Zahl grdsser als 
R bedeutet, mindestens eine ganze Zahl k >s vorhanden sein muss, 
wofiir §* >§— A. Nimmt man s > M an, so folgt demnach nach 
(3) und (4) 
IPE) |< D, | (8) — FE) | < D. 
Und da wegen der Convergenz der Reihe Yq,’ (&) 
| f*(8) — (8) |< D, 
wenn nurs auch noch grdésser als m vorausgesetzt wird, so ergiebt sich 
f®)\<3D ai. f=. 

3. Die Function f(#) ist zufolge der in 2. gemachten Voraus- 
setzung eine stetige Function von x fir alle « im Intervalle (a, b) 
(Dini 1. c. p. 109). Da in jedem Intervalle «, x + @ mindestens ein 


*) Nach Voraussetzung existirt, was immer 2 fiir ein Werth im Intervalle 
(a, b) sein mége, eine ganze Zahl m, so dass 
| res 
m Dp, (x) 
| rl 
wobei s jede beliebige ganze positive Zahl sein kann. Setzt man 


< ; D fir r>m, 





m+s m+s 
fmt (wi) — "4 (x) = (f"(w+i)—F" (@)) + So. (2+i)— >) Pa (@) 
m+ m+1 


. 1 
und bedenkt, dass fiir alle | «| << A, | f"(a+i) — f"(a)| < > D, 80 folgt 


| FF" (wi) — fF" (a) |< D |i| <a. 
Daraus ergiebt sich dann von selbst die Relation (4). 
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Werth «= sich befindet, wofiir f(z) —0 ist, so ist sie fiir alle 
Werthe a<a@<b Null. In der That ist | f(a) — f(#)| < D fiir alle 
e<axa<a+A=f8. Zwischen a und B ist aber ein Werth y vor- 
handen, woftir f(xy) = 0. Somit folgt | f(@)|< D d.i. f(a) =0*). 


VII. Die Rectification der Curven. 


Die Schrift P. enthaélt einen Versuch, die Probleme der Recti- 
fication, Complanation und Cubirung zu lésen ohne Hiilfe der Axiome 
des Archimedes, und was das erstere, auf das wir uns hier beschriinken, 
betrifft, auch ohne Voraussetzung des Satzes, dass das Verhiiltniss 
von Bogen und Sehne sich bei unbegrenzter Abnahme des ersteren 
(richtiger: der letzteren) dem Grenzwerthe 1 niihere. Die meisten 
Geometer vor Bolzano hatten mit Archimedes als Grundsatz an- 
genommen, dass von zwei convexen Linien, die auf derselben Seite 
ihrer gemeinsamen Sehne liegen, die umschlossene die kleinere sei**), 
Mit der Forderung, dass diese und die thnlichen Annahmen nur 
Folgerungen aus der Rectificationsformel sein sollten, befand sich 
Bolzano vollkommen im Rechte; nur verfuhr er nicht radical genug. 
Denn er beirachtete noch die Linge einer stetigen Linie ohne Weiteres 
als eine Grosse (P. p. 34) d. i. nach Bt. p. 4 als ,,etwas, welches 
durch Zahien bestimmt werden kann “.***) Schon aus diesem Grunde 
kann sein Versuch heute nur mehr historisches Interesse beanspruchen. 
Es sind aber auch die iibrigen Annahmen, auf welche Bolzano sich 
stiitzt, der Art, dass sie schon bald nach Erscheinen der Schrift P. 
Widerspruch erfuhreny). Ist y= (f(x) die Gleichung der gegebenen 
ebenen Curve in rechtwinkligen Coordinaten und F(x) die Liinge des 
Stiickes, welches zur Abscisse x gehért, so wird zuerst angenommen 
(P, p. XVIII), dass F(x) sich nach dem Taylor’schen Satze ent- 
wickeln lasse. Diese an sich nicht zulissige Voraussetzung wiire aber 





*) Die oben angefiihrte Verallgemeinerung des Satzes ergiebt sich leicht. 
In der That, es sei c— y,, c-++ yg das erste der ausgeschiedenen Intervalle, so 
hat man fiir die Werthe ac ua<e—y, f(x)=0 und da f(x) auch in der 
Umgebung des Punktes ¢ stetig sein soll, wiihrend y, beliebig klein werden kann, 
nothwendig f(c) = 0. 

**) Legendre (Elémens de Géométrie 12. édition. L. IV. prop. 9) suchte 
den angefiibrten Satz aus dem ersten Axiome des Archimedes, dass die Gerade 
die kiirzeste Linie sei, abzuleiten. Er stiitzt sich aber hierbei auf die falsche 
Behauptung, dass unter allen Linien, die eine gegebene einschliessen, eine die 
kleinste sein miisse. (P. p. XII.) 

**%) Duhamel liste die von Bolzano gestellte Aufgabe, indem er zunichst 
diejenige Zahl definirte, welche die Linge des Bogens heissen soll. (Vgl. Des 
méthodes ete, III. p. 386.) 

+) Vgl. die Besprechungen der Schrift P. in der allgemeinen Literaturzeitung 
Jahrg. 1819 Nr. 236 und in der Leipziger Literaturzeitung Jahrg. 1822 p. 1393. 
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hier eigentlich nicht nothwendig, vielmehr wiirde es geniigen, die 
Existenz des Differentialquotienten _— anzunehmen*), Beziiglich der 
Function f(x) ist die analoge Festsetzung zu treffen. 


4F blos aus of 
dz dz 


bestimmbar sei, wozu Bolzano sich eines Grundsatzes bedient, den 
man heute dahin formuliren wiirde, dass in tihnlichen ebenen Systemen 
entsprechende Bogen dasseibe Verhiiltniss besitzen wie irgend ein Paar 
entsprechender Strecken**), Dies vorausgesetzt ergiebt sich nimlich 


leicht, dass die {F(a + Ax) — F(x)} : Ax = (Az) blos durch die 
Werthe bestimmbar sei, welche die Function { f(a-+ mAx)—f(x)}:mAx 
giebt, wenn man fiir m jeden echten Bruch nebst 0 und 1 setzt. Be- 
zeichnet man { f(a + Ax) — f(x)} : Aw mit #(Az) und versteht nach 
P. p. 2 unter ~(0) $f , 8o tindert sich y(A~) allerdings stetig mit Aw. 
Dasselbe gilt von ¥(Az), wenn Y(0) = o. 
nun den Schlusssatz von V. an, wozu das a. a. O. angefiihrte Gesetz 
der Stetigkeit fiir die Aenderung der Function Y¥(Ax) gegeniiber einer 
Abanderung von (A) erforderlich ist. Es ist aber nicht nachgewiesen. 

Soweit hat Bolzano’s Verfahren functionentheoretisches Interesse. 
Wenn er ferner den Grundsatz aufstellt (P. p. 49): es miisse irgend 
ein fiir alle Linien gleichlautendes Gesetz geben, nach dem man ihre 
Liangen aus ihren Gleichungen y = f(x) herleiten kénne; so heisst dies 
die Aufgabe der Analysis verkennen, die ja eben ermitteln soll, ob und 
fiir welche Arten von Linien ein solches Gesetz besteht. 


Nun wird weiter der Nachweis versucht, dass 


ist. Bolzano wendet 


Anhang. 
1. Ueber das Problem der Rectification der Curven. 


1. Die griechischen Geometer betrachteten zwei beliebige begrenzte 
Linien, sowie zwei beliebige begrenzte Flichen als untereinander ver- 
gleichbar. Unter dieser Voraussetzung nimmt Archimedes an, dass 


*) Vgl. hierzu die Anmerkung auf Pr, p. 66, nach welcher der Differential- 
quotient einer stetigen Function stets existiren soll, ausgenommen fiir isolirte 
Werthe des Argumentes, welche iibrigens auch in unendlicher Anzahl vorhanden 
sein kidnnen. 

**) Vgl. P. p. 49. Diese Annahme hiingt mit Bolzano’s geometrischen 
Ansichten zusammen, die mit denen Legendre’s (1. c. Note II) iibereinstimmen. 
Dariiber berichtet ausfiihrlich Herr R. Zimmermann (Sitz.-Ber, der Wiener 
Akademie, phil. Cl. III p. 163). 
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von. den Linien, welche einerlei Endpunkte haben, am kiirzesten die 
gerade sei; dass von anderen Linien mit einerlei Endpunkten in einer 
Ebene, welche nach derselben Seite ihrer gemeinsamen Sehne hohl 
sind, die umschlossene die kleinere sei. Ja sie legten jedem solchen 
Paare von Gréssen ohne Weiteres ein Verhdiliniss bei. Hierbei weist 
das geometrische System Euklid’s eine fiihlbare Liicke auf. Denn 
nach Elem. V. Def. 3. haben Gréssen zu einander ein Verhiiltniss, 
welche vervielfialtigt einander iibertreffen kénnen. Demnach sollte, 
bevor vom Verhiiltnisse zweier Kreisfliichen’ gesprochen wird (Elem. XII. 
prop. 2), der Nachweis gefiihrt werden, dass eine Kreisfliche existire, 
welche grésser als die gréssere der beiden betrachteten Kreisflichen 
und dabei ein Vielfaches der kleineren sei. Diese Liicke wird aller- 
dings beseitigt durch die letzte der Annahmen des Archimedes*): 
» Auch ist bei ungleichen Linien, Flichen und Kérpern der Ueberschuss 
des grésseren tiber das kleinere so gross, dass er durch mehrmalige 
Zusammenfiigung zu sich selbst grésser werden kann, als jede Groésse 
von der Art der verglichenen.“**) Es bleibt jedoch ungewiss, ob er 
sie gerade der eben beriihrten Schwierigkeit wegen aufnahm. 

2. Das Problem der Rectification hat eine klare und eingehende 
Darstellung gefunden durch Duhamel***). Er verlangt vor Allem 
den Nachweis der Behauptung, dass ein gegebener Curvenbogen ein 
Verhiltniss zur Liingeneinheit besitze, oder dass ihm eine Zahl ent- 
spreche, und sucht denselben auch fiir den Fall eines convexen Bogens 
za liefern. Sein Verfahren giebt zu folgender Erérterung Anlass. 
Zunichst kann man fragen, was fiir einen arithmetischen Sinn die 
Definition habe: ,,Die Linge einer gegebenen Curve ist die Grenze, 
der sich der Umfang eines der Curve eingeschriebenen Polygons bei 
unbegrenzter Abnahme der Seiten nihert.“ Es handelt sich hierbei 
um den Grenzwerth einer Function von unbegrenzt vielen, unter 
einander nur durch eine einzige Bedingung verkniipften Veriinderlichen, 
wenn jede derselben unabhingig von den iibrigen zur Grenze 0 con- 


*) Archimedes, Von der Kugel und dem Cylinder. Vgl. Nizze Archi- 
medes Werke p. 44. 

**) Beiliiufig bemerkt spielt dieses Axiom des Archimedes eine wichtige 
Rolle in der allgemeinen Arithmetik. Es sei eine unendliche Menge von (abstracten) 
Objecten A, B,... gegeben. Durch Definitionen werde festgesetzt, welche unter 
ihnen gleich und welches von je zweien ungleichen das grissere sei. Wird ferner 
die Addition und Subtraction, die Vervielfiiltigung und Theilung derselben de- 
finirt, so folgt noch nicht, dass es miglich sei, ein gegebenes Object der Schaar 
so oft zu vervielfaltigen, dass dadurch jedes andere iibertroffen wird. Ein Beispiel 
einer Art von Objecten, welche den zuerst genannten Postulaten geniigen, dem 
des Archimedes aber nicht, bieten die Unendlich der Functionen, welche 
Hr. P. du Bois-Reymond betrachtet hat. (Diese Annalen XI. p. 150.) — 

***) Des méthodes ete. II, p. 411 f. 
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vergirt. Es sei dem Bogen AB das Polygon AA, A, --+A,-1B ein- 
geschrieben und | A,_,A,| = s,. Die Summe s, + s, + ++- + Sa =n 
hat einen endlichen Grenzwerth L fiir lim s, = 0, wenn jeder positiven 
Zahl «= eine Zahl A > 0 zugeordnet werden kann, so dass der Unter- 
schied p, — L seinem absoluten Betrage nach kleiner als « ist fiir alle 
Systeme von Werthen s,, 8, +++, Sa, deren jeder kleiner als A ist. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines 
endlichen Grenzwerthes von p, bei lim s,—=0 besteht ferner darin, 
dass zu jeder Zahl ¢ > O eine Zahl A > 0 gehdrt, so dass der Unter- 
schied 
8)’ 8y +++ + Sn, — Pn = Pn, — Pn 

seinem absoluten Betrage nach kleiner als ¢ ist fiir alle Werthsysteme 
s, < A, falls nur keine der Seiten des ebenfalls dem Bogen AB ein- 
geschriebenen Polygones p,, grésser ist als irgend eine der Seiten des 
Polygones p, d. i. s, <s, < A. 

3. Duhamel hat das Zutreffen der soeben erwihnten Bedingung 
mit Hiilfe des ersten Theiles des von ihm formulirten ,, principe fon- 
damental des infiniment petites“ (1. c. Il, p. 398) gezeigt, der jedoch 
mit Sicherheit nur unter einer weiteren Voraussetzung gebraucht wer- 
den kann. Dieser bekannte Satz muss so lauten: ,,Wenn die Summe 
der positiven Zahlen «,, a,-++, @m, deren jede sich der Grenze 0 
nihert und deren Anzahi dabei unbegrenzt wiichst, unter diesen Um- 
stinden einen endlichen Grenzwerth hat, so nihert sich auch die 
Summe der Zahlen £,, B,, ~--, B», demselben Grenzwerthe, falls der 
Quotient B, : «, gleichmiissig beziiglich aller Werthe n =1,2, -- + fir 
lim «, = 0 zum Grenzwerthe 1 convergirt.“*) Daher muss man bei 
der in Rede stehenden Untersuchung zuniichst folgenden Satz fest- 
stellen: ,, Ist der Bogen AB convex**), so naihern sich fiir alle Punkte 
M desselben die Winkel NMTZ und N’MT" awischen der Tangente 
in M: TMT’ und den Sehnen zu beiden Seiten von WJ: MN, MN' 
gleichmdssig der Grenze Null bei unbeschrankter Anniiherung der Punkte 
N, N’ an den Ponkt M.“ D. h. zu jeder Zahl ¢ > 0 gehdrt eine 
Zahl d > 0, so dass |NMT| < ¢ und |N’MT"| < « fir alle Sehnen 
|MN| <0 resp. |MN’| < 4, gleichviel wo der Punkt M auf dem 
Bogen AB gewihlt wird. 


*) Dies hat bereits Hr. Dini nach seinen autographirten Vorlesungen im 
Studienjahre 1877/78: ,, Analisi infinitesimale‘‘ I, p. 7 bemerkt. 

**) D. h. wird er von einer Geraden hichstens in zwei Punkten geschnitten 
und in ebensovielen von jedem Kreise, der von einem seiner Punkte mit hin- 
linglich kleinem Radius beschrieben wird. Ein solcher Bogen besitzt in allen 
seinen Punkten Grenzlagen fiir seine Sehnen, welche jedoch zu beiden Seiten 
eines Punktes verschieden sein kinnen. 
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Beweis. Es sei 6 eine beliebige positive Zahl und| MN|=| M N’|—o 
gemacht. Dann sind entweder alle Winkel NMT, N’MT" kleiner 
als ¢, oder es ist mindestens ein P. C auf AB (mit der Tangente EE’) 
vorhanden, wofiir einer der Winkel DCE, D'C E’(|CD|=|CD'|=c) 
grosser als ¢ ist. Im ersten Falle kann man 6 = 6 setzen, im zweiten 


wiederhole man den Versuch mit der Strecke 6, = ; 6. Findet sich 


auch jetzt noch ein Punkt C,, wofiir einer der Winkel D, C, E,, 
D,C; E, grésser als « ist, so kann C =, genommen werden, da 
der Winkel DCE mit wachsendem |CD\ auch wiichst. es s. f. Auf 


diese Art gelangt man.entweder zu einer Strecke 6, = der die 


rae 


Zahl @ gleichgesetzt werden kann, oder zu einem Punkte C auf AB, 
wofiir entweder alle Winkel D, CE oder alle D, CE’ grésser sind als 
é, wie gross auch » angenommen werden mag. Die letztere Annahme 
vertriigt sich aber nicht damit, dass fiir jeden Punkt C auf AB 
lim DCE = 0 fiir lim CD = 0 und lim D’'CE’ = 0 fir lim CD'= 0. 
Denkt man sich nun die Ecken der Polygone p,, p,, zu einer 
fortlaufenden Reihe vereinigt, welche die gebrochene Linie p,’, liefern 
médge, so ergiebt sich durch Projection der zwischen A,_; und A, 
liegenden Ecken von pn, auf die Gerade A,_,A, sofort die Relation 


worin @, den grésseren der Winkel bedeutet, welche die Sehne A,_; A, 
mit den Tangenten in ihren Endpunkten bildet. Da nach dem vor- 
stehenden Satze zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Strecke 6 > 0 gehirt, 


so dass 
1 


cos o,. 


0< —l<e fir 5< 3, 

so folgt p,, — pn» < €q wenn q den Umfang eines Polygones bezeichnet, 
das auf derselben Seite der Sehne ADP liegt, wie der Bogen AB und 
ihn umschliesst. Auf ahnliche Art ergiebt sich 


0 <p, — Pn < eq fir s,<s, <9, 
somit |p,,—-pa| << 2eq. q.e. d.*), 


*) Definirt man die Zahl L mit Duhamel zuniichst als Grenzwerth der 
Umfiinge einer besonderen Classe von eingeschriebenen Polygonen, so liisst sich 
L als Grenzwerth im allgemeinen Sinne erweisen durch ein Verfahren, welches 
nur die einfachsten Sdtze der Planimetrie voraussetzt und auch in der Nicht- 
Euklid’schen Geometrie brauchbar ist. Man schreibe demnach dem Bogen AB, 
ein Polygon von k Seiten ein und leite daraus andere ab, indem man jede Seite 
halbirt und in ihrem Mittelpunkte eine Senkrechte errichtet. Fiir die Umfinge @,, 
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4. Ganz ihnlich ergiebt sich der Satz: ,,Construirt man in den 
Punkten A, A,, A,, +--+, Ant, B die Tangenten der Curve, welche 
die gebrochene Linie AB, B,---B,B bilden, so existirt fiir |.AB, | 
+ |B, B,| +.---+]|B B| ein Grenzwerth bei lim s,—0O und zwar 
ist er die Zahl L.‘‘*) 

5. Zu allgemeineren Sitzen gelangt die analytische Geometrie. 
Man verdankt die volle Kinsicht in die Natur des hierhergehérigen 
Rectificationsproblemes Hrn. P. du Bois-Reymond**). Die grosse 
Wichtigkeit des Gegenstandes wird es rechtfertigen, wenn hier noch 
einmal darauf eingegangen und der Beweis des von ihm gegebenen 
Satzes unter Zugrundelegung der in Nr. 2. angenommenen Definition 
vorgetragen wird. Es sei CO’ eine einfache stetige Linie, deren 


der so entstehenden Polygone von k.2” Seiten sei lim Q,,=L und Q,, < L. 
m—+ © 


— Bezeichnet nun P’ den Umfang eines AB eingeschriebenen Polygones, dessen 
Seiten nicht grisser sind als die eines eingeschriebenen Polygones P von 7 Seiten 
mit nur stumpfen Winkeln, so findet man unmittelbar, wenn S’ die grisste der 
Seiten des Polygones P’ bedeutet, 


(a) P’—P>-—(r—1)8’. 
Damit zeigt man zuerst, dass der Umfang eines beliebigen AB eingeschriebenen 
Polygones p kleiner als L sein muss. Zuniichst folgt nach (a), wenn nur m so 


gross genommen wird, dass alle Seiten von @,, kleiner sind als jede der 
Seiten von P 


PLQn tr — YS <CL+ (rr —1)8'; 
somit, da S’ beliebig klein sein kann, P< L. Da man nach demselben Gesetze, 
vermége dessen die Polygone Q,, nacheinander gebildet werden, zu p ein Polygon 
P mit nur stumpfen Winkeln finden kann, welches somit nicht grisser als L sein 
kann und dabei grésser als p ist, so folgt, dass p< LZ sein muss. 

Andererseits ergiebt sich aus (a), falls die Seiten eines Polygones P,, deren 
grésste s sein mag, siimmtlich kleiner sind als irgend eine Seite eines Polygones 
Q,, mit nur stumpfen Winkeln 
(b) P, — Qn > — (m— 1)8. 

Ist.nun ¢ eine gegebene positive Zahl und 0 < e’ <<, so kann eine ganze Zahl 
m so gewihlt werden, dass Q,, > L — « und dabei zufolge des in Nr. 3. gezeigten 
Hiilfssatzes nur stumpfe Winkel besitzt. Nimmt man dann s so an, dass 
(m— 1)s<e— &, 
so folgt nach (b) 
Pp, >(L—#)—(e—#) di oc L—p, <s fiir alles, < ——. 

d. i. lim p, = L fiir lim s, = 0. 

*) Im Traité de Géométrie von E. Rouché und Ch, de Comberousse 
(IV. édition) findet sich ein Beweis des Satzes von Nr. 2., welcher sich auf einen 
Theil des Satzes von Nr. 4. stiitzt. Auch hier (I, Nr. 290, 1.) ist der Hiilfssatz in 
Nr. 3. néthig. Herr de Tilly zieht diesem Verfahren das von Duhamel vor 
(Mémoires de la soc. des sciences phys. etc. de Bordeaux 2. sér. T. III, p. 87) 
und zwar, wie ich glaube, mit Recht, 
**) Diese Annalen Bd. XV, p. 285. 
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Gleichung zwischen den ihren Endpunkten entsprechenden endlichen 

Abscissen = 0A =a und x =0A' =a’ durch die eindeutige und 

stetige Function y = /(«) dargestellt sei. Zwischen A, A’ schalte 

man die (n — 1) Punkte A,, A,,---, A, -1 mit den Abscissen 
a,=a+0,, a4,=—a,+ 90,, +--+, 1 =b—O, 

ein, zu denen die Curvenpunkte C,, C,,---,C,-1 gehdren. Unter 

dieser Voraussetzung besteht der Satz: ' 

»» Wenn die eindeutige und stetige Function y = f(x) wenigstens in 
allen Punkten a < x < a’ mit Ausnahme eines endlichen Punktsystemes 
erster Art (d.i. von endlicher Ordnung) einen (vollstiindigen) Differen- 
tialquotienten besitet, der eine fiir den Bereich der iibrigen Punkte end- 
liche und im endlichen Intervalle (a, a’) integrirbare Function bildet, -so 
existirt fiir die gebrochene Linie L, = |CC,|+|C,C,| +---+|Gi4iC"! 
bei unbegrenater Abnahme der Intervalle 0,,0,,--+,9,, deren Summe 
jedoch stets a’ — a bleiben muss, ein endlicher Grenzewerth L, und 
zwar ist: 


L= f\VTFF@}|- de 


Setzt man f(a) = b, f(a’) = 0b’, f(a,) = b,, so ergiebt sich unter 
Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten 


ome SESE) -0. 


Daraus folgt, wenn zuniichst angenommen wird, dass f(x) mindestens 
fiir alle Punkte a << «<a einen Differentialquotienten von der er- 
wihnten Kigenschaft besitzt, nach dem Mittelwerthsatze in der Form 
von O. Bonnet*) 


lL. 2 VIFF (KR) | +8, Gna < Xr < Oy. 


Es ist aber, wenn /’ (x) integrabel ist im endlichen I[ntervalle (a, a’), 
auch | /1-+ /’(x)?| integrabel**); so dass sich ergiebt 


(2) Lin L, = f Vi+ Fo |. da — are. CC’.**) 
d,=0 - 


*) Serret C. de calcul différentiel p. 23 und G. Cantor Borchardt Journ. 
74, p. 141. 
**) Vgl. P. du Bois-Reymond l. ¢. p, 286. 
***) Dabei liegt die arithmetische Definition des bestimmten Integrales zu 
Grunde. Es sei f() eine Function, welche in dem endlichen Intervalle aca<a@ 
fiir alle oder doch fiir wberall-dicht vertheilte Werthe von «x eindeutig definirt ist 
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Diese Formel besteht auch noch, wenn f’(”) nach Ausschluss 
einer endlichen Anzahl von Punkten der Bedingung des Satzes Geniige 
leistet. Es sei der Punkt 2 = d=—OD(a < d <a) ausgeschlossen. 
Bei jeder Zerlegung von a’ — a wird entweder ein Theil vorkommen, 
der den Punkt D enthilt, oder zwei Theile, die in D zusammenstossen. 
Im ersten Falle seien die Grenzen des einen Theiles, im zweiten die 
von D verschiedenen Grenzen der beiden Theile d— 0d’ =—OD’, 
d+ 0é”°=0D". Wenn nun die den Segmenten AD’, DA’ ent- 
sprechenden Theile von LZ, L,, L;, heissen, so hat” man 


7 


a’ a—d' a+d" 
= é | : . . - | 
Ln —fIVItF@P\dx\<|tn—f---|tarfe+le—fo-s, 
a a a—J a+" 
worin 


A= | V8? + [fd — fd — 0)? | +18"? + (7 + 0°) —7@F|- 
Jeder gegebenen positiven Zah] ¢ entspricht nun eine Zahl 3d > 0, so 
dass, wenn nur 6’ <0 und 6” <0, sowohl das zweite als auch das 
dritte Glied rechts kleiner ist als ¢. Denkt man sich demgemiiss 0’, 0” 


und deren siimmtliche Werthe zwischen zwei endlichen Zahlen liegen. Theilt man 
nun das Intervall a’ — a in n Theile 


a —a=0,+4,+---+4,, (8, > 9); 


aa, a+d,=4a,, a + dy = ag,---, a, _, +9, =a, =a, 


setzt 


und versteht unter 2, einen beliebigen Werth zwischen a,_, und a, (a,_ << &,<a,) ; 
n 
so existirt fiir die Summe Y 6,.f («,) bei unbegrenzter Abnahme der Theile 4, 
T 
ein endlicher Grenzwerth J dann und nur dann, wenn zu jeder positiven Zahl ¢ 
eine Zahl 9 > 0 gehidrt, so dass die Ungleichung 
n | 
ré,f(«,)—d\<e 


besteht fiir alle Werthe 8,, d,,---,8,,, deren Summe = a’ -- a ist und von denen 

jeder einzelne kleiner als @ ist. Die Zahl J heisst das bestimmte Integral 
a 

ft - dx. — Diese Definition entnehme ich im Wesentlichen den Vorlesungen 


des Hrn. Weierstrass. — In ihnlicher Art liisst sich der endliche Grenzwerth fiir 


9 

> 8,.f (@,, x;.), worin x), dieselbe Bedeutung hat wie x, bei lim 3. = 0 definiren, 
. a 

welcher mit Jf, «)dx zu bezeichnen ist. Mit Hiilfe desselben dehnt man den 

im Texte angegebenen Satz auf die ebenen Curven x= g(t), y= w(t) und auf 

die Curven doppelter Kriimmung aus. 
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festgesetzt, so kann nach dem Vorstehenden fiir die tbrigen Intervalle 
0, eine Grenze g’ > 0 gefunden werden, so dass, wenn: nur 0, < Q’, 
das zweite und vierte Glied rechts ebenfalls unter ¢ liegen. Somit 
existirt eine Zahl g, so dass fiir alle 6, < @ 


a fivcerer|as <4e 


d. h. es gilt wieder die Formel (2). Aehnlich wird man vorgehen, 
wenn zwischen a und a’ eine endliche Anzahl von Punkten oder auch 
ein unendliches Punktsystem von erster Art auszuschliessen ist. 

6. Wenn f (x) auch nach Ausschliessung eines unendlichen Punkt- 
systemes erster Art keine endliche Function wird, so hat die Summe 
L, bei unbegrenzter Abnahme der 0, dann und nur dann einen end- 


lichen Grenzwerth L, falls das Integral / V1+f'(x)?| da existirt und 


zwar ist derselbe ihm gleich. Dabei wird, wie es die bis jetzt tibliche 
Erklirung des bestimmten Integrales (vgl. Dini Fondamenti p. 300) 
erheischt, vorausgesetzt, es sei nur ein unendliches System erster Art 
von solchen Punkten zwischen a und a’ vorhanden, so dass in jeder 
auch noch so kleinen Umgebung irgend eines derselben eine der 
Grenzen von f(x) unendlich ist. — Der Beweis des Satzes wird in der 
bekannten Weise durch allmihliches Aufsteigen zu den héheren Punkt- 
systemen gefiihrt, Es sei zunichst ein einziger Punkt = d= 0D 
von der eben erwihnten Eigenschaft zwischen a und a vorhanden. 
Zerlegt man L, wie in Nr. 5. und setzt 
a— 0 


(3) 





-dit=ZJ’, tim. » fivrFrer dz = J", 
d+d" 


so iid 


L,— JJ" =(L.— J. fH a 


a 


+(x -f-) a —J”) se: 


d+0" 
Man nehme nun 0, 0” so klein, dass das zweite, vierte und letzte 
Glied rechts absolut kleiner sind als die gegebene Zahl «. Sind 0’, 0” 
demgemiiss angesetzt, so kann eine Zahl g’ gefunden werden von der 
Art, dass die erste und dritte Differenz fiir alle Werthe der darin vor- 
kommenden 0,, welche unter 9’ liegen, absolut genommen, je kleiner 
sind als «. Demnach existirt auch eine Zahl @, so dass fiir alle 0. << @ 
18* 
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L,—-—J' —Jd"|<5e ai. lim L,=J' +d". 
r—90 
7. Ist einer der Grenzwerthe (3) unendlich, so hat auch die Summe 
L,, einen unendlichen Grenewerth. Denn es ist L, groésser als jede 
beliebige Zahl G, wenn nur die Intervalle 0, klein genug —_ In 
—d' 


der That es sei G’ > G, so ist nach Voraussetzung z. B. f- >& 


fiir alle 6° < 6, und wenn 0’ fixirt ist, so kann fiir die in Li vorkom- 
menden Theile 6, eine Grenze @ gefunden werden, dass fiir 6, < @ 


inn > J: -.-—(G— G), mithin L, > G ist. Bedeutet @ die kleinere 


der Zahlen 6, og’, so iiberschreitet die tiber dem Segmente AD stehende 
Summe gewiss fir alle 6, < @ die Zahl G. 


Es ist leicht ersichtlich, dass falls fi f' (a) dx absolut convergirt, 


auch J |Y1+ f («)?| dx convergirt und falls Jit (x)|dz unendlich ist, 


dasselbe auch vom zweiten Integral gelten miisse. Diese Bemerkung 
fihrt zur Aufstellung von stetigen Curvenbogen, fiir welche die Summe 
L,, bei unbeschrinkter Abnahme der 9, tiber alle Grenzen wiichst. Ks 


sei z. B. fir = 0, y=O; fir «x 2] Z () 


x 
- 1 d@2 dy - 
. = ._— = - § 
y =. @ da a 3" G? 
v0 





so hat J i sin ~| da bekanntlich den Werth +- 00; demnach hat das 
Stiick der Curve vom Anfangspunkte 0 bis zu einem beliebigem Punkte 
M, wenn man will, eine unendliche Linge. 

Daraus erhellt die Unzuldssigkeit der Annahme, dass jedem stetigen 
Bogen eine Zahl als Linge entspreche. Die vermittelst derselben ab- 
geleiteten Resultate haben daher nur Giiltigkeit unter der Voraussetzung, 
dass der betrachtete Bogen messbar sei. 

8. Ist der Bogen nach einer der vorstehend entwickelten Methoden 
als Zahl definirt, so folgen, wie Duhamel hervorgehoben hat, die 
Annahmen des Archimedes als nothwendige Sitze. Das Nimliche 
gilt vom Theoreme: are. AC = are. AB + arc. BC. 

Der Satz: ,,Das Verhiiltniss des Bogens MN zu seiner Sehne 
MN hat fiir lim| MN| =O den Grenzwerth 1“, ergiebt sich fir 
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convexe Linien unmittelbar*), in der analytischen Geometrie aus der 
Formel 


ee 
Lim J VI+f (@)?\da = |i + flim f(a, + 8}, 
+0 / é=+0 





welche jedoch die Existenz und Endlichkeit des Grenzwerthes lim f’ (7+) 
fiir lim § = +0 voraussetzt. Ein ahnlicher Satz besteht fiir lim § ——0,**) 

9. In thnlicher Weise, wie das Problem der Rectification, sind 
auch die der Quadratur, Complanation und Cubirung zu behandeln. 
So folgt der Satz, dass die von der Abscissenaxe, der Curve y = [(2x) 
und zwei Ordinaten begrenzte Fliche eine Zahl sei, aus der Existenz 


des bestimmten Integrales J f(z)-dz. Es ist befremdlich, dass in einem 


Werke, welches die Methoden der exacten Wissenschaften darstellt, 
umgekehrt die Existenz des bestimmten Integrales auf die der Flachen- 
zahl gegriindet ist***), wihrend letztere ebenda friiher als Ergebniss 
eines arithmetischen Verfahrens, namlich eines Grenziiberganges, be- 
zeichnet wird. 

Die Quadratur einer von einer convexen Linie L begrenzten ebenen Fliche 
kann nach der in Nr. 2. gegebenen Definition durch folgende Bemerkungen er- 
ledigt werden. 1) Aus dem Hilfssatze in Nr. 3. folgt leicht, dass man fiir die 
Seiten s, eines der Linie L eingeschriebenen Polygones A,A, --- A, eine Grenze 
d angeben kann, sodass, wenn nur alle s, < 6, der Abstand aller Punkte des tiber 
jeder Sehne A,_,A, stehenden Bogens von dieser Sehne kleiner ist als eine vor- 


*) Vgl. Rouché etc. |. c. I, p. 184. 

**) Beim Beweise dieses Satzes wird der Mittelwerthsatz gebraucht in folgen- 
der Form, die natiirlich unter der allgemeinen des Hrn. Dini (Fondamenti p. 192f.) 
enthalten ist, aber auch fiir sich abgeleitet werden kann: ,,Ist f(#) im Intervalle 
a<«x<b eindeutig, stetig und mit einem endlichem vorderen (hinteren) Differen- 
tialquotienten w(x) begabt wenigstens fiir alle a< «<b mit Ausnahme eines 
unendlichen Punktsystemes erster Art, so kann der Quotient [f(b)—/f(a)] : (b— a) 
nicht ausserhalb des von der oberen und unteren Grenze von w(x) gebildeten 
Intervalles fallen.‘ 

***) Duhamel 1. c. III, p. 348 und II, p. 406. Dabei wurde ausser Acht 
gelassen, dass bereits Cauchy (vgl. Moigno, C. intégral p. 4) den arithmetischen 
Beweis von der Existenz des bestimmten Integrales einer stetigen Function ge- 
liefert hatte, zu dem freilich noch das Theorem von der gleichmiissigen Stetig- 
keit dieser Function hinzugefiigt werden muss. — Es findet sich auch die Ansicht, 
dass die Flichenzahl ohne Grenziibergang denkbar sei, die Bogenzahl aber nicht, 
z. B. bei Cournot Théorie élém. des fonctions 2. éd, I, p. 296. So scheint es 
denn nicht tiberfliissig mit Hrn. de Tilly (1. c. p. 90) zu betonen, dass die Existenz 
der Flichenzahl nicht einmal durch den hier betrachteten Grenziibergang aus den 
ein- und umgeschriebenen Polygonen allein gesichert sei, sondern erst dann, wenn 
dieselbe Zahl auch als Grenzwerth der Summe der (geradlinig begrenzten) Theile 
erscheint, in welche die vorgelegte Fliche durch zwei Curvensysteme zer- 
schnitten wird, 
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gegebene Zahl «. 2) Bezeichnet F' die Fliche eines beliebigen L eingeschriebenen 


Pulygones von r Seiten und F” die eines ebensolchen, dessen Seiten aber nicht 
grésser sind als die von F’, so hat man 


(a) F’—F>-r.- - 
worin S’ die grisste unter den Seiten von F’, H’ das Maximum des Abstandes 


der Punkte des iiber jeder dieser Seiten stehenden Theiles von Z von ihr 
bezeichnet. 


3) Nun construire man nach dem Verfahren von Duhamel Polygone, wo- 
durch man einen Grenzwerth A fiirihre Flichen %,, findet: lim %,, = A und %,, <A. 
u—To 


4) Aus (a) folgt ferner, dass die Fliche f eines jeden L eingeschriebenen 
Polygones kleiner ist als A. Denn man hat bei geniigend hohem m 


F<%,+55H'>A+29H, 
und da S’H’ beliebig klein genommen werden kann, F< A, Nach demselben 


Gesetze, durch welches die Polygone %,, nach einander gebildet werden, findet 


man aber zu f ein Polygon, dessen Fliche F grisser ist als f; demnach ist f< A. 
5) Andererseits ergiebt sich aus (a), falls die m Seiten s, eines eingeschrie- 


benen Polygones von der Fliiche f,, deren grésste s sein mag, simmtlich kleiner 


sind, als irgend eine Seite eines Polygones von der Fliche %,, 


° » m 
(b) 7,~t,>=— 2 sh, 
worin h gegeniiber f, dasselbe bedeutet, wie H’ gegeniiber F’. Ist nun ¢ eine 


gegebene positive Zahl und 0 < « <=, so kann m so gross gewihlt werden, dass 


%,, > 4— ee. Nimmt man dann s so klein an, dass = sh << ¢ — #’, so folgt 


nach (b) : . 

f,>A—e—(e—#) di d0cA—f,<e, 
wenn nur alle s. kleiner sind als die eben fiir s ermittelte Grenze. Somit hat 
man lim /, = A fiir lim s, = 0. 


2. Ueber die Differentialquotienten unendlicher Reihen. 


Die Frage, ob der Differentialquotient einer unendlichen Reihe, 
deren Glieder eindeutige und stetige Functionen einer Veriinderlichen 
x: f(x) sind, — falls ein solcher tiberhaupt vorhanden ist — gleich ist 
der Summe der aus den Differentialquotienten f,(x) gebildeten Reihe, 
diirfte vor Bolzano (vgl. ob. VI.) kaum eingehend erértert worden 
sein. Duhamel stellte (Liouville J. T. XIX, Jahrgang 1854, p. 118) 
den Satz auf: Ist 2f,(”) in einem Intervalle (a —- 0,, a+ 0,) con- 
vergent und gleich /(x), sind aber f(a — 0) und f(a + 0) von ein- 
ander verschieden, wihrend sonst f(a) eine stetige Function von z 
bildet, so hat Xf, (a) eine unendliche Summe. Bertrand, der diesen 
Satz in seinen Traité du Calcul différentiel (p. 271) aufgenommen hat, 
sagt blos, 2f, (a) sei divergent. Mit Benutzung eines von Herrn 











des 
mit 
Ww 
ihre 
wel 
Gr 
ein 
der 
ein 
auf 
das 
wi 


bel 


det 


Ui! 


so 








nen 
cht 


des 
ihr 


wo- 


nen 


ben 
det 
hs 
rie- 
ner 


sine 
lass 


gt 


hat 


ihe, 
hen 

ist 
ihe, 
Jen 
18) 
on- 
‘in- 
l 2 
sen 
iat, 
rn 








Ueber Bolzano. 


279 


Darboux gegebenen Beispiels lasst sich darthun, dass dieser Satz 
nicht stichhaltig ist. Setzt man in der That 
2>0 f,(@) Se PF — OHH, <0 f(x) = et — eve, 
: (n= 1,2,---), 
so ist 
z>0 f@)=e* f0)=0 «<0 fla)=—e-*, 
also 


f(—Q=——1, f(+0—+1. 
Gleichwohl findet man a fn(O) = 0. 


Sicher ist der folgende Satz, den man entweder durch Umkehrung 
des Satzes iiber die Integration der unendlichen Reihen oder un- 
mittelbar nach Herrn Dini (Fondamenti etc. p. 115) beweisen kann. 
»Wenn in dem Intervalle (a — 0,,a-+0,) 2f,(%) convergirt und 
ihre Glieder je einen endlichen Differentialquotienten besitzen, und 
wenn in demselben Intervalle Xf, (x) convergirt und zwar in gleichem 
Grade, denn hat auch die Summe f(x) der Reihe Jf, (x) fir «=a 
einen endlichen Differentialquotienten, welcher gleich ist der Summe 
der Reihe =f, (a).“ 

Wenn aber die Reihe /, (x) in dem Intervalle (a — 0,, a + 0,) 
eine stetige Summe besitzt, so kann dieser Satz auch ausgedehnt werden 
auf den Fall, dass sie nur im Allgemeinen gleichmdssig convergirt d. i. 
dass die gleichmiissige Convergenz nur besteht, nachdem aus dem er- 
wihnten Intervalle eine endliche Anzahl von Intervallen, deren jedes 
beliebig klein angenommen werden kann, ausgeschieden worden ist. 
(Diese Bezeichnung ist von Herrn Dini 1. c. p. 102 entlehnt.) In 
der That ist eines derselben (a — y,, a+ 72), so hat man fiir die 
Werthe 


a—<rsa-y, f@)= Dh). 
Und da 
lim f(a —8) = f(a) fiir lim § = + 0, 


so folgt wegen 
Lim f¢@—8) —f@) _ Lim f(a — &) 
§=+0 5 §=+0 
(Dini |. ce. p. 82), dass der hintere Differentialquotient von f(x) fir 
Lax a > f(a) sei. Dasselbe gilt beziiglich des vorderen Differential- 
1 
quotienten von f(x) fir =a. 
Innsbruck, 9, Februar 1881. 





Trois Notes sur la théorie des formes. 
Par 


M. Fad pe’ Bruno a Turin. 


I. Sur un théor®me général dans la théorie des formes binaires. 
Soit la forme 
(1) f, = ayx" + na,a™'y + +--+ ary" = (x + ay)" 


symboliquement; et supposons que par la substitution 


2) a=pX-+ q¥, 
y=pX+qY 

on ait 

(3) F=A,X*+nA,X"1*¥4...4+4,¥*. 


On sait qu'on a indifféremment 


ss 
A;= ray Pt +p a) Tq), 


x(n — Zt) 
Aya 229 (gt td Gey fp, p?. 


Si maintenant on pose 


(4) 


. d ¢ d ‘ d d 
Om Oy Fe, 1 2% Gey + BG, Gey t+ Mae Ze 
(5) " 
d 1 
0, = na, de -+ (n — l)a, oz +.--+4a, “+ 


n—1 





on aura d’aprés un théoreme connu 
Og =0, 0; 9=0, 

lorsque g représente un Invariant de la forme. Comme ces symboles 
0,0, jouent un grand réle dans la théorie des formes binaires nous 
nous sommes proposés d’examiner si l’on peut par des opérations 
effectuées & l’aide des seuls paramétres p, q,p’,q’, obtenir les mémes resul- 
tats qu’avec 0, 0,. Le Théoréme suivant donne la solution de la question. 

Théoreme. — Les opérations 


» , d , ad dp 
oO ea +t a 0, Pag + q-44 
sont équivalentes. 


dq 
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~ Démonstration. — On sait d’apres Cayley que pour une forme 
binomiale donnée f, on a d=ydaz, de sorte qu’en appliquant ce 
principe aux expressions données de 7 il viendra 


= (3 n-a ’ d ’ 
0A; = — (p 2 “aq. +p ie q “aq f@, q), 
ro ancl i, a ’ 
hie (a4 +4 DY “Gp f (PP). 


Mais il faut bien noter ici qu’on ne peut pas changer indiffére- 


(6) 


ment l’ordre des différentiations, car les symboles q’ a Pp oo » nont 


de valeur que sur des formes binomiales de la forme f, et non sur 
d’autres. Or en se rappellant le principe connu, qu’en désignant par 
Q une opération quelconque on a 


(7) MN(UV) = (QU+ QV, 
on aura, en posant Q= pz +p a? U=qdf(¢,¢7¢), V= 47; 


04, = 2 [Qmgtaqy) + Qa, 


ou 
8A gf (Om q-ag))+(n—1) Vn (qpag yr Qq'+ete.} 


Mais Q¢ =p’; Qq =O, ete.; par conséquent il viendra 


d 4 x(t) 
A=W {EO if(q,/) + (w—i) pO In 29 (g-taqy-. 
Or asia - la 2% partie, a gt? 


a ae f(q, q), 


a ( 


zo (n — 1) (yp aq +p ag 


peut étre représentée comme le resultat de lopération p’ ora sur 


Yexpression de A;. Ainsi on trouvera définitivement 
, a , , a , a 
(8) b4—(p a +4 ag) 40 oe tetetia: 


Apres avoir trouvé la formule par cette voie un peu pénible, il 
s'est présenté une autre démoustration bien plus simple que voici. 

Observons d’abord qu’a aide de la forme symbolique (1) et de 
la substitution (2) on trouve symboliquement 


(9) Ai = (p + ap’ (q + ag’), 
Ainsi le coefficient de a, sera celui de a’ dans (9), ou 
1 , d ’ t n— 
sa ap +4 aq! P iq’, 
et cn pourra du premier terme déduire tousles autres. Par suite deux termes 
consécutifs de A;, que nous appellerons a_:B,-1, a, B,, pourront s’écrire 
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1 ’ 
aiBii+ T a; (py dp ao q qq) Bl. 
Or lopération @ sur a, de a, B, fournira 


la — 
— (» “dp +q az) 4 AL, = (la, ,B) 
qui entre précisement en 0 A;, et puisque la méme chose peut se dire 
de tous les autres termes, |’équation (10) sera démontrée. 

Quant a @, il suffit de remarquer qu’on peut partir de p’*-‘q’‘, 
e’est 4 dire, du dernier terme pour retrouver par |’opération p ay +¢q- iy 


tous les termes de A;. Ainsi on aura évidemment 


d 1 
ply oie a" 


Les deux formules p’ - +e q Si 7. iv -+q Wy -, en opérant 


sur A = pq — pq, le mh A de la substitution, l’annullent. Ainsi, 
en admettant ce principe de leur équivalence & 0, 0,, on pourra dé- 
montrer a linstant que dg = 0, d,9=—0. Car il suffit d’avoir 
recours & la définition de |’ Invariant 


® = pA" 
pour voir que 
60 = dg: A, 
Q9=—gM-Q- At —=0 


en posant maintenant 2 =p’ + +q a 


Mais 90 = Q0. Done dp- At =O, et si A et différent de 0, 
ce qu’on peut toujours admettre, dm = 0. 

En général si d est une des équations caractéristiques d’une forme 
queleconque a plusieurs variables homogénes, et si on a une substitution 


de la forme 
a=pX + qY+rZ+: 
y=PpX+qY+rZ+---, 
sap X+qVtrZ4--, 
une des opérations Q équivalente & d sera une fonction des opérations 
Zp oe Zp" =, ete. pour lesquelles on pourra réduire a 0 le 


déterminant par lignes. 
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Jacobien des formes binaires. 


Il. Sur le Jacobien des formes binaires. 


A ma connaissance on n’a aucune démonstration directe du 
Théoreme qui va suivre, sauf celle fondée sur l'emploi des formes 
symboliques fournie par Clebsch dans la Theorie der bindren Formen. 
J’ai cru utile d’envisager la question sous le point de vue de l’analyse 
ordinaire. Qn verra par diverses exemples que par ce Théoreéme on 
peut déduire, comme d’une seule source, plusieurs relations connues et 
nouvelles entre les Covariants des formes. 


Représentons par I le Jacobien et posons 


dg | 
_|& “dy | 
ae, 
‘dz’ dy 


y, w étant deux fonctions homogénes de x, y, de m*, n® degré, On 
sait par le théoreme d’Euler que 


d d dy 
Spy sl — mp, «Se ty So many. 


Par conséquent on aura encore 


a. (242 +y 42), a, (032 +y 32) 























l 
y 
mnl =| 
y oy y 
(8 (2 4 - es ? dy (x S% * 4 #9)/ 
En développant on trouve 
fe te) [te oy) | ty ay 
- | dw duady bee dy? \dzady dy 
mn T= x? | i\+a | + y? | I 
| Pp ay |t ' ey dy naa @y dy + 
|\da® dady \ dat “dy? | dady “dy 
e+ A oo 2 I oe ae 
“aa “dy ‘dx dxdy ida dy dady dy 
+a +a | +9) at 
ay dy ay dy |. "| ae ae ey ay 
| dat dy dx dzxdy| (da dy dzdy dy | 


Ce qui multiplie a et y n'est autre Fay en vertu également du 
Théoreme de Euler, que 


dI dI 
Ainsi il viendra 
| ad? dy op 
dx? dady dy|= (m -- 1)(m — 1) I. 
ay fy ay 
ada dad 
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Par suite, en employant un artifice connu, il viendra 























yy —ay 2 2? Qany y? 

fe 9 e| |\@e 7 #9 Fe 

dz dady dy | dy* dx pig dx? | =2(m—1)*(n—1)? I?; 
ty (Se... S92) \#2 

dz® dady dy rr dads y dx? 
d’ou il suit qu’en multipliant et en posant 


a a 
o= 2 - ae + 2xy wed +y a 


- 


—_ wy 
¥ z Sy + 2ay ‘Gn +y dy 


_ 





_ &p op 
(1) H = dy? — 
, a&y &y ay \ 
= dx dy? dxdy 
n  @yp dy y Fy ay a J ew 
H ~ dat dy ~ “~ dxdy dady + ‘dy dz 
il viendra 
i | 
\0 2H HH” |=2(m— 1)?(n — 1) I*; 
| 
iy, FF 2 | 
ou bien 
(2) (m — 1)? (n — 1 P? = (0°? H’ — OVH"+ VHA). 


Mais si l'on observe que J = mnJd, J étant le Jacobien dépouillé de 
ses coefficients numériques, ® = m(m — 1)q, 
que pareillement 


H=m?(m— 1)? Hy, H'’=n?(n—1)H,, H”=mn(m—1) (n—1) Hoy, 
Hy, Hy, Hoy ant les covariants et le coefficient simultané de 
g, v, il viendra 
(3) J = — [9 Hy — pv Hoy + ¥ Hy) 
formule qui aura lieu toutes les fois que gm, w auront la forme 
binomiale. 
Exemple 1. Soit la forme cubique 
yp = (a, b, c, d) (x, y) 
dont nous appellerons C,, C, les covariants quadratiques et cubiques. On 
sait que le covariant de C, est le Hessien de gm, et que le Jucobien 
de @ et C, est précisement C,; ainsi il viendra en posant dans la 
formule ; 
¥=C,, H=—c¢,, Hp=—A, Hgy= 
22.12. 3? J? = 369°A — 4- 36c,' 





Y = n(n —1)y, et 





ou 


en 


for 
co 
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bit 
il 
81 
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Jacobien des formes binaires. 


ou 


C2 = ga — 40,3 


en admettant que 


A = (ad — be)? — 4(ae — B*)’. 
Exemple 2. Posons 
p= e+ 6yey+y'=u, m=—4, 
y= yet + (1—3y)e*y? + py =v, n=—4, 
v représentera le covariant de 4° ordre de la quartique reduite 4 sa 
forme canonique dont elle sera |'Hessien. Mais, en appellant © le 
covariant de 6° ordre, et en posant dans ce cas 
(m— 1)? (n—1P?=—81, I=8J—80, H,—12*y, O= 12q, 
Y = 12y 
et H’ désignant l’Hessien de |’Hessien (v. notre Théorie des formes 
binaires p. 242) = 36I,u — 12], 0 
HA” = 24(1+ 37") u = 24I,u 
il viendra 
81-8?-@? = — { 12? p?(36 J, u — 12 T,v) — 144. py -24 Tu + 12%v? 122v} , 
360—=— {12u? (31,u — I,v) —24u?o I, + 12%o} , 
@2—= — {I,u3 — I,u2v + 403} 
qui est la relation connue entre les covariants de la quartique. 
Exemple 3. Soient p=C2,2, p—=Cs,3*) les covariants de 2° ordre 
et de 2° dégré, de 3¢ ordre et de 3° dégré de la quintique, que nous 
supposerons représentée sous la forme canonique 
ax’ + by® + cz, aty+e=0. 
On aura alors 
yp =—Cr,2 = — {aca?+ (ac+be+ ab)ay+bery’} , 
Y =Cs,3 = abcxy(a + 9) 
et le Jacobien J sera 
4C,,5=4abe {(be — ab)xz + (ac — ab)y} : 
On trouvera l’Hessien de 
Cs,3 = — 20,2 = — 4a°b?c? (a? + y? + ay) 
et ’Hessien de p = — I,. 
Par suite ]’équation deviendra, toute reduction faite, 
Cis = 203 Oy. + 12C, .C; 5 C, + 90; 1, 


ce qui fournit une relation nouvelle entre les covariants fondamentaux. 


*) On sousentend que C, , désigne un covariant d’ordre h et de degré i. 
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Exemple 4. Pour la méme forme quintique qu’auparavant supposons: 
p =Cr,2 = — {aca® + (ac + be — ab) xy + bey*} , 
w= Cy,2 = 2a*b?c? (a? + ry + y’). 
On aura 
H =—I,=— {ab'+bei+ae—2ab?c(a+b+o}, 
H’ = 121,, = 12a‘b'c!; H”=4, I, = 4a??? (ab+ac+bde). 








od chaque colonne est dérivée de la premiére par l’opération A 
quelconque repetée une, deux fois etc. de suite, et en sorte que la derniére 
colonne ne renferme que des constantes par rapport & A, on aura: 


(1) AD=0 
Exemple 1. Soit 





Cela posé l’équation (2) nous fournira cette identité algébrique re- da 
marquable bi 
{ab — be)a? + 2xy(ac — be) + (ac — ab)y?}? P 
=—3{(aca*?+(ac+be—ab)xy+bdecy .- 
42(ab+ac+be)[aca*+ (ac+be+ab)xy+bey?] («?+ay+y") a 
+(2?+a2y+ yy’) (ab? + 0?e?+a’?c?+2abce(a+b-+c)]. di 
Ill. Théoreme général sur les Déterminants fonctionnels. 
Théoreme. — Soit en général D le déterminant 
|\P, AP, A’P,--:| 
Q, AQ, A*Q,- 
KR, AR, A’R,---| ‘ 














d d d 

A= dx + dy + dz? 
| on aura, en posant 
\ _! ve! Team Toe 
| we yte 1 x+y («+y)? (ery)? | 
' 1 ie ene to 2, as SS 
| wai ete th Fela (ye)? y+e)*)’ 
1 lex e+a 1| "th 1 1_| 

ate GaP G+ep 
AD=0, AD =0. 








ons: 


re- 


j) 


n A 


niere 











Determinants fonctionnels. 


Exemple 2. Soit A d d d d 


[eye xy+yetex, ey +e, | 
yet yetet+ty, ytett, 1) 
ete et+ari4+arz2, 2e4+t+42, 1| 
toy tattytay, ttety, 1| 
il viendra pareillement AD = 0. 


*), 


D= 


Exemple 3. Au moyen de la propriété, que nous avons exposée 
dans un article précédent, dont jouissent les coefficients A d’une forme 
binaire transformée, on peut avec les coefficients, fonctions de p, q, 
py’, 7, de la substitution 


a=pX+qY, 
y=pX+qY 


' former un déterminant qui jouit de cette propriété. Ainsi soit ce 


déterminant 
p", | as sey p” | 
pq, pd + (n—1l)pp'g, pt | 
aie hr vee pr? q? | 


part, gry’ + (n—l)gr*q'p, --- pg 
lq*, qh '¢q' oe eo Wate eee CR i 


oi chaque colonne en allant de gauche a droite et réciproquement, ou 
— ligne de haut en bas et —— , resulte des 4 opérations 


r d d , .« d , a 
ie +q dq’ Day +4 re 2 ap +4 dp? Pag +P ‘dq 


Ainsi on aura d’apres le eg général 


f . , as 
ae +4 = 0, 


21p oo +4 45-0, 


ae 
3 ~p as +p wo ’ 








rd 
4\q - +94 pon. 


*) Tous ces déterminants peuvent facilement se réduire; et on aura par exemple, 
( — y) (y — 2) (@ — &) — 


~ @Fy ye e+e) 
La démonstration est évidente, car l’opération A rendra toujours égales deux 
colonnes. 
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En combinant ensemble 56 le et la 3° et la 4° on déduit 
’ d 
P = — 4 ay aie 
dg , ay 
1 Gq —? dp ~ 0 
d’oa 
42 , dy - dp _ 
+a4 — ae ae 
Or comme @ est y tn une fonction homogéne par rapport a 
P,%, p,q, en appellant w son dégré, on aura: 
, a d ra 
r +P ay +4 ap +4 ae =Ho- 
En combinant ensemble me deux derniéres équations, on aura 
ra 
ae +P ar —F°. 


Mais |’équation (4) nous oni 


d rad 
Gap + ay =% 


dod en éliminant a , il viendra 


et par suite 


£ 
p= Apq —p'g)* +0. 
Et comme il sera facile de vérifier que C=0, A4=1, w= n(n+1), 
il viendra enfin 
n(n) 
\ 2 


= (pd — Pq) 


Turin, Janvier 1881. 
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Vollstindige Durchfiithrung einer isogonalen Verwandtschaft, 
die durch eine gebrochene Function zweiten Grades 
repriisentirt wird. 


Von 
Gustav Hotzmiitter in Hagen. 


(Mit 4 lithographirten Tafeln.) 


Ueber die geometrischen Beziehungen, welche bei der Abbildung 
mittels ganzer und gebrochener rationaler Functionen complexen Argu- 
ments auftreten, verdffentlichte der Verfasser im Programm 1880 der 
Kgl. Gewerbeschule zu Hagen einige grundlegende Siitze, ohne jedoch 
die Methode fiir gebrochene Functionen durch ein Beispiel zu erliutern. 
In Folgendem soll dies nachgeholt werden, und zwar an der durch 
die Function 


gi 1 (, 1) 
sa—] ™ Ss ‘+; 


e=Z+yZ?—-1 
repriisentirten isogonalen Verwandtschaft. 

Ueber dieselbe ist bereits bekannt, dass dem Biischel der Geraden 
durch den Nuiipunkt der 2- Ebene ein System confocaler Hyperbeln mit 
den Brennpunkten +- 1, den concentrischen Orthogonalkreisen die Ortho- 
gonalschaar confocaler Ellipsen entspricht, wiihrend das Kreisbiischel 
durch die Punkte +- 1 der z-Ebene nebst seiner Orthogonalschaar in 
ein ebensolches System iibergeht, nur mit dem Unterschiede, dass die 
Schnittwinkel des Kreisbiischels der Z-Ebene doppelt so gross sind, 
als die entsprechenden der andern Ebene, eine Singularitiit, die sich 
dadurch erklirt, dass die Punkte +- 1 der Z- Ebene sich als Windungs- 
punkte erster Ordnung darstellen. Der erstere dieser Siitze folgt sofort 
aus der bekannten Siebeck’schen Abhandlung*), wo im § 16. die 


Abbildung Z = cos 2 = ; (e'+ a) , die mit der obigen einfach zu- 
e€ 


sammenhiingt, kurz behandelt wird. Beide wurden im Jahre 1867 von 

Herrn Professor H. A. Schwarz in den Vorlesungen mitgetheilt. 
Hier handelt es sich nun darum, die charakteristischen gegen- 

seitigen Beziehungen beider Ebenen nach der Methode der Vorarbeit 


und ihre Umkehrung 


*) Siebeck: ,,Ueber graphische Darstellung imaginirer Functionen.“ Crelle’s 
Journal, Bd, 55. Die erste Einfiihrung der obigen Substitution findet sich aber 
im ,,Handbuch der Kugelfunctionen“ von Herrn E. Heine. 
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abzuleiten, wobei sich die genannten Siitze als Specialfille allgemeinerer 
ergeben werden, aus denen sich noch andere einfache und nicht un- 
interessante Besiehungen folgern lassen. 

Kinige Rechnungen, deren Resultat unmittelbar aus nw Vorarbeit 
geschlossen werden konnte, sind in ihrem Gange wenigstens soweit 
angedeutet worden, dass auch Fernerstehenden das Verstiindniss er- 
moglicht ist. 

Der Grund fiir die Wahl des obigen Beispiels liegt im dem be- 
sonderen Interesse der elliptischen Coordinaten, in der Wichtigkeit 

unserer Substitution fiir verschiedene.Probleme der Analysis und in 
‘ dem Zusammenhange mit der friiher vom Verfasser dargestellten lemnis- 
eatischen Geometrie*). Jede andere gebrochene Function, deren Grad 
den vierten nicht iibersteigt, hiitte sich ebenso bequem behandeln lassen. 


$ 1. 
Untersuchung der Curvensysteme, die den Strahlenbiischeln und Kreis- 
schaaren der Z-Ebene und den isogonalen Trajectorien dieser Systeme 
entsprechen. 


Jedem Punkte a-+ bi der Z-Ebene entsprechen die beiden Punkte 


a+ bi+/Yy(a+ bi)? —1 der anderen, welche sich nach den Regeln, 
die z. B. in den Anfangsparagraphen der Elemente der Functionen- 
theorie von Durége dargestellt sind, leicht elementar construiren 
lassen. Einfachere Methoden werden sich spiiter ergeben. Da iibrigens 
1 

a+bi+V(a+ bi? —1 
so stehen beide Punkte der z-Ebene in einfacher geometrischer Be- 
ziehung. Spiegelt man niimlich den einen mittels reciproker Radii 
vectores gegen den Einheitskreis, und klappt man dann das Gebilde 
um die reelle Axe, so findet man den andern Punkt. Man kann also 
festsetzen, dass das obere Blatt der Z- Ebene dem Aeusseren, das untere 
dem Inneren des Einheitskreises entspricht. Letzterer ist die Abbildung 
des geradlinigen Verzweigungsschnittes von + 1 nach — 1, und diese 
beiden Punkte sind eben die Verzweigungspunkte der Z-Ebene, die, 
wie schon erwihnt, sich als Windungspunkte 1'** Ordnung repriisen- 
tiren. Sie entsprechen den Punkten -+ 1 der z- Ebene, fiir welche 


=a-+bi—y(a+ bi)? —1, 


der Differentialquotient von ; (« + =) verschwindet und zugleich die 
Function eindeutig wird. 


*) ,,Lemniscatische Geometrie etc.“ Zeitschrift fiir Math. u Phys, XXI, 
pag. 325 etc. Vergl. auch: ,,Beitriige zur Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaften“, dieselbe Zeitschr. XVIII, pag. 228 ete. 
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Die Abbildung jeder Curve der Z- Ebene liisst sich also elementar 
durchfiihren, und zwar kann man den Theil des neuen Gebildes , welcher 
ausserhalb des Einheitskreises liegt, durch Reciprocitét wnd Symmetrie 
im den innerhalb liegenden Theil iiberfiihren. 

Aus 
Ly 1 1 
Za 2 (2 + +) 
folgt nun 


s ‘ })? 1 P 
(1) X + ¥i- (a+ bi) = GE — a + di) 
_ (w+ yi — (a, + Byi)] - fe + yi — (ay + Bei) 
2(@ + yi) 
und 
(2) x -— Fi—te—W= eae — (a — bi) 
[@ — yt — (a — B,t)] - [w — yi — (ay — Boi)] 
4 2(@ — yi) ’ 


wo a, + B,¢ und a, + 6,7 die beiden obigen Werthe von 
atbitV@tbi i 
bedeuten , die sich nach Trennung des Reellen und Imaginiiren folgender- 


massen schreiben lassen: 


eas V Vie —B— 1 + 1atb? + (a? — & —1) 





46 [s +V Vat — & — 1+ a we obs at » | 


Multiplication der Gleichungen (1) und (2) giebt nun 


— ey Ue — a? + (y — Br)*) - [(@ — a)? + (y — B2)*) 
(X— a) +(¥—b= ele 





oder 


P-q 
Bia Qr ? 


wobei R die Entfernung des Punktes X + Yi von (a + bi) bedeutet, 
withrend p,q, 7 die Entfernungen des Punktes x + yi von a, + Bi, 
a, +- B,¢ und Null sind. 

Dividirt man hingegen Gleichung (1) durch Gleichung (2) und 


logarithmirt man beiderseits unter Zufiigung des Factors 3 » 8O er- 
hilt man 
4 X+ Yi — (a+ di) 
a 2 (a — bi) 
Lig StH mtd 4 1 yg ety —tet hd 1 yy ety 


i 8 —yi— (ae, — 64) © 26 8 w—yi— (ay— fi) 2 8 w— yi? 


oder, was nach bekannter Formel dasselbe ist: 


19* 
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arc tan > = are tan -¥— + are tan“ — Bb: __ are tan 4 . 
—¢ w— & x 2 x 


oder 
=o+iz—3, 

wobei die neuen Buchstaben die Richtungswinkel der Radii vectores 
R, p, q und r gegen die reelle Axe bedeuten. 

So ergiebt sich der Satz: 

Der concentrischen Kreisschaar R= c wm den Punkt a + bi der 
Z-Ebene und dem Strahlenbiischel 0 = y durch diesen Punkt ent- 
sprechen die Curvensysteme 


(3) aoe 
(4) e+ 2-8-7, 


deren Radii vectores von den Punkten a + bi+-Y(a + bi)?» —1 und 
Null ausgehen. 

Aus der Conformitiit der Abbildung folgt zuniichst, dass, da das 
Strahlenbiischel 0 = y und die Kreisschaar R = ec orthogonal sind, 
sich auch die Systeme (3) und (4) rechtwinklig schneiden. Spiter wird 
sich zeigen, dass letztere sich stets als Reciproke eines Lemniscaten- 
biischels und der zugehirigen Orthogonalschaar von Lemniscaten  be- 
trachten lassen, wobei einer der Kreise wm die Punkte +-1 mit dem 
Radius Y 2 als spiegelnde Curve auftritt. 

Die Fundamentaleigenschaft der Curven (3), dass das Rechteck 
der Radii vectores p und q gleich dem Rechteck aus dem Radius vector 
ry und dem Doppelten des Parameters ¢ ist, giebt zu einer neuen Con- 
struction derselben Anlass: 

Man denke sich um e@, + 6,7 und @, + 6,7 als Brennpunkte die 


confocale Lemniscatenschaar p-g = x? gezeichnet, bestimme r fiir 


_ auf geometrischem 
Wege und schlage damit um den Nullpunkt einen Kreis, Die Schnitt- 
punkte desselben mit der entsprechenden Lemniscate geniigen der 
Gleichung (3), gehdren also der gesuchten Curve an. 

Es lisst sich aber auch folgender Weg einschlagen: Man zeichne, 


von «, + 6,% und Null ausgehend, die Kreisschaar f= 4, wo A sich 


jede Lemniscate gemiiss der Gleichung r = 


geometrisch aus der Proportion p:7 = 4:1 ergiebt, und schlage um 


ot pols : 2 
a, + 6,7 einen Kreis mit dem Radius q = : " 


Proportion g:1—2c:A4 zu bestimmen ist. Die Schnittpunkte jedes 


wo also qg gemiiss der 


Kreises gq mit dem entsprechenden der Kreisschaar gehéren der ge- 


suchten Curve an. 
Aehnlich lisst sich die Eigenschaft (4) der andern Curvengruppe 
geometrisch deuten und zur Construction verwenden. Man zeichne 
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durch @, + B,i und a, + 6,i das System gleichseitiger Hyperbeln 
9» +z%=—6, bestimme fiir jedes 6 die Gerade d= 6 — y, welche 
vom Nullpunkte ausgeht. Letztere schneidet die entsprechende Hyperbel 
in Punkten der gesuchten Curve. 

Oder: Man zeichne durch «, + 6,% und Null das Kreisbiischel 
y — *=0, bestimme fiir jedes 0 den Winkel. y = y — 0 und ziehe 
von a, + £,i aus eine Gerade mit letzterer Neigung. Die Durch- 
schnitte derselben mit dem entsprechenden Individuum des Kreisbiischels 
geben Punkte der gesuchten Curve. 

Die Curven (3) und (4) haben nach Obigem die Eigenschaft, dass 
sich der innerhalb des Einheitskreises liegende Theil durch Reciprocitit 
gegen denselben und durch Symmetrie aus dem ausserhalb liegenden 
Theile erzeugen liisst, Fiir die Curven (4) folgt daraus, dass sie sowohl 
den unendlichen als den Nullpunkt passiren und dass jede eine Asymptote 
besitzt, welche, abgesehen vom Vorzeichen, dieselbe Neigung hat, wie 
ihre Tangente im Nullpunkte. Liegen ferner «, + 6,¢ und a, + 6,7 
auf der reellen oder imaginiren Axe, so treten fiir beide Curven- 
gruppen noch gewisse Symmetrieverhiiltnisse auf. 

Charakteristisch fiir die Curven (4) ist Folgendes: Die Gerade 
Linie hat in allen Punkten dieselbe Neigung ®@=y. Folglich: Die 
Gleichung 9p + 4%—®2=~y Dleibt fiir jede Curve (4) vollstiindig un- 
verdindert, wenn man statt a, + B,i und aw, + By, einen beliebigen ihrer 
Punkte ausserhalb des Einheitskreises und den nach obigem Gesetze ihm 
entsprechenden innerhalb desselben zum Ausgangspunkte der Radii vectores 
macht*). Das Entsprechende fiir die Curven (3) wird spiiter an- 
gegeben. 

Es lisst sich ferner leicht zeigen, dass die Curven (3) und (4) 
Isothermenschaaren in dem von Lamé definirten Sinne sind, da. h. dass 
sie sich in einer reellen Form w= c in gewodhnlichen Coordinaten 
schreiben lassen, deren linke Seite der Differentialgleichung 





Cu Cw 
{ 0x oy* a) 
geniigt. Da niimlich unsere Curven durch die Abbildung 7 = : (e+ *) 


in das Strahlenbiischel durch a + bi und die orthogonale Kreis- 
schaar verwandelt werden, so gehen sie durch die Abbildung 


r 1 1 ‘ 
Z= = (¢ ae ) — (a+ bi) 
in Strahlen durch Null und concentrische Kreise um Null iiber, folglich 


durch die Abbildung 


*) Vergl. Darboux: ,,Sur une classe remarquable de courbes etc.“ Mém, 
de Bordeaux, VIII, IX, 
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Z=lg [=(¢+ s)—(@+ bi)| 


in Parallelenschaaren zur reellen und imaginiiren Axe, Trennt man 
aber in letzterer Function das Reelle vom Imaginiiren, so ergiebt sich 


f Po) - oe . a ap ge : 
x+Yinl "SAP ot CSS 9] wera 


1 ‘ ‘ ° 
= lg (e+!) + éaretan 7, 
wobei von dem periodischen Zusatze abgesehen ist. Setzt man jetzt 


die reellen resp. imaginiiren Theile gleich, so ergiebt sich, dass den 
Geraden X =a, der neuen Z-Ebene die Curven 


1 ™ x (a + y* + 1) 4 2 y(e@+y?—1) sani . =e 
(5) 2 lg ( 2 (a? “+ y?) a) +( 2 (a? + y?) b) | = ay, 


den Geraden Y = b, die Curven 








2 2 _ — h(a 2 
(6) are tan y(at+y 1) — 2b(a? +- y?) 


x(a + y® + 1)— 2a(a®@ + yy’) b, 


entsprechen. Dies sind neue Gleichungen fiir die Curven (3) und (4), 
deren linke Seiten deshalb der Differentialgleichung Au = 0 geniigen, 
weil jede der reelle resp. der von i befreite imaginiire Theil einer 
Function complexen Arguments ist. 

Bei der Auswerthung zeigt sich, dass die Curvenschaar (3) resp. 
(5) vom 4'** Grade, die Gruppe (4) resp. (6) vom 3'" Grade ist. Fiir 
das Folgende wird es geniigen, beide als ,Isothermen 4" resp. 3 
Grades der z-Ebene“ zu bezeichnen, obgleich es dort noch andere 
dieser Art giebt. 

In Figur 1 ist beispielsweise links das Strahlenbiischel durch den 
Nullpunkt der Z-Ebene nebst orthogonaler Kreisschaar dargestellt, 
wihrend sich rechts das Isothermenbiischel 3' Grades durch ~+- i, 
0 und oo nebst orthogonaler Isothermenschaar 4'" Grades befindet. 
Durch Buchstaben ist das gegenseitige Entsprechen der Flichentheile 
erliutert, besonders die Zweideutigkeit tritt klar hervor. Die Schraffirung 
der Fliche des Einheitskreises soll andeuten, dass dieser Theil der 
z-Ebene dem zweiten Riemann’schen Blatte der Z-Ebene entspricht. 
Auch das Reciprocitiitsverhiltniss der gleichnamigen Felder der z-Ebene 
ist leicht zu erkennen. In derselben befinden sich ausser dem Ein- 
heitskreise noch zwei andere durch -++-1 gehende Kreise, die dem 
Einheitskreise der Z-Ebene entsprechen. Da gegen letzteren Reci- 
procitit des Strahlenbiischels in Bezug auf sich selbst und ausserdem 
Reciprocitit je zweier Kreise vorhanden ist, so folgt, dass in diesem 
Falle die Isothermen 3'" Grades in Bezug auf diese Kreise sich selbst 
reciprok sind, und dass von je zwei Individuen der Schaar 4'" Grades 
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dasselbe gilt. Solche Kreise sind iibrigens stets vorhanden, wenn das 
Centrum des Strahlenbiischels der Z-Ebene auf der imaginiren Axe, 
oder ausserhalb -+- 1 auf der reellen liegt, und zwar gehen im ersteren 
Falle die sich dann rechtwinklig schneidenden Kreise durch -+- 1, 
wahrend im andern Falle nur einer vorhanden ist, der das Kreisbiischel 
durch -+- 1 rechtwinklig schneidet. Zu erwihnen ist noch, dass die 
dargestellten Curven 3'" Grades aus einem einzigen Zuge bestehen, 
die Curven 4'* Grades im Allgemeinen aus getrennten Ovalen. Fiir 
die innerhalb der beiden Kreise um ~++- é liegenden Curven findet hier 
Symmetrie der Ovale statt: fiir die ausserhalb liegenden befindet sich 
der zweite Theil innerhalb des linsenférmigen Flichenstiicks und ist 
das reciproke Gebilde des ersteren gegen den Einheitskreis. 

In beiden Theilen der Figur 1 ist diejenige Aufeinanderfolge der 
Curven gewihlt, welche die Eintheilung in rechtwinklige Fliichenstiicke 
giebt, die mit zanehmender Kleinheit der Quadratform zustreben. Diese 
Kintheilung wird unten noch niher erliutert. 

Durch die Zeichnung sind iibrigens einige isothermische Probleme 
geometrisch geldst. 

Denkt man sich z. B. die durch zwei Kreisbogen gebildete Sichel 
+1, Y, —1, Y, lings des Randes auf constanter Temperatur ge- 
halten, die niichste Umgebung des Punktes ¢ auf anderer constanter 
Temperatur, so tritt schliesslich ein stationérer Wiirmezustand in der 
Ebene ein. Fiir denselben sind die innerhalb der Sichel befindlichen 
Curven 4'" Grades Isothermen. 

Kin Gleiches gilt von dem linsenformigen Flachenstiicke + 1, Y,, 
—1, Y, und dem Nullpunkte; Entsprechendes fiir den Aussenraum 
der beiden grésseren Kreise und den unendlichen Bereich, fiir welchen 
letzteren man auch einen sehr grossen Kreis mit dem Nullpunkte als 
Centrum setzen kann. 

Endlich ist noch folgende Deutung zuzulassen: die Punkte +-i 
mégen auf gleicher constanter Temperatur gehalten werden, der Punkt 
Null und der den unendlichen Bereich vertretende sehr grosse Kreis 
um den Nullpunkt auf anderer constanter Temperatur. Fiir den 
stationiiren Zustand sind dann simmtliche Curven 4'* Grades der 
Zeichnung Isothermen. Der gegenseitige Zusammenhang derselben 
kann durch folgende kinematische Betrachtungsweise lebendig illustrirt 
werden. Man denke sich in der Z-Ebene concentrische Kreise aus 
dem Nullpunkte hervorquellend und sich vergréssernd, tihnlich, wie 
sie auf ruhiger Wasserfliiche beim Aufschlagen eines Steines beebachtet 
werden. Was entspricht dieser Bewegung in der z-Ebene? Aus den 
Punkten -+- 7 quellen kleine Kreise hervor, die jedoch bald andere 
Gestalt annehmen und durch alle Phasen hindurch sich soweit ver- 
gréssern, bis sie in den Punkten -+ 1 sich treffen, wobei die Kreis- 
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gestalt in gewisser Weise wieder erscheint. Ein Theil des ersten Ovals 
vereinigt sich mit einem des andern zu einer die Kreise umschliessen- 
den Curve, welche sich bei weiterer Vergrésserung der Kreisgestalt 
wieder nahert, die abgelésten Reste vereinigen sich innerhalb der 
Linse zu Ovalen, die kleiner und kleiner werdend sich der Kreisgestalt 
nihern und schliesslich im Nullpunkte verschwinden. 

Ueber die Anwendung des Gegebenen auf hydrodynamische Probleme 
vergleiche man G. Kirchhoff: ,Vorlesungen iiber math. Physik“, 
2. Aufl. Abschnitt 21. 

Fiir beide Curvengruppen treten gewisse Singularitiiten ein, wenn 
a+ bi=-+1 ist, denn daa + bi + Y(a+bi) — 1 fiir diese Punkte 
eindeutig wird, werden zwei Radii vectores identisch und die Glei- 
chungen verwandeln sich in folgende: 

2 

(7) r =, 

(8) 29 —t=—y. 

Beiliiufig sei bemerkt, dass sie dann die Reciproken der confocalen 
Lemniscaten und des gleichseitigen Hyperbelbiischels um resp. durch 
+1 sind, und zwar gegen einen der Kreise um -+ 1 mit Radius /2. 
Zur Gruppe (8) gehért der LHinheitskreis, zu Gruppe (7) eine durch 
—1 gehende Pascal’sche Linie (limagon), die einzige der Curven 
dieser Gruppe, welche eine Schleife besitzt (vergl. § 6.). Die Curven 
(8) bilden, mit Ausnahme der Geraden und des Kinheitskreises, siimmt- 
lich rechtwinklige Schleifen, die durch Null und + 1 (resp. — 1) 
gehen und erinnern in ihrer Gestalt mehr oder weniger an das folium 
Cartesii. 

Aus Gleichung (8) folgt, dass fiir sehr kleines @ sich 2 der 
Grosse y niihert, so dass dem Winkel @ = y der Z-Ebene, der seinen 
Scheitel in + 1 hat, der Winkel gp = z entspricht, so dass iiberhaupt 
jeder Winkel <, dessen Scheitel sich dort befindet, in der z- Ebene 
auf > oder > + 180° reducirt wird. In diesem Punkte hért also, wie 


auch in — 1, die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen auf, was mit 
dem Verschwinden des Differentialquotienten zusammenhingt. Die 
Halbirung des Winkels entspricht dem Charakter des Windungspunktes 
1' Ordnung. Bei den Kreisbezichungen beider Ebenen kommt dieser 
Punkt noch einmal zur Sprache. — 

Dig gesammte Geometrie der Z-Ebene liisst sich nun mit elementaren 
Hilfsmitteln und in leicht iibersichtlicher Weise unter Zugrundelegung 
der Gleichungen (3) und (4) in die z-Ebene iibertragen, denn jeder 
Curve {(R,0)—=O0 der einen entspricht eine leicht aus ihr zu con- 
struirende Curve 
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(9) (|e) @+1—#)|=0, 


und zwar gehen die Radii vectores der letzteren von a+ bi--V(a+bi)?— 1 
und Null aus, wenn die Polarcoordinaten der ersteren Curve auf einen 
Punkt (a-+bi) bezogen waren. 

So entspricht z. B. den logarithmischen Spiralen R = ck®, welche 
ein Strahlenbiischel durch a + 6i isogonal durchsetzen, eine Curven- 
schaar 
(10) Pod aac. WtH-9, 

d. h. die Schaar der isogonalen Trajectorien des Isothermenbiischels 3" 
und der Orthogonalschaar 4 Grades. Die Eigenschaften dieser trans- 
scendenten Curven sind denen der logarithmischen Spirale ganz analog. 


Kine besondere Uebereinstimmung liegt darin, dass ie geometrisch 


wiichst, wenn »-+ y—® sich arithmetisch iindert. Diese Curven 
lassen sich ahnlich, wie die logarithmischen Spiralen, als Diagonal- 
curven einer gewissen Rechteckseintheilung betrachten*). In der 
Z-Ebene erhilt man niimlich ein System fihulicher Rechtecke, wenn 
die Neigungswinkel © des Strahlenbiischels arithmetisch, die Werthe 
des Radius R geometrisch auf einander folgen, also z. B. 


O=—.--—26, B, 9, B, 2B,--- 
R=.:-:.- os. e-*, #, et, oP, - 


Folglich : 
Die -Isothermenbiischel (3) und (4) theilen die Ebenen in recht- 
winklige Flichenriume ein, die mit zunehmender Kleinheit der Aehn- 


lichkeit zustreben, sobald die Ausdriicke p + 4— ® resp. fA die 


Werthe einer arithmetischen resp. geometrischen Reihe annehmen. 

- Ist dabei « = B, so geschieht die Eintheilung in kleine ,, Quadrate*. 
Letzteres ergiebt sich aus~der logarithmischen Abbildung. — Eine 
quadratische Eintheilung hat man z. B. in Figur 1. Durch Einzeichnung 
der Diagonalcurven erhilt man eine Vorstellung von den Gestalten 
der Linien (10) fiir den dortigen Specialfall. 

Kennt man von einer logarithmischen Spirale das Centrum und 
zwei ihrer Punkte, so kann man unendlich viele elementar construiren. 
Das Entsprechende gilt von den Curven (9). Auch gewisse Reci- 
procititsverhiltnisse gegen die auftretenden Kreise finden fiir diese 
Curven statt. 

Aus Gleichung (8) ergiebt sich ferner, dass das Kreisbiischel durch 


*) Vergl. ,,Ueber die logarithmische Abbildung etc.“ Zeitschr. fiir Math, u. 
Phys. XVI, pag. 269 etc. 
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beliebige Punkte a+ bi der Z-Ebene und seine Orthogonalschaar, 
deren Gleichungen sind : 


® —X= Y> o C's 
in folgende Curvensysteme der z-Ebene iibergehen: 
(11) P+. —AUtn)=?7, 
wp fbn. 


deren Radii vectores von den Punkten a + bi + Y(a+6i)? — 1 und 
a, +b,i+V(a,+6,i)? — 1 ausgehen. Diese Curven bilden das Iso- 
thermenbiischel 4°" Grades durch die genannten vier Punkte und die 
orthogonale Isothermenschaar desselben Grades. Es ist zu bemerken, 
dass der von Null ausgehende Radius vector r, ebenso sein Neigungs- 
winkel @ weggefallen ist. Die geometrische Deutung der Gleichungen 
(11) und (12) kann folgendermassen gegeben werden: 

Gehen von zwei Punkten a 4+- bi + V(a+bi)? — 1 Radii vectores 
p und p, aus, von zwei andern Punkten a, + b,i + Y(a,+6,)? — 1 
Radii vectores q und q,, so ist der geometrische Ort der Punkte, fiir 
welche das Verhiiltniss des Rechtecks aus p und p, zu dem Rechteck aus 
q und q, constant ist, eine der Isothermen 4" Grades, die durch Glei- 
chung (3) dargestellt waren; der geometrische Ort der Punkte, fiir welche 
die Differenz zwischen den Summen der Neigungswinkel der beiden 
Paare der Radii vectores constant bleibt, ist gleichfalls eine solche Curve, 
die durch die genannten Punkte geht und die vorige Curve orthogonal 
schneidet. 

Nun war oben gezeigt, dass die Isothermen 3'" Grades fiir alle 
Punktpaare von der Form a+ bi-- /(a+5i)? — 1, die auf ihnen 
liegen, dieselbe Gleichung haben. Das Analogon fiir die Isothermen 
4'e> Grades lisst sich auf zwei Arten geben. 

Ist nimlich Rc ein Kreis um a- bi und sind R, = c, und 
R, = zwei concentrische, die also so beschaffen sind, dass zwischen 
ihren Punkten in Bezug auf den ersten Kreis Reciprocitiit stattfindet, 
so hat der erste Kreis die Eigenschaft, dass das Verhiiltniss der von 
je zwei zusammengehorigen Punkten der andern Kreise ausgehenden 
Radii vectores fiir ihn stets dasselbe ist, auf welchem Radius die beiden 


Punkte auch liegen mégen. Die Gleichung 3 = a gilt also fiir alle 


Punktpaare. Das Analoge fiir unsere Curven 4'°" Grades auszusprechen, 
ist so leicht, dass es dem Leser iiberlassen bleiben kann. 

Das zweite Analogon ergiebt sich aus der Betrachtung, dass zu 
Sehnen eines Kreises, die einen concentrischen umhiillen, gleiche 
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Peripheriewinkel gehéren. Bezeichnet man die Endpunkte jeder Sehne 
als zugeordnete, und. zieht man von solchen aus Radii vectores nach 
dem ersten Kreise, so hat letzterer fiir alle zugeordneten Punktpaare 
die Gleichung ® — X= y. Auch hier ist die Uebersetzung des Satzes 
in die z-Ebene leicht durchzufiihren. 

Also: Die Isothermen 4" Grades haben die Eigenschaft, dass die 
Gleichungen (11) oder (12) bei jedem Individuum fiir unendlich viele 
Punktgruppen, die in geeigneter Weise zu Ausgangspunkten der Radii 
vectores gemacht werden, unverdnderte Geltung behalten. 

Im speciellen Falle 


(p+%,)—(™+m)=0" oder 180° 


EP: n't 
¢*S 
hat man statt der Isothermen 4'" Grades solche 3!" Grades, woraus 
sich neue Kigenschaften der letzteren ergeben. 
Dies folgt daraus, dass zwei der.Kreise zu Geraden werden. 
Auch fiir das Isothermenbiischel 4'°° Grades nebst Orthogonalschaar 
entsteht die Hintheilung in kleine ,Rechtecke“, die der Aehnlichkeit 
zustreben, wenn die Parameter y resp. ¢ in arithmetischer resp. geo- 
metrischer Reihe aufeinander folgen. Die Zeichnung wird am besten 
entworfen, indem das Kreisbiischel nebst Orthogonalschaar aus der 
Z-Ebene in die andere transformirt wird. Demnach lassen sich be- 
liebig viele Punkte der isogonalen Trajectorien der Curven (11) und 
(12) elementar construiren, deren Gleichung, wie leicht zu erkennen, 
lautet : 
(13) PoPs Lg. Pt %—Ue+H), 
qh 
Sie ist analog der Gleichung der isogonalen Trojectorien des Kreis- 
biischels 


und 


» chet, 
die ich in der citirten Abhandlung iiber logarithmische Abbildung als 
logarithmische Doppelspiralen eingehend untersuchte, worauf sie durch 
Herrn Burmester eine kinematische Bedeutung als Selbsthiilleurven 
im kreisverwandt-veriinderlichen System erhalten haben. 

Auch die transcendenten Curven (10) und (13) sind isothermische. 
Die Aufstellung ihrer Gleichung in der Form, dass die linke Seite der 
Differentialgleichung Au = 0 geniigt, bieten eine einfache Uebungs- 
aufgabe, deren Methode der oben gegebenen analog ist. 

Die Curven (11), (12) und (13) diirfen nicht mit denen der 
»lemniscatischen Geometrie 2‘ O.“ verwechselt werden, deren Glei- 
chungen identisch lauten. Die Ausgangspunkte der gleichnamigen 
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Radii vectores sind niimlich hier nicht, wie dort, Gegenecken eines 
Parallelogramms. 

Beispielshalber mégen noch die projectivischen Relationen aus der 
Z-Ebene in die andere iibertragen werden. Das Doppelverhiiltniss fiir 
vier Punkte einer Geraden, die von einem beliebigen Punkte derselben 
die Entfernungen P, Q, R, S haben, lautet 

B=—P s-@ 
R—@Q° S—P’ 
das fiir vier Strahlen durch einen Punkt mit den Richtungswinkeln 
«, B, y, 0 geltende hat die Form 
sin(y—a)  sin(é— 6) 
sin (y — 8) sin (0 — @) 





Beide gehen iiber in 


1° %e— Pi Ps | 8° Se — UH 
1% — NW" We 84 * 8g — Py* Po’ 
resp. 


sin [y +71 — (@ + ,)] | sin[d + 3, — (B+ 8) 
sin [y + 71 — (B+ By)] sin [9 + 0; — (@ + @)] 

Misst man die Entfernungen von einem der vier Punkte, die Neigungs- 

winkel von einem der vier Strahlen aus, so werden die Formeln den 

entsprechenden der Mébius’schen Kreisverwandtschaft ganz analog, 

die sich iibrigens mit allen Consequenzen fiir unsere Curvenschaar 

4'ee Grades iibertragen liisst. 

Auf Angabe zahlreicher Sitze, die nach Obigem fiir die Geometrie 
der z-Ebene leicht auszusprechen sind, mag verzichtet werden. Nur 
noch ein Specialfall der obigen Isothermensysteme, der von Wichtig- 
keit ist, bleibt der Vollstiindigkeit halber zu behandeln. 

Den Parallelen zur X- und Y- Axe der Z-Ebene entsprechen welche 
Curven ? 

Aus 


y ° 1 . 1 
X+Yi= 5 (a + yi + =e? 
folgt durch Trennung des Reellen und Imaginiiren und Gleichsetzung 


der entsprechenden Theile, dass die Geraden X =a und Y= b in 
folgende Curven 3'° Grades iibergehen: 


4 a2 2464 

(14) ee =a, 
at + y?—1 

(15) y. Hee. 


Diese Gleichungen geniigen aus demselben Grunde, wie die oben ent- 
wickelten, mit ihren linken Seiten der Differentialgleichung Au = 0. 
Die Rechteckseintheilung der Ebene geschieht, wenn beide Parameter 
arithmetischen Reihen folgen. Die isogonalen Trajectorien sind wieder 
Isothermen 3'" Grades. Aus der Gleichung der Geraden 
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x Y 
eye! 


folgt, dass die allgemeine Gleichung der Isothermen 3'" Grades auf 
die Form 


ba(u? + y* + 1) + ay (2? + y* — 1) = 2ab @ + 9’) 
gebracht werden kann. Alle Curven von dieser Gleichung haben also 
die durch Gleichung (4) charakterisirte Erzeugungsweise. Dass ferner 
jeder Curve f(X Y) =O der Z-Ebene eine Curve 


(16) f(F- SEEF), (f- “FFty] -0 


entspricht, ist selbstverstiindlich. 


§ 2. 
Uebertragung der Geometrie der z-Ebene in die der Z-Ebene. 


Fiir diese Umkehrungsaufgabe ist die Methode der Vorarbeit nicht 
anwendbar, da die bequemen Factorenzerlegungen hier wegfallen. 
Sowohl geometrisch als auch analytisch wird der Ausdruck schwer- 
filliger, und dies hiingt eng damit zusammen, dass die Kigenschaften 
des arcus cosinus und des Logarithmus sich nicht so elegant darstellen 
lassen, wie die les cosinus resp. der Exponentialfunction. Der Zu- 
1 


e 
also g = + are cos Z = lg (Z + YZ? — 1) ist. Der Inhalt dieses Para- 
graphen wird nur der Vollstiindigkeit wegen gegeben, da die Methoden 


sich spiiter vereinfachen lassen. 
Dem Punkte 2 + yi der z-Ebene entspricht der Punkt 


X+ Yi=3(e+9i+ sa5) 


der andern, der sich wiederum elementar construiren iisst, da 


sammenhang erklirt sich daraus, dass Z = + (¢ + ) = COS Zi, 


1 
e+ yi 
durch Reciprocitiit des Punktes 2 + yi gegen den Einheitskreis und 
Umlegen um die reelle Axe dargestellt wird, worauf nur noch Addition 
complexer Strecken anzuwenden ist. Denselben Punkt findet man 
natiirlich, wenn statt des Arguments #-+ yi der reciproke Werth 
desselben genommen wird. Diese Zweideutigkeit ist bereits erdrtert. 

Trennt man in 


z+ yi=X+ Vit V(XFVP—1 
das Reelle vom Imaginiren, und setzt man das Zusammengehirige 


gleich, so folgt, dass den Linien 2 =a und y = b folgende Curven 
entsprechen: 
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9 


‘Vix? — Y?— 18 axe? + (x?— ¥?#—1) 
(17) X+V ; 
ap ry EHP Perens Ly, 


Die linken Seiten dieser Gleichungen geniigen aus dem oben ange- 
gebenen Grunde der Differentialgleichung Au —0. Die Discussion 
der Gleichungen wiirde umstindlich sein. Spiter wird sich durch eine 
einfache Combination ergeben, dass es sich um die Reciproken zweier 
Orthogonalschaaren sich beriihrender Pascal’scher Schneckenlinien 
(limagons) handelt, wobei der Kreis um +1 mit Radius //2 als 
spiegelnde Curve auftritt. 

Die Construction, wie iiberhaupt jedes Uebertragen der Geometrie 
der g-Ebene in die der Z-Ebene ist elementar durchfiihrbar. Die‘ 
analytische Beziehung beider Ebenen ist die, dass der Curve f(xy)=0 
der z-Ebene die Curve 


‘ x? — ye— 1) X2y24 (x?— y2—1) 
(19) f{(x+V™ 1? +4 ; + ( »), 


(+ 47 SEa ick seer SS = »)] uid 


entspricht. Weit einfacher erscheinen die im vorigen Abschnitt dar- 
gestellten Relationen. Hier fehlen eben die Radii vectores, die sich 
vorher aus der Zerlegung der Function in Factoren ergaben. Man 
hat selbst bei einfachen Uebertragungen schwerfillige Rechnungen 
nothig, bei denen sich allerdings abgekiirzte Bezeichnungen anwen- 
den lassen. 

Um z. B. die Gleichung der Curve zu finden, die einer Curve 
der z-Ebene, welche in Polarcoordinaten @ und @ in Bezug auf einen 
Punkt a + bi gegeben ist, entspricht, stelle man die Gleichungen des 
Kreises @ = c und der Linie = y in gewodhnlichen Coordinaten auf 
und setze in denselben an Stelle von x und y die linken Seiten der 
Gleichungen (17) und (18). Die gefundenen Ausdriicke mégen mit 


f;(XYab)=—c und f,(XYab)=—y 


bezeichnet werden. Der Curve F(gq) =O der 2-Ebene entspricht 
also die Curve 


F{f,(XYab), f,(X Yab)] =0 


in der andern. Es wird sich spiiter zeigen, dass auch die durch f, wnd f, 
charakterisirten Coordinaten die Reciproken zweier orthogonaler Schaaren 
Pascal’ scher Schneckenlinien sind. ‘ 

Die Uebertragung von projectivischen Relationen geschieht in der- 
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selben Weise, wie im vorigen Abschnitte. Aufgabe der folgenden 
Paragraphen ist es nun, die interessantesten Beziehungen beider Ebenen 
aufzufinden und die Uebertragungsmethoden mdglichst zu vereinfachen. 


§ 3. 
Das gegenseitige Entsprechen der elliptischen Coordinaten um +- 1 
und der Kreiscoordinaten um Null. 


Nach Gleichung (7) entspricht dem Kreise mit Radius P = c¢ um 
den Punkt — 1 der Z-Ebene die Curve x =c, dem Kreise 9 =c 


2 . . * 
um + 1 die Curve ac =c, wobei die Radii vectores p, g, r von 


+1, —1 und Null ausgehen. Die der Ellipse - =i =c um die 


Brennpunkte -++-1 der Z-Ebene correspondirende Curve we alsoh 4 +o — 


so dass ihre Gleichung in Cartesischen Coordinaten lautet: 
(@$iti+y+@—i1t+y _ at+yt+1 


Were. Wey 
oder 
+i 1 1 
Fillies (r+ =e 
oder endlich 
r=e+ype?— 1. ° 


Der Ellipse ie =c mit den Brennpunkten +-1 entsprechen also 
die beiden Kreise r = ¢ + Yc? — 1 oder : (> se r) = c, die gegen den 


Einheitskreis reciprok sind. 

Aus der Halbaxe der Ellipse findet man demnach den Radius des 
Kreises, indem man ¢ um die mittlere Proportionale zwischen c + 1 
und ¢ — 1 vermehrt oder vermindert. Aus dem Kreisradius r findet 
man umgekehrt die Halbaxe der Ellipse, wenn man r um die eine 
Seite eines Recktecks vom Inhalte 1 vermehrt, dessen andere Seite 
gleich r ist, woravf noch die Summe zu halbiren ist. 


Ebenso geht die Hyperbel == 2 — x = cos (+ y), wo also +- y 


den Neigungswinkel. der Asymptoten bedeutet, tiber in die Curve 

P=? one , oder in gewohnlichen Coordinaten in: ——*—_- = * =x, 
Qr Vx + y? r 

d. h. in cos # = cos (-+y) oder in ®=-+ y—-+ are cosx. Also: 


Die Hyperbel <8 = cos y der Z-Ebene verwandelt sich in die beiden 


Geraden &#=—-+-y durch Null, die also gleiche Neigung mit den 
Asymptoten der Hyperbel haben. 
Jeder Punkt der z-Ebene, dessen Polarcoordinaten in Bezug auf 
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den Nullpunkt und die Richtung der reellen Axe 7, und @, sind, 
lisst sich also elementar in die Z-Ebene iibertragen, indem man die 
Ellipse 

|e oes 1 

ae (r, + 1 
und die Hyperbel 

P—@ 


= = cos a, 


mit den Brennpunkten -+- 1 construirt, wobei 4, der Neigungswinkel 
der Asymptote wird. Welcher von den Schnittpunkten zu wiihlen ist, 
ergiebt sich aus dem Vorangegangenen. Umgekehrt kann zu jedem 
Punkte der Z-Ebene das entsprechende Punktpaar der andern mit Hiilfe 
dieser Beziehungen construirt werden. 

Aus der Orthogonalitét der Kreise und Radien‘folgt die der con- 
focalen Ellipsen und Hyperbeln. Da man die Eintheilung der z-Ebene 
in iihnliche Rechtecke mittels der Radien und concentrischen Kreise 
um resp. durch Null erhilt, indem man r die Werthe einer geome- 
trischen, # die einer arithmetischen Reihe annehmen liisst, z. B. 


ot oe, or, o-*, F, &, EM, OH, ---, 
-+*, 3B, —28,—B, 0, B, 28; 36, ---, 
so erreicht man die Kintheilung der Z-Ebene in rechtwinklige Flichen- 


riume, die mit zunehmender Kleinheit der Aehnlichkeit zustreben, 
indem man in 


—~$ om > (r+) und P= 2 — ws 


die aufeinanderfolgenden Werthe von + und @ diesen Gesetzen unter- 
ordnet. Die Figur ist so leicht zu construiren, dass es einer beson- 


deren Zeichnung nicht bedurfte, um so weniger, als dieses Resultat 
bereits bekannt ist. 


Durch die Abbildung Z=+(¢+-) gehen nach Obigem in 
einander iiber die Curven 


(20) =>? ~z*|=0 und aE (r+ =): cos #| = 0, 


und ebenso die Curven 


(21) f[ (2484) (F59F-1), are cos = @] — 0 


und 


f(r, #) =09. 
Aus der Gleichung der logarithmischen Spirale um den Nullpunkt der 


z-Ebene, r = cx® folgt z. B. dass die der isogonalen Trajectorien der 
confocalen Kegelschnitte mit den Brennpunkten -+- 1 lautet: 
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ss arccos -—@ . 
Fees 


Die geometrische Deutung dieser Gleichung giebt die Fundamental- 
eigenschaft dieser Curven, welche sich als Diagonaleurven der obigen 
Rechteckseintheilung betrachten lassen, so dass, wenn nur zwei auf- 
einanderfolgende Diagonalpunkte bekannt sind, die Construction beliebig 
vieler Punkte der transscendenten Curve elementar geschehen kann. 
Auch die genannten confocalen Kegelschnitte, ebenso die Curven 
(22), welche letztere die Eigenschaft haben, dass die isogonalen Tra- 
jectorien eines zusammengehérigen Systems Curven desselben Charakters 
sind, gehéren zu den isothermischen Curvenschaaren. Die Frage nach 
der Form, in welcher die linke sane ay ar ee der Kegelschnitt- 


schaaren der Differentialgleichung 2—~ ee +4 3 “== 0 geniigt, kann er- 


y? 
ledigt werden mittels der Abbildung 


1 
Z=-— [e+ | = cos (2?) 


resp. ihrer Umkehrung 
Z=\g(2+VZ27-—1)= » are cos Z, 


yon denen die letztere die Kegelschnitte in Parallele zur reellen resp. 
imaginiiren Axe verwandelt. Aus 


X + Yi = cos(wi — y) = cos(xi) cos y + sin(#7) sin y 
folgt nimlich 
X = cos(%7) cos y, 
Yi = sin(#7) sin y, 
woraus durch Quadrirung und Addition gefolgert werden kann 
xX? Y? 


—__-- =; => 1 
cos? ¥ sin® y 
und 
x? ¥* 
‘costat sin? i 


Das erste ist die Hyperbel-, das andere die Ellipsengleichung. Der 


Geraden x = a entspricht also die ay Fre = C08 ai = Ste , 
" ie Q Pt 4. é bi 

der Geraden y = 6 die Hyperbel ” — ~ = cos b = ——,-— ,_ also, 

wenn man gewohnliche Coordinaten einfiihrt: 

(23) + are cos ~ ES PS SR ee =a, 





oder, um das Imaginiire zu vermeiden 
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(23*) Ig(§ — V€?— 1) =a, 
wo der periodische Zusatz vernachlissigt und fiir § der Werth 
Vix+1? + ¥? + Vix—1?+4+ ¥? 





einzusetzen ist; und 


ViX+ 1+ ¥*—Vix—ie+Y¥? _ 


” 


(24) arc cos 


Diese Gleichungen der Ellipse und Hyperbel geniigen mit ihren linken 
Seiten der obigen Differentialgleichung, da a= und b = y die reellen 
resp. imaginiiren Theile der Hilfsfunction 


ae+tyi= : are cos(X + Yi) 
sind. 
Die Uebertragung der allgemeinen Geometrie der z-Ebene in die 
Z-Ebene gestaltet sich nun folgendermassen: Der Kreis @ = ec um 
a + bi hat in gewdhnlichen Polarcoordinaten die Gleichung 


Vr —2r(acosse@+b sind) + a?+ b?—c, 
P+Q_, P-@ 
» ? 


» 





ihm entspricht also, wenn man = wv setzt, in 


der Z-Ebene die Curve 


(25) V (w+ Vu? —1)°—2(ut+ fuet—1) (av+byY1—v’)+a+R=e, 
oder kurz geschrieben 

f, (uvab) =e. 
Ebenso geht die Gerade durch a + bi mit dem Neigungswinkel » = 7, 
deren Gleichung in Polarcoordinaten lautet 


r sin # — b 
are tan ——— OY, 
iiber in 
-— (uw + Vuat—1) Vi —w— bd 
(26) are tan a mee — yy, 
oder kurz 
f(uvab) = y. 


Der Curve F'(og) = 0 entspricht also die Curve 
F[f,(uvab), f,(uvab)] = 0, 


wozu § 2. zu vergleichen ist. Die durch /, und f, dargestellten Coordi- 
naten stimmen namlich mit den dort besprochenen iiberein. 

Mit Hiilfe der elliptischen Coordinaten lisst sich tiberhaupt der 
allgemeine Charakter der vorliegenden Abbildung am bequemsten ent- 
wickeln, besonders auch das Verhalten der beiden Riemann’ schen 
Blitter der Z-Ebene. 

Isothermische und verwandte Betrachtungen lassen sich hier ebenso 
anschliessen, wie in § 1. 
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Das gegenseitige Entsprechen der Bicircularcoordinaten beider Ebenen 
mit den Grundpunkten -+- 1. 


Das Kreisbiische] durch die Punkte +1 der Z-Ebene hat die 
Gleichung © — X = y, die Orthogonalschaar die Gleichung va = ¢, 


wobei die Coordinaten auf -+ 1 bezogen sind. Nach den Gleichungen 
(7) und (8) entsprechen ihnen, da sich beim Einsetzen die von Null 
ausgehenden Radii vectores wegheben, die Curven 


(27) 29—z)=—y7, oder p—y= 4 resp. 180° +- z 
(28) (7) =c, oder . =e, 


also ebenfalls ein Kreisbiischel durch +-1 und die orthogonale Kreis- 
schaar , und zwar correspondiren jedem Kreise des Biischels der Z-Ebene 
mit dem Peripheriewinkel y zwei Individua des Biischels der anderen 


Ebene mit den Peripheriewinkeln z und 180° + 2, die sich dem- 


nach rechtwinklig.schneiden. Man vergleiche hierzu die sich an die 
Gleichungen (7) und (8) anschliessenden Erérterungen, aus denen 
bereits hervorgeht, dass zwei Biischelkreise der Z-Ebene sich unter 
dem doppelten Winkel schneiden, wie die entsprechenden der z-Ebene. 

Das obige Resultat ergiebt sich unabhingig hiervon noch auf 
folgendem Wege:*) 

Aus 

e=Z+yZ?*—-1 

folgen die Gleichungen: 


etl=_Z+14+yY7?—-1=y/7Z4+ 1(¥7Z+14+/7Z—-1) 


und 
e—1=]Z—14+yZ7?-1=yZ-1(vZ+1+/yZ-—-}), 


also durch Division 


e+1 Z+1- 
=> ca Z—1? 
oder 
etyitI1V  X+YVi+1 
e@tyi-1/ ~™ X4Yi-1° 


woraus sich ergiebt 
24 oS Yi+1 


x—yi—1 xX—Yi-1’ 


also durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 





*) Herr Prof. H. A. Schw arg lieferte den Beweis unter Heranziehung einer 
Hilfsebene. 


20* 
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A = 
o a 
wobei die Radii vectores von -+- 1 ausgehen. 
Durch Division derselben Gleichungen, Logarithmirung und Zu- 
setzung des Factors = folgt: 
2| Swe Stet) _ 3 s+ri—1) 
28 “2#—yi+1 22 © x«—yi—!1 
1 x+Yi41 1 yj, X+Y¥i-1 


=o 6 xoyima ~ 8 xy? 
oder 


Y 4 
2 [ are tan ™' — arc tan = ; | = are tan X+1~ are tan YS ‘ 


oder indem man fiir die arc tan die Richtungswinkel der oben ge- 
nannten Radii vectores setzt: 


2(p — 2) =O —X. 
Also auch auf diesem Wege, der in anderer Weise mit der Vorarbeit 
zusammenhingt, ist gezeigt, dass dem Kreisbiischel @ — X = y der 


Z-Ebene das Bischel g-—-1.= z , der Kreisschaar > =c die Kreis- 
schaar . = Yc entspricht. Die Halbirung der zusammengehdrigen 


Biischelwinkel folgt am bequemsten aus der Gleichung 


sti _ 7/ Zi 
—si Z—1"’ 


aus der unten noch weitere Consequenzen gezogen werden. Ganz 
allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen die Curven 


(29) F\(4), (> — x)| =0 und f l(2), 2(9 — »| =O 


und selbstverstindlich auch 


(0) ¢[V%, *S*]—0 wma 7([(2), @—v] =0. 


So gehen z. B. die oben erwihnten logarithmischen Doppelspiralen 


P ee 
ea®-= 


Q 


mit der? Grundpunkten +- 1 der Z-Ebene wiederum in logarithmische 
Doppelspiralen tiber, und zwar in das System 


(2)" = cx 9-2, 
oder : 
p 


we ae, 
re hie  . 
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Um die Resultate dieses Paragraphen zu veranschaulichen, construire 
man folgende zusammengehdérigen Figuren beider Ebenen. Durch die 
Punkte -+- 1 der Z-Ebene zeichne man ein Kreisbiischel, dessen Schnitt- 
winkel mit der reellen Axe eine arithmetische Reihe bilden. Die Ortho- 
gonalschaar, welche der Eintheilung in ,,ihnliche Rechtecke“ entspricht, 
construire man entweder direct, indem man etwa die imaginiire Axe 
zur Schaar gehoren liisst und sie durch reciproke Radii vectores gegen 
den zweiten willkiirlich angenommenen Kreis spiegelt und so fortfahrt, 
oder indirect durch Transformation einer concentrischen Kreisschaar 


entsprechender Art mittels Z = + von beliebigem Punkte aus. 


Die zugehérigen Kreise der z-Ebene werden dann sehr leicht 
folgendermassen gefunden: Die beiden Biischelkreise der z-Ebene, die 
einem solchen der andern Ebene entsprechen, haben ihre Mittelpunkte 
da, wo letzterer die imaginidre Axe schneidet. Ausserdem gehen sie 
durch +-1. Der Beweis folgt aus einer leichten Betrachtung iiber 
die Peripheriewinkel. 

Der Kreis der 2-Ebene, der zu einem Individuum der Orthogonal- 
schaar der Z-Ebene gehirt, hat seinen Mittelpunkt an der Stelle der 
reellen Axe ausserhalb des Einheitskreises, wo der Kreis der Z- Ebene 
dieselbe schneidet. Er schneidet ausserdem den Einheitskreis rechtwinklig. 
Der Beweis fiir letzteres kann so gefiihrt werden: Der Kreis um den 
Punkt a der reellen Axe der Z- Ebene, welcher den Kinheitskreis recht- 


winklig schneidet, trifft die Axe in den Punkten a + /a?—1 und 
a —Ya?—1. Nach § 1. geht er tiber in die Curve vet =ya—1, 


deren Radii vectores von a + /a? —1, a — Ya? —1 und Null aus- 
gehen. (Die beiden ersteren Punkte waren soeben genannt.) Dieser 
Gleichung geniigt, wie man sich leicht tiberzeugt, nur der Kreis um 
a + Ya? — 1, der den Einheitskreis rechtwinklig schneidet. 

Damit ist nun gleichzeitig das einfachste Uebertragungsprincip ge- 
funden. 

Um nimlich den Punkt a-+ bi der Z-Ebene in die andere zu 
iibertragen, lege man durch ihn und die Punkte + 1 einen Kreis und 
ausserdem durch ihn einen Kreis, der seinen Mittelpunkt auf der reellen 
Axe hat und den andern rechtwinklig schneidet. Die entsprechenden 
Kreise der z- Ebene construire man nach der eben angegebenen Methode, 
welche die beiden correspondirenden Schnittpunkte giebt. — Aehnlich 
geschieht die Bestimmung des Punktes der Z-Ebene, der einem ge- 
gebenen der andern entspricht. 

Speciell sei bemerkt, dass dem Einheitskreise der Z-Ebene die 
beiden Kreise um -++ i mit Radius //2 entsprechen, woraus neue Siitze 
abgelcitet werden kénnen. 
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Dass zu gewissen Isothermenschaaren 4'" Grades Kreise gehéren, 
wie in § 1. bemerkt wurde, ist aus Obigem gleichfalls ersichtlich. 

Interessant ist folgende kartographische Beziehung: 

Die stereographische Projection des Ptolemiius stellt die Erdober- 
fliche eindeutig auf der ganzen Ebene dar, und zwar kann dies so 
geschehen , dass den Meridianen und Parallelkreisen das Kreisbiischel 
durch + 1 und die Orthogonalschaar der Z-Ebene entsprechen. Die 
ganze Z-Ebene ist aber auf dem Einheitskreise der z- Ebene abgebildet. 
Die gesammte Erdoberfliiche ist demnach auf einem einzigen Kreise so 
dargestellt, dass wiederum Kreisbiischel und Kreisschaar den Meridianen 
und Parallelkreisen entsprechen. Die zugehoérige Figur findet sich 
schon bei Lambert*). 


§ 5. 


Den Reciproken der elliptischen Coordinaten um -+-1 entspricht das 
Kreisbiischel durch die Punkte +- i nebst Orthogonalschaar. 


Der isothermischen Spiegelung (Inversion) gegen den Einheitskreis 
der Z-Ebene entspricht die Spiegelung gegen einen der ihm ent- 


sprechenden Kreise um +i mit Radius /2. Durch die erstere Ope- 
ration erhailt man aus den confocalen Kegelschnitten um -+- 1 ihre 
Reciproken, durch die letztere gehen die entsprechenden Strahlen 
und Kreise durch resp. um den Nullpunkt der z-Ebene in das Kreis- 
biischel durch -+-¢ und die orthogonale Kreisschaar iiber. Folglich: 

Dem Kreisbiischel durch +-1 und seiner Orthogonalschaar ent- 
sprechen die Reciproken der elliptischen Coordinaten wm -+- 1 gegen den 
Einheitskreis. 

Bekanntlich ist die Reciproke der gleichseitigen Hyperbel eine 
Lemniscate, und zwar im vorliegenden Falle die Lemniscate P- Q = 1 
mit den Brennpunkten -+- 1, Letztere entspricht offenbar den Kreisen 
des obigen Biischels, die ihr Centrum in den Punkten -+- 1 haben. 
Der isothermischen Spiegelung gegen diese Lemniscate wird demnach 
die Reciprocitit gegen jeden dieser beiden Kreise entsprechen. Unten 
werden daraus interessante Beziehungen abgeleitet. 

Figur 2 stellt das hier behandelte gegenseitige Entsprechen dar. 
Ueber die Construction der Curvensysteme braucht nichts bemerkt zu 
werden. 

Um auch hier den einfachsten analytischen Zusammenhang zu 
finden, werde das Resultat nach unserer Methode verificirt. 


Zuniichst verwandelt die Abbildung Z - + den Kreis QQ =c um 





*) Lambert: ,,Beitriige zum Gebrauche der Mathematik etc.“ 1772. Theil 3, 
pag. 105 bis 199. 
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den Punkt + 1 in den Kreis g = c¢, dessen Radii vectores von + 1 


P 
R =C 
mit Radii vectores, die von —1 und Null ausstrahlen, so dass die 
Ellipsen- und Hyperbelgleichung P + @—c verwandelt wird in 
P+Q 
R 
schaft der Hecigroken der confocalen a gefunden ist. Der ap 


und Null ausgehen, den Kreis Pc um — 1 in den Kreis 


=c, wodurch die Gleichung und zugleich die Fundamentaleigen- 


chungen (3) resp. (7) tiber in Pie c, wobei die Radii vectores 


p,q, t, # von —1, +1, —7% oa + i ausgehen, wahrend die von 
Null ausgehenden weggefallen sind. Fiihrt man fiir diese Radii vectores 
gewohnliche Coordinaten ein, so entsteht die Gleichung 








e+y+i= yee resp, v2? +y—l= ants fl 
Das erste ist die Gleichung eines Kreises r = res = um den Punkt 
ee 
Va — der imaginiren Axe, die sich auch schreiben lasst 
c —— 


+= ~ yee » oder auch (1) + —2— 
c 7 c a. 5 
fy (5) — ® ) 
wobei ¢ und ¢, wieder von -++ ¢ ausgehen. Das andere ist die Gleichung 


— 2 i—¢ 
des Kreises r =~ um den Punkt / a der reellen Axe, dessen 


Ls 





Gleichung auch lautet: go, — po = arctan -— os zs» oder auch 


Va—e 
2sin(g, — y)=c. Also mit einer geringen Aenderung: 
Der Schaar der Reciproken der ear > Ellipsen _ der Gleichung 


Pte we entspricht die Kreisschaar — ~| (4+ G ) | =, 


aR der 
Schaar der Reciproken der confocalen Hyperbeln mit der Gleichung 


=-¢@ =x das Kreisbiischel sin(g,— ) = *, wobei alle Radii 


vectores von den genannten Punkten ausgehen. 
Zwischen beiden Ebenen besteht also die Beziehung, dass sich 
gegenseitig .entsprechen die Curven 


(a1) [7 e, Aye ]—o ma [EC +5): sine—9) =o, 


und ebenso 
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(32) {(242 + V( tT) F—1) ; (are sin P59) = () 


und 
(4), @— 9] =0. 


Auf die Analogie der in diesen Formeln enthaltenen Ausdriicke 
mit den folgenden: > (2 + x) Z+yZ?—1, cosg==— (c+ 7) 
a — e 


‘ Py 1 
und sinzg=-~ ( — 7) werde kurz aufmerksam gemacht, um da- 
— e 


mit eine andere Ableitung des Resultats anzudeuten. 

Aus dem Gegebenen lassen sich noch einige interessante Siitze bei- 
laufig ableiten. Spiegelung gegen die unter -+ 45° geneigten Geraden 
durch den Nullpunkt der z-Ebene verwandelt niimlich das Kreis- 
biischel durch -+-1 in das Kreisbiischel durch +i. Folglich ent- 
sprechend in der Z- Ebene: 

Die isothermische Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel ver- 
wandelt das Kreisbiischel durch ihre Brennpunkte nebst Orthogonalschaar 
in die Reciproken der confocalen Kegelschnitte um diese Punkte. 

Dasselbe gilt von der Abbildung Z = )/1 — 2”, wobei die Brenn- 
punkte -+- 1 zu Grunde zu legen sind*), 


Ferner: Der Kreis um + 1 (resp. — 1) mit Radius /2 verwandelt 
durch Inversion die Geraden durch Null und die zugehdrigen concen- 
trischen Kreise in das Kreisbiischel durch +- 1 und dessen Orthogonal- 
schaar. Folglich entsprechend in der Z-Ebene: 

Die isothermische Spiegelung gegen die gewihnliche Lemniscate ver- 
wandelt das Kreisbiischel durch thre Brennpunkte nebst Orthogonal- 
schaar in die confocalen Kegelschnitte wm diese Punkte. 

Dasselbe gilt von der Abbildung Z = J/14+ +, -**) Hierin 
liegt vielleicht der schnellste rein geometrische Uebergang von den 
Kreisbiischeln und Kreisschaaren zu den confocalen Kegelschnitten. 


Beide Siatze sind Beitrige zu Specialfillen der lemniscatischen Ver- 
wandtschaft 2‘ Ordnung. 


§ 6. 
Weitere Consequenzen der Kreisbeziehungen beider Ebenen. 


: g+1 
Die Formel att 

ra 
massen deuten: 


/ fa5 des § 4. lasst sich folgender- 





*) Vgl. ,,Beitrige zur Theorie der isogonalen Verwandtschaften.“ 
**) Vgl. ,,Lemniscatische Geometrie etc.“ § 5. 
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Unterwirft man ein Gebilde der z- Ebene der Transformation et 7 ; 


so erhdlt man dasselbe, als wenn man das entsprechende Gebilde der 


Z- Ebene der Abbitdung V/2++. untersieht. 





. +1 Z+1 
Die involutorischen Transformationen = ; und is pent. 


sprechen aber in beiden Ebenen der Reciprocitiit gegen den Kreis um 


den Punkt + 1 mit Radius /2, wihrend die Wurzelausziehung den 
Uebergang von der gewohnlichen Geometrie in die lemniscatische be- 
deutet. (Ausser der Reciprocitiit ist noch das Umlegen um die reelle 
Axe zu beriicksichtigen, was im Folgenden nicht mehr besonders her- 
vorgehoben werden soll.) 

Nun geht aber jedes Kreisbiischel durch die Punkte a + b7¢ und 


a, + b,i der Z-Ebene durch die Abbildung V f: in ein Lemnis- 


/ a+bi+1 yf other 
atbinns "49 V Gabi 
iiber,*) folglich muss letztere Curvengruppe, der Umkehrung der 


z+1 
s—1l1 


catenbiischel durch die beiden Punktpaare ] 


Transformation unterworfen, die iibrigens genau ebenso lautet, 


auf Curvenschaaren fithren, welche dem obigen Kreisbiischel der 
Z-Kbene entsprechen. Also: 

Dem Kreisbiischel durch die Punkte a+ bi und a,+b,i der 
Z-Ebene und seiner Orthogonalschaar entsprechen die Reciproken 


des Lemniscatenbiischels durch die Punktpaare / ot + und 


yas ae es + der z-Ebene gegen den Kreis wm den Punkt + 1 mit 
1 1 


Radius V2. 

Mit andern Worten: Die in § 1. behandelten Biischel yud Schaaren 
der Isothermen 3%" und 4%" Grades der z-Ebene sind Reciproke von 
Lemniscaten - Biischeln und -Schaaren gegen den genannten Kreis, 

Da nun der Spiegelung gegen diesen Kreis in der ¢-Ebene die 
Spiegelung gegen die Lemniscate P- Q@—=1 um die Punkte + 1 der 
Z-Ebene entspricht, so folgt, dass die genannten Lemniscatenschaaren 


der z-Ebene durch die Abbildung Z = +(¢+ 4) in Curven iiber- 


gehen, die durch Spiegelung der urspriinglichen Kreissysteme gegen 
die Lemniscate entstehen. 

Von besonderem Interesse ist folgender Fall: Die Geraden durch 
den Nullpunkt der Z-Ebene nebst Orthogonalschaar gehen nach der 
»lemniscatischen Geometrie“ durch isothermische Spiegelung gegen die 


*) Vergl. ,,Lemniscatische Geometrie etc." 
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Lemniscate in ein Biischel von Schleifenlemniscaten durch +- 1 und 
Null nebst der Orthogonalschaar von Lemniscaten iiber. Folglich: 

Das Lemniscatenbiischel durch die Punkte +- | und Null der Z-Ebene 
entspricht dem Lemniscatenbiischel durch die Punkte +-i wnd + 1 der 
2-Ebene; auch die beiden Orthogonalschaaren von Lemniscaten entsprechen 
einander. 

Dieser Fall ist durch Figur 3 erliiutert, wovei wiederum dem Innern 
des Einheitskreises das untere Blatt der Z-Ebene entspricht. Die iso- 
thermischen Deutungen dieser Zeichnungen mégen dem Leser iber- 
lassen bleiben. Die ,,lemniscatische Geometrie“ giebt Niheres iiber 
diese Systeme. 

Verification des Resultates und Formulirung der analytischen Be- 
ziehung beider Ebenen geschehe auch hier nach der friiheren Methode: 
Nach der ,lemniscatischen Geometrie“ hat das Biischel von Lemnis- 
caten durch +- 1 und Null die Gleichung ® + X — 20 = y, die Ortho- 


gonalschaar die Gleichung a ==c, wobei die Radii vectores von 


+1 und Null ausgehen. Nach den Formeln (3) und (4) resp. (7) und 


(8) entstehen durch die Abbildung « = Z + YZ? — 1 aus ihnen die 
Curven 


2Ko+tza—Ww+4)]—y7 und (P4)— ¢, 


deren Radii vectores von -++ 1 und +i ausgehen, wihrend die vom 
Nullpunkte ausgehenden sich gehoben haben. Nach der Ofter citirten 
Abhandlung sind dies aber die Gleichungen eines Lemniscatenbiischels 
durch die genannten Punkte und der orthogonalen Lemniscatenschaar. 

Ganz allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen Curven, deren 
Gleichungen in diesen lemniscatischen Coordinaten sind: 


(33) f[(An"), (@ + x — 26)] =0 


und 
r| = 2 (9 +z—(#+ )| =0, 


wobei die Radii vectores von den Punkten +- 1 und Null der Z-Ebene 
resp. von denen der z-Ebene +- 1 und +-i ausgehen. 
In derselben Weise liisst sich die obige Relation auch in der Form 


(Stipa get 


verwerthen, die man dahin deuten kann, dass die Transformation ent- 
sprechender Gebilde mittels der beiden gleichgesetzten Functionen auf 
identische Gebilde fihrt. In der Z-Ebene handelt es sich dabei wieder 
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um die Inversion gegen den Kreis um + 1 mit Radius /2, in der 
z-Ebene um dasselbe, ausserdem aber noch um die Quadrirung, bei 
welcher bekanntlich der Neigungswinkel jedes von Null ausgehenden 
Radiusvectors verdoppelt, er selbst aber gemiiss der Proportion 1:r==r:r? 
quadrirt wird. Bekanntlich wird nun jedes Kreisbiischel der z-Ebene 
durch a + bi und a, + 0b,¢ nebst Orthogonalschaar durch die Abbildung 


ste in ein Kreisbiischel durch at S und at rt nebst 
Orthogonalschaar, dieses aber durch Quadrirung in ein Biischel 


a+bi+1y 
a+bi—1 
nebst Orthogonalschaar von Curven derselben Art 


Pascal’ scher Schneckenlinien (limagons) durch die Punkte ( 
a,+3i+1\2 

und (SS 

verwandelt*). Diese Curven verwandeln sich aber in der Z-Ebene 


durch die Umkehrung der Abbildung 71, 
lautet, in die den urspriinglichen Kreisen entsprechenden Systeme. 
Folglich: 

Jedem Kreisbiischel der z-Ebene durch die Punkte a+ bi und 
a, + b,é entspricht in der Z-Ebene ein Curvenbiischel durch die Punkte 


; (a + t+ — +r) und = (a, +bi+ =yar) welches durch In- 


version mittels des Kreises um + 1 mit Radius /2 aus einem Biischel 
Pascal’ scher Schneckenlinien (im speciellen Falle Cardioiden oder auch 
Parabeln) erzeugt werden kann. Von den Orthogonalschaaren gilt 
dasselbe. 





die wiederum ebenso 


Somit ist auch fiir die in § 2. behandelten Curven die geometrische 
Deutung gefunden. 

Da die confocalen Kegelschnitte um die Punkte -+- 1 der Z-Ebene 
die Abbildungen von Kreisen und Geraden sind, so ergiebt sich bei- 
liufig ein Specialfall des bekannten Satzes, dass diese Kegelschnitte, 
gegen einen Kreis um einen der Brennpunkte (hier der specielle Kreis 
mit Radius V2) gespiegelt, auf Pascal’sche Schneckenlinien fiihren. 
Dasselbe gilt aus gleichem Grunde von den obigen Reciproken der Kegel- 
schnitte (Fig. 2). Auch die in den Figuren 1 und 2, und-ewar in der 
Z-Ebene, befindliche Lemniscate P - Q = 1 mit den Brennpunkten +- 1 
geht durch Inversion gegen diesen Kreis in eine Pascal’ sche Schnecken- 
linie iiber, weil sie zwei Kreisen der 2-Ebenen entspricht. 

Aus letzterem erledigt sich eine zur Gleichung (7) gemachte 
Bemerkung. 


*) Ueber die Biischel und Schaaren der Limagons vergl. Amstein: Exemples 
de représentation conforme, Bull. Soc. Vaud. Sc. Nat. XVI. 82, eine Abhandlung, 
der auch Zeichnungen dieser Systeme beigegeben sind. 
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Da endlich die Kreise der z-Ebene, gegen die Kreise und Geraden 
um resp. durch Null gespiegelt, wieder Kreise geben, so folgt, dass 
die isothermische Spiegelung gegen alle Individua der confocalen Ellipsen 
und Hyperbeln die hier auftretenden limagons wiederum in solche ver- 
wandelt, — 

In gleicher Weise lassen sich noch zahlreiche andere Beziehungen 
aus dem Vorangegangenen mit Leichtigkeit ableiten. Von diesen sei 
noch ein Beispiel angegeben. 

Das Isothermenbiischel 3'*" Grades durch -+- i nebst Orthogonal- 
schaar (Fig. 1) der z-Ebene geht durch Umklappen um die Gerade durch 
Null mit Neigung 45° in ein congruentes Biischel durch + 1 nebst 
Orthogonalschaar iiber; die isothermische Spiegelung gegen die gleich- 
seitige Hyperbel der Z-Ebene, welche der genannten Geraden ent- 
spricht , verwandelt nach der ,,lemniscatischen Geometrie“ das Strahlen- 
biischel durch Null nebst concentrischer Kreisschaar in die confocalen 
Lemniscaten um die Punkte -+- 1 nebst orthogonalem gleichseitigem 
Hyperbelbiischel durch beide Punkte. Folglich: 

In beiden Ebenen entsprechen sich die genannten confocalen Lemnis- 
caten und orthogonalen Hyperbeln einerseits und die um 90° gedrehten 
Isothermen 3" resp. 4" Grades durch resp. um +- i andrerseits. 

Dieses gegenseitige Correspondiren ist in Figur 4 dargestellt. 

Der Vollstindigkeit halber sei endlich noch gezeigt, wie sich 
analytisch mittels der Bicircularcoordinaten mit den Grundpunkten +- 1 
die Geometrie der z-Ebene in die der Z-Ebene iibertragen lisst. Der 
Kreis @ = ¢ um den Punkt a + bi der ersteren und die Gerade g = y 





durch diesen Punkt gehen nimlich durch die Abbildung Z = (441 1 


in Curven iiber, deren Gleichung in Polarcoordinaten, die auf den 
Nullpunkt bezogen sind, lautet: 


= : R—2VR (a, cos . + 6b, sin = + a? + bd? 
V(ia—1"%+0 —— ee == ¢, 
R—2VR cos — =< 1 


VR sin = —b, VR sin © 
are tan 6 — arctan a Tey, 
VR cos — — a, VR cos —1 
wo 
@+bt=1 - 2b aa: -_>> 
a = Ge? = @nigpR? * = are tan ——; ist. 


Diese Gleichungen gehen durch die Abbildung is : in gleichlautende 


iiber, nur dass 5 an Stelle von R.und © — X an Stelle von © zu 
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setzen ist, wobei die Radii vectores von -++- 1 ausgehen. Die so um- 
geschriebenen Gleichungen sind die des Biischels und der Schaar 
Pascal’scher Schneckenlinien, die dem Strahlenbiischel m = y und 
der Kreisschaar @ = c¢ entsprechen, und zwar in Bicircularcoordinaten 
mit den Grundpunkten ++ 1. 

Die der confocalen Ellipsen und Hyperbeln lauten z. B. 


Ve ot? / ooo +1 


/ Pp o—X ae 
c V Pee 7 
2 Q cos +1 
V P sin a. -* f= sin ntins : 
Q 2 Q z 
are tan — are tan =y/. 
ft Ie i Tee, > 
i i wae. Viger 


Schlussbemerkungen. 


Nach Obigem kann die Theorie der untersuchten isogonalen Ver- 
wandtschaft wohl als erledigt betrachtet werden. Man wird erkennen, 
wie jede Function complexen Arguments zu einer unerschépflichen 
Quelle geometrischer Beziehungen wird, sobald man aihnliche Methoden 
anwendet. Zahlreiche Uebungsbeispiele aus dem Gebiete der conformen 
Abbildung, isothermische, elektrostatische und hydrodynamische Pro- 
bleme (man vergl. die physikalischen Anmerkungen zu Fig. 1) lassen 
sich ohne Weiteres anschliessen, und auch fiir die Kinematik der ent- 
sprechenden conform verinderlichen Systeme kénnen die wichtigsten 
Consequenzen sofort gezogen werden. 

Fiir andere Verwandtschaften , die mit der behandelten zusammen- 
hingen, sind wichtige Sitze ohne Schwierigkeit auszusprechen. Man 


unterwerfe z. B. die €-Ebene der '‘l'ransformation Z = -(§+ >) 
und ausserdem der Abbildung ¢ = 5 (ak + at) Aus Letzterem folgt 


(= stent so dass zwischen der Z- und z-Ebene folgende Re- 
lation stattfindet: 


_ 1 fe4+Ve2Q—1 oe |. 

oo 2 | a + ze+V2—-1 

Bei dieser isogonalen Verwandtschaft entsprechen einander gewisse 
confocale Kegelschnitte mit den Brennpunkten +1. Verschiedene 
Ellipsen und identische Hyperbeln entprechen einander z. B., wenn 
a reell ist, identische Ellipsen und verschiedene Hyperbeln, sobald a 
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von der Form e* =cosa-+isina ist, d. h. wenn es nur einen 
Drehungsfactor bedeutet. Unter jeder Bedingung entsprechen aber die 
oben besprochenen Systeme der Reciproken Pascal’scher Schnecken- 
linien in der einen Ebene solchen Systemen in der andern. Man 
vergleiche hierzu Jacobi’s Brief an Steiner, Crell. ‘Journal XII, 
pag. 137 und Burmester: ,,Ueber das bifocal veriinderliche System“, 
Math. Annalen XVI. Auch lisst sich von hieraus leicht die isother- 
mische Spiegelung gegen die Ellipse und Hyperbel entwickeln. 


Hagen, im Januar 1881. 
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Die Untergruppen der Galois’schen Gruppe 
der Modulargleichungen fiir den Fall eines primzahligen 
Transformationsgrades. 


Von 


J. Grerster in Bamberg. 


Bekanntlich liegt der eigentliche Ausgangspunkt fiir die Galois’- 
schen Resultate iiber die Modulargleichungen der elliptischen Func- 
tionen in der Betrachtung der zur Modulargleichung gehorigen ,,Gruppe“, 
deren Aufbau mit Leichtigkeit und grosser Eleganz die verschiedenen 
Eigenschaften der vorgelegten Gleichung erkennen liisst. So fiallt 
namentlich die Frage nach den Resolventen der Gleichung einfach mit 
der Frage nach den in der Galois’schen Gruppe enthaltenen Unter- 
gruppen zusammen, indem niimlich jeder Untergruppe eine Resolvente 
und umgekehrt jeder Resolvente eine Untergruppe entspricht. Es ist 
daher von Interesse, diese Untergruppen zu kennen. 

Nun sind gewisse Gattungen dieser Untergruppen durch friihere 
Arbeiten bekannt*). Insbesondere hat Serret die cyklischen und 
metacyklischen Untergruppen sorgfiltig studirt. Ferner weiss man 
seit Galois, dass fiir die Transformationsgrade gq = 5,7, 11 Unter- 
gruppen von je ¢ = (d. h. beziehungsweise von 12, 24, 60) Sub- 
stitutionen existiren, wihrend dieses fiir g > 11 — es soll hier durch- 
weg q die Bedeutung einer Primzahl haben — nicht mehr der Fall ist. 

Auf dieser letzteren Thatsache beruht namentlich der beriihmte 
Galois’sche Satz: Dass die Modulargleichung, die von Hause aus 
den Grad g+1 hat, fir die Fille g—5,7,11 Resolventen vom 
q'" Grade besitzt, wihrend dieses fiir Primzahlen g > 11 nicht mehr 
der Fall ist. 


*) Man vergl. Galois in Liouville’s Journal 1846, pag. 381 ff. Betti, Sopra 
VYabbassamento delle equazione modulari delle funzione ellitiche in Tortolini’s 
Annali di scienze matematiche etc., Bd. 4 (1853). 

J. A. Serret in den Comptes Rendus de l’Académie des Sciences 1859, 1860, 
sowie im zweiten Bd. seines ,,Cours d’Algébre supérieure“, pag. 363 ff. 

Camille Jordan im Traité des substitutions et des équations algébriques 
1870, pag. 344. 

E. Mathieu, Comptes Rendus 1858; insbesondere Liouville’s Journal 1860 
und i861. 
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' Es blieb aber meines Wissens die Frage nach der Gesammtheit 
dieser Untergruppen unerledigt. Die vorliegende Arbeit hat sich nun 
die Aufgabe gestellt, diese Liicke auszufiillen. Wenn hiebei auch die 
alten Resultate ausfiihrlich abgeleitet sind, so schien dies im Interesse 
der Vollstiindigkeit und Deutlichkeit der Arbeit nothwendig zu sein. 
' Die hauptsiichlichen Resultate der Arbeit sprechen sich in fol- 
gendem Theoreme aus: Ausser den bekannten cyklischen und meta- 
cyklischen Untergruppen kinnen nur noch 3 Gattungen von Untergruppen 
in der Galois’ schen Gruppe der Modulargleichung enthalten sein. Es 
sind dieses die Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergruppen von bez. 12, 24, 
60 Substitutionen und zwar giebt es: 

1) Tetraedergruppen fiir jeden Transformationsgrad q, 

2) Oktaedergruppen, wenn q = -+- 1 mod. 8, 

3) Ikosaedergruppen, wenn q = -+ 1 mod. 5 ist.*) 

In anderer Fassung geben diese Resultate eine merkwiirdige Ver- 
allgemeinerung der von Galois fiir g = 5, 7, 11 gefundenen Theoreme. 
Wenn es gestattet ist, Resolventen, die nicht aus cyklischen und meta- 
cyklischen Untergruppen gewonnen werden und von der Galois’schen 


Resolvente des Grades tte verschieden sind, als besondere Resol- 


venten zu bezeichnen, so lautet dieselbe folgendermassen: 


*) Ich bediene mich zur Bezeichnung der Gruppen der geometrischen Aus- 
drucksweise, die in den Untersuchungen iiber endliche Gruppen linearer Sub- 
stitutionen einer Veriinderlichen iiblich ist. Vergl, F. Klein, Math. Annalen 
Bad. IX, XII; Gordan ebenda Bd. XII, C. Jordan, Borchardt’s Journal Bd. 84. 
Die einfachsten Formeln zur Darstellung dieser Gruppen sind bekanntlich die 
folgenden: 

sin 
1. Kreistheilungstypus: y’= «sy, «=e ”™ , (v=0,1,2---n—1). 


v 
2. Doppelpyramidentypus: 4'= en, bez. 4’ =—— 





3. Tetraedertypus: 7’=-+ 7, +7, +6 = ONE tat 4 5+9 


1—7’ 1+’ —t—y%’ 
t—4 
+-— -+ 
~~ ore 
-@ it 1 v 
' Jitote, § pi=3s gits gaits 
4. Oktaedertypus: 7'=7* yn, -s i =." a —e i ae 
o t— 
8 Fp? OHO 128). 
v 4 Vv 
5. Ikosaedertypus: 4°=s"n, ———, e- e+ente ; 
U] n— & (e+ &') 
2in 
i ‘ 
ee oe eS 


(e+etnte’ 
(u, v=0, 1, 2, 5, 4). 
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1) Die Modulargleichung der Transformation q' Ordnung hat 
immer besondere Resolventen vom Grade se), Dies liefert fiir gq=5 
Resolventen vom Grade 5; 

2) Sie hat fiir jedes g=-+-1 mod.8 besondere Resolventen vom Grade 


sq) - Dies liefert fiir ¢ = 7 Resolventen vom Grade 7. 


3) Sie hat fiir jedes g==-++ 1 mod. 5 besondere Resolventen vom 


Grade sf). Dies liefert fiir q¢ = 11 besondere Resolventen vom 
Grade 11. 
4) Ausser diesen besonderen Resolventen giebt es keine weiteren mehr. 
Die drei ersten dieser Siitze sind die Ergebnisse des Abschnittes I. 
der Arbeit, wiihrend der 4. Satz aus den Entwicklungen des Ab- 
schnittes IT. folgt. 


Ich ergreife die Gelegenheit, um Herrn Professor Felix Klein 
fiir die vielfache Anregung und Unterstiitzung bei meinen Arbeiten 
den besten Dank auszusprechen. 


I. Abschnitt. 


Aufziihlung und Charakterisirung der thatsiichlich vorhandenen 
Untergruppen. 


§ 1. 
Die Galois’sche Gruppe G der Modulargleichungen. Die Perioden 
ihrer Substitutionen*). 


Seien die g-+ 1 Wurzeln der Modulargleichung der Transformation 
q* Ordnung — unter qg verstehen wir, wie schon in der Einleitung 
bemerkt wurde, durchgehends eine Primzahl — mit 


Cs) Wigs agg «= <5 aay ey Me 
bezeichnet, dann besteht die Galois’sche Gruppe G derselben nach 
oo, 
Adjunction der numerischen Irrationalitat V (—1) 2 +-q aus allen 
verschiedenen Vertauschungen, welche diese Wurzeln erleiden, falls 
man die Indices w durch 





, ao 
(1) ao = mote mod. g 
*) Die Resultate dieses Paragraphen finden sich bei Serret in den citirten 
Abhandlungen. 


Mathematische Annalen, XVIII. 21 
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ersetzt. Hierbei sind a, B, y, 6 ganze Zahlen der Determinante 
ad — By =1 mod. gq. 
mo + By - 20 + Be 
¥1@ + 0, y2@ + dy 
nur dann dieselbe Vertauschung der Wurzeln hervor, wenn sie mo- 
dulo q zu einander congruent sind, d. h. wenn entweder die Be- 
dingungen 
= a, B= B,, 7, =—%2, 9, = 9, mod. gq, 


Zwei Substitutionen «,’ = und @,' = bringen 


oder 
a =—a,, Bp =—fh, 1=—%, 0, =— 4, mod. g 

stattfinden. 

Als Ordnung der Gruppe ergiebt sich hieraus durch einfache Ab- 
sthlung die Zahl 

E . chek. 
2 

Die Eintheilung der einzelnen Substitutionen geschieht nach der 
Art der Wurzeln der Congruenz 
(2) ya? + (d — a) wo — 6B =0 mod. g. 
Dem entsprechend erhilf man 3 Arten von Substitutionen. 

I) Die beiden Wurzeln der Congruenz (2) fallen zusammen ; dann ist 


a 


—— =«x=-+ 1 mod.gq. 


9 
~ 


II) Diese beiden Wurzeln sind reell und von einander verschieden ; 
dann ist 
(SF) -1ee 1 


quadratischer Rest mod. q. 
III) Die beiden Wurzeln sind imaginir; dann ist 
(28¢7 1a e—1 
quadratischer Nichtrest mod. q. 

Da die Wurzeln der Gleichung (2) zugleich die bei der Sub- 
stitution (1) festbleibenden Indices @ liefern, so ist klar, dass bei den 
Substitutionen der ersten Art von den g + 1 Indices @ nur einer fest- 
bleibt, dass ferner bei den Substitutionen der zweiten Art 2 Indices 
festbleiben, und dass endlich bei den Substitutionen der dritten Art 
alle g + 1 Indices Vertauschungen erleiden. 

Man kann indess auch im letzten Falle von zwei festbleibenden 
Elementen reden, sobald man das Gebiet der Indices erweitert auf 


alle gq? + 1 Zahlen 
oo, a+ dj, 


wo a, b die Zahlen 0, 1, 2, ..., g — 1 beschreiben, wéihrend j eine 
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Imaginire im Galois’ schen Sinne*) ist, welche einer unten niiher defi- 
nirten irreductiblen Congruenz zweiten Grades modulo q geniigt. 


Unter die erste Art fallen ausser der Identitét w' =a mod. q nur 
noch Substitutionen der Periode q. 16 
_ @@ 


Bezeichnen wir nimlich die Substitution o’ = ae mod. q 


mit S, so findet man leicht unter der Voraussetzung, dass a+ d= -+2 
mod. g sein soll: 





S=%2+8 moa. g, 


“~~ yo+d 
s2 _ Qa—1)o+28 
ae bassuee trained ? 


So ey E 
vyo + (vd —v+ 1) 
Hieraus folgt aber, dass vy = q die niederste Potenz ist, fiir welche 
S = @ mod. q ist. 
Die Substitutionen der zweiten Art haben 4— * oder einen Theiler 


~ 


hievon zur Periode. 
Um dies zu zeigen, schreiben wir die allgemeine Substitution (1) 
in folgende Gestalt: 





SS = M.S" oder 
. a — @ — Ws 
(3) @, M, — o,M, —_ 
‘— el a 
@ _ ie mod. q 
@4— We 


Hiebei bedeuten w, und @, die beiden Wurzeln der Congruenz (2), 


nimlich: 
a é 
ya, = ot EASY. Eid 
(4) mod, q, 


yo, = == 8 _ jane 


wihrend M,, M,, M in folgender Weise definirt sind: 
3 a) 
pe SHO gf (EEL 1 








(5) jee Ee . mod. g 
M, 
\F-aTeS: 





*) Ocuvres mathématiques d’Evariste Galois, p. 381 ff. in Liouville’s 
Journal 1846. — Vergl. Serret, Cours d’Algébre supérieure, tome second pag. 
179; oder C. Jordan im ,,Traité“ etc, pag. 14. 


21* 
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Die ve Potenz o) unserer Substitution o) ist dann dargestellt durch: 





ft”) “2 
<———" = M’ =—" mod. gq oder 
a” — @, @—— Wg 
(6) aM,’ — aM" 5, Mo — My 
oo”) = a —__ “1 — “3 mod. q. 
_Mi — My" _ oM," — o,M,’ 
a — My @ — Mg 


Nun ist M reell und wegen (5) quadratischer Rest mod. q, also wird 
nach dem ersten Fermat’schen Satze: 

q-1 
(7) M’ 1 mod. q. 
Dies heisst aber: Soll S*= mod. q sein, so muss vy = 4 oder 
ein Theiler hievon sein, was zu beweisen war. 


Im dritten Falle ist die Periode v = at : oder ein Theiler hievon. 


Hier sind — wie schon oben bemerkt wurde — die beiden Wurzeln 
@, und w, der Congruenz (2) im Sinne von Galois imaginir. Das- 
selbe ist mit den Gréssen M, und M, der Fall. Man kann aber leicht 
eine Congruenz zweiten Grades mit reellen Coefficienten angeben, 
welcher diese Gréssen geniigen. Dieselbe fillt fiir @,, , mit der 
Congruenz (2) selbst zusammen, wihrend aus den Congruenzen (5) 
fir M, und M,, wenn man wieder =t* = x setzt, die Congruenz 
(8) M,? — 2xM, + 1=0 mod. g 
sich ergiebt. 

Um jetzt die Perioden der Substitutionen dritter Art zu finden, 
bedarf man nur noch eines bekannten Satzes*) aus der Theorie der 
Galois’schen Imaginiiren, dass nimlich, wenn M, die Wurzel einer 
irreductiblen Congruenz re" Grades mod. q ist, die — 1 iibrigen Wurzeln 


durch M}, M}’,---, Mf mod. q dargestellt sind. Hiernach sind die 
2 Wurzeln der Congruenz (8) einfach durch 

M, wd M2! 
bezeichnet. Nun ist, wie aus der Congruenz (8) hervorgeht, das Pro- 
duct beider Wurzeln = 1; also kommt die Relation: 





(9) Mi; — 1 mod. q 
oder 

q+1 
(9a) M* —1mod.q, 


was zu beweisen war. 


*) Man vergl. etwa Serret, Cours d’Algébre. t. sec. pag. 180. 
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Bemerkt man jetzt noch, dass aus bekannten Griinden die Con- 
gruenzen (7) und (9a) immer Wurzeln besitzen, welche zum Exponen- 
q—1 4 +! 

26 


= + bez. at ! sia: so tea Dass in der Gruppe G immer Sub- 


—1 , 
-=>-, 4+ enthalten sind. 
26 2t 


Substitutionen der zwei letzteren Arten erhilt man einfach, wenn 


—1 
= bez, 21 
26 2t 


ten bez. 





- gehéren, wo 6 und t beliebige Theiler von 


stitutionen der Perioden q, 


man in (3) die Grésse M durch eine zum Exponenten 4 
gehérige Wurzel der Congruenz (7) bez. (9a) ersetzt. 


§ 2. 
Transformationen der Gruppe G in sich. 


Seien #,, 3, +++, &, +++, Faqs die Substitutionen unserer 
sa 


Gruppe G, seiferner W irgend eine weitere Substitution, so bilden diet — 
Substitutionen 
(10) W-!3,W 


nach bekannten Principien wieder eine Gruppe, welche die transformirte 
Gruppe heisst in Bezug auf’ die Substitution W. Ist speciell W eine 
der Substitutionen @, so wird die Gruppe offenbar in sich selbst trans- 
formirt. 

Man kann diese Transformation der Gruppe G in sich so ein- 
richten, dass eine beliebige Substitution der Periode q entweder mit 


a =-a+1 oder mit o=—a+n 
susammenfallt, wo n irgend ein bestimmter quadratischer Nichtrest 
mod. q ist und zwar richtet sich dies nach dem quadratischen Cha- 
rakter von fp. 


In der That geht S = wort fiir a + 0 = + 2 mod. g durch die 


Substitution W-!S W in w -+ x tiber, wenn 





w-} aw +b 


i /* 0 ‘ 


gesetzt wird, und man erkennt, dass x= 1 oder x =m mod. q ge- 
nommen werden kann, je nachdem # quadratischer Rest oder Nicht- 
rest mod. q ist. 

Hiernach kénnen wir alle Substitutionen der Periode g in der 
Gestalt schreiben: 


78 mod. q¢ 
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(11) -iTs— GA+adz)bo+@x_ 








— @xo-+ (i—adx)’ 
_. ada+b . 
wo T=a-+-% und = wt mod. g ist. 

Es sollen nunmehr zwei Substitutionen T und T’ gleichberechtigt 

heissen, wenn sie einer Identitét 

W-3°TW =—T’. 
geniigen, wo W ebenfalls eine Substitution unserer Gruppe G ist. Dann 
erhalten wir das Resultat: 

Es giebt zwei Gattungen von gleichberechtigten Substitutionen der 
Periode q. Die Substitutionen jeder Gattung kénnen in der Gestalt 
(11) dargestellt werden und zwar ist fiir die eine Gattung x quadratischer 
Rest mod. q, fiir die andere quadratischer Nichtrest, 

In shesseretl Weise kann man die Pin np G “ im sich transformiren, 





T= re oder J-! = me mod. q 


v 


; . —1 oo 
annimmt, wo v einen festen Werth mod. _ hat. Die Grésse 4 be- 
deutet hier wie im Folgenden immer eine Primitivwurzel der Congruenz 


(12) Ao! = 1 mod. q. 
Sei niimlich S = get 4 eine Substitution der Periode 4 — , und 


(F 


es sei (Gln. (5) und (7)) a+ 0 = 4+ A-”, dann geht S durch die 
Transformation (10) in 7 tiber, wenn 





v(— a@+a,)’ @; 
gesetzt wird, wobei w, und w, wieder die Wurzeln der Congruenz (2) 
bedeuten. Hingegen wird die Ueberfiihrung von 7 in 7'—! durch 


W = —~— mod. q 


W-1 = “le— ™) u-v= — mod. q 
— a, 


geleistet. Dass aber ferner v einen festen Werth mod. 1—* hat, geht schon 
einfach daraus hervor, dass bei den Transformationen (10) die Summe 
a+ 0 erhalten bleibt, wie man sofort sieht. Es kann aber — 
a” +-A-*==-+(4"-+4-") mod. q sein, ausser wenn v, =-+- v mod. = : 
ist. ee diese Bedingung schreibt sich in die Gestalt: 





V+" zs y+ y—% _. tM 
A? +2. .* ) (, ’ a 2: . Deal ws 


Wir erhalten also das Resultat: Die Substitutionen der Perioden = 


atthe +(=) 
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tionen, Fiir jede einzelne Gattung ist +-(«-+-d)—A”’-+-A—” mod. q dieselbe 
Grosse. Dabei bedeutet (=) das Legendre’sche Zeichen, 

Ich greife den Ergebnissen der folgenden Paragraphen vor, wenn 
ich das letzte Resultat auf die Substitutionen der Periode st! tiber- 
trage. Es lautet folgendermassen: Die Substitutionen der "Perioden 


ie 


dette. Fiir jede sdntiinn Gattung ist + (« + 0) dieselbe Grosse. 


Gruppe der Modulargleichung. 


att 


theilen sich in ————+—* Gattungen von gleichberechtigten Sub- 


§ 3. 
Imaginare Gestalt der Gruppe G. 


Aus § 2. ersehen wir, dass die Substitutionen der zweiten Art in 
der Gruppe G einen héchst einfachen Grundtypus 


f= 7s mod, q¢ 


zulassen. Ein gleich einfacher Typus existirt jedoch nicht fiir die Sub- 
stitutionen der dritten Art. Dies ist ein Umstand, welcher einer- 
seits das Studium dieser letzteren Gattung von Substitutionen wesent- 
lich erschwert, andrerseits die Analogie zwischen den letzten zwei 
Gattungen von Substitutionen nicht geniigend hervortreten lisst. Es 
ist daher zweckmiissig, neben der urspriinglichen Gestalt der Gruppe G 
andere imagindre Gestalten derselben zu betrachten, in denen die Sub- 
stitutionen der dritten Art einen ebenso einfachen Repriisentanten zu- 
lassen, wie die Substitutionen zweiter Art in der urspriinglichen. 

Zu diesen imaginiiren Gestalten der Gruppe G wird man aber 
durch die Entwickelungen des § 2. unmittelbar hiniibergefiihrt. Nim- 
lich auch in dem Falle, wo 


__ «a+ 
s= yo-+d 


eine Substitution der Periode tt ist, so dass (nach Gln. (5) u. (9)) 
e+ d—=M,+M, =i +5" 


wird, leitet eine Substitution 


mod. q 





~1 — _ 4(@ — @) 
W ‘= TCete) mod. q, 
wo u+v =——— mod. q ist und @,, @, die alte Bedeutung des § 2 


@; —— @e 
haben, die Transformation von S in die Gestalt: 
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= 





Hiebei soll die Grésse j wie im Folgenden durchgehends eine primitive 
Wurzel der Congruenz 
(11) jot! = 1 mod. q¢ 
sein. Diese Transformationen sind aber von jenen des vorigen Para- 
graphen dadurch wesentlich verschieden, dass W nicht der urspriing- 
lichen Gruppe G angehért, da w, und w, imaginiir sind. Transformirt 
man also die Gruppe G in Bezug auf eine Substitution W, so erhiilt 
man eine neue transformirte Gruppe, welche die gewiinschte Eigenschaft 
hat. Die Substitutionen dritter Art haben dann den einfachen Re- 
prasentanten 

T =i* mod. q. 

J 

Wir specialisiren die Substitution W noch etwas, indem wir 


a" 
u=v=(@,—@,) * 
setzen, so dass 


_ 4 
(14) Wo = fo— a) & =... ry mod. q 
(— @ + a) (@, — @,) 
wird. Dann erhalten wir aus einer beliebigen reellen Substitution 


(15a) Ua ert (ad — be = 1) 


der eonpetngiichen Gruppe die transformirte 
me! Ao+B 
W,'UW,= Cot D” 
wo A, B, C, D die folgenden Bedeutungen haben: 


tam SE + [o— a) *F> + by + 08] 6 
Dm “5° —[(a— a) -*S* + by + cB] &, 











(15b) 
Ba ort i ee 
Wy — @ 
G __ ¢w,?-+ (d—a)o,—b 
oe " @,— @g : 
Hierbei bedeutet € die Groésse: 
(16) t= 4 a yt et 








2Vx%®—1 re M,—M, 


v 


f-T 


Man sieht, dass ¢* reell und quadratischer Nichtrest mod. q ist, und 
dass bei Zugrundelegung anderer und anderer Substitutionen S die 
Grosse §? jeden quadratischen Nichtrest mod. q bedeuten kann. 
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Aus den fiir A, B, C, D erhaltenen Ausdriicken erkennt man zu- 
niichst, dass A, D conjugirt imaginir sind, ebenso B,C. Denn sym- 
metrische Functionen von A, D sowie von B,C sind symmetrische 
Functionen von £, §-! bez. w,, @,; sie sind also reell. 

Ich behaupte aber auch umgekehrt: Sobald A, D und B, C paar- 
weise conjugirt imaginiire Gréssen der Determinante AD — BC = 1 
sind, so gehdrt die Substitution 

a’ = ae mod. q 
unserer Gruppe an. 

In der That ist niimlich die hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die Substitution 

V A4o+B Ahad (m + n§) a+ (r + 88) 
~~ Co+D ~— (r—sf)a+(m— ng) 


unserer Gruppe angehért, die, dass sie sich in die Form: 
Wo?'UW,=V 


schreiben lisst, wo U eine (reelle) Substitution der Gruppe @ ist. 
Also muss 


mod. ¢ 


U = W,t' V W,-! 
eine reelle Substitution sein. Dies ist aber in der That der Fall. Man 
findet niimlich: 


[m —r-+-(n — 8) (we —9) £7] @+ [rs=8 4 (2n8+ ees) | 


fg — B(n—s)y 8 o+[m+r—(n—s) (« — 9d) §?] mod. q. 


Die Gruppe in imagindrer Gestalt besteht daher aus allen Substitutionen 
der Form: 
(A) go’ == (m+ 8) w+ (7 + 88) 


(r -—- s£) o-+ (m — n&) mod. q, 


1 , ; ; 
wo § =~, also die Quadratwurzel aus einem bestimmten quadra- 
J 


f- 
tischen Nichtrest mod. q ist, wihrend m,n, r,s reelle Gréssen bedeuten; 
oder aus allen Substitutionen der Gestalt 


, (9 +hj) @ + (k +15) 

B = See ee mod. 
©) ° = E+ etota) 
wo g,h, k,l reelle Grissen sind und j eine primitive Wurzel der Con- 
gruenz (13) bedeutet. Vorausgesetzt ist hiebei selbstverstiindlich, dass 
die Determinante dieser Substitutionen gleich 1 ist. 

Die Formein (A), (B) haben zundchst nur die Bedeutung, dass sie, 
3 


bei unbestimmtem wo, ~~; Operationen definiren, die eine mit der 


urspriinglichen Gruppe isomorphe Gruppe bilden. Will man sie beniitzen, 
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um die Permutationen der q+ 1 Wurzeln der Modulargleichung zu 
reprdsentiren, so darf man diese nicht mehr durch die Indices oo, 0, 1,--- 
--*q—1 unterscheiden; man muss vielmehr die imagindren Grdssen: 
Lj), sey jt 
als Indices @ ecinfiihren. 
Die einzufiihrenden g + 1 Indices sind nimlich bekanntermassen 
nichts anderes als jene q+ 1 Gréssen W,, die aus 





W, = (@ — @ ) (@, — @) ~4 
(— @ + a) (@ — og)” s 
hervorgehen, wenn man an Stelle von w die Gréssen oo, 0, 1, ---a,-- 


*--q¢—1 setzt. Allein diese Gréssen sind simmtlich Wurzeln der 
Congruenz 


mod. q 


W, 2+1 = 1 mod. g. 
In der That kommt: 


Woh! = [ &— % =| ma Ba - [ o$-% | 
0 —a-+ a, —a+a, —at a, 
ad—ef oe 
=— Ser , —- a mod. q. 

Nun ist aber nach demselben Satze, welcher am Schlusse des § 1. zur 
Anwendung kam 

o/=o, und @,2=o, mod. q, 
ausserdem ist nach dem ersten Fermat’schen Satze 

a? =amod. q. 

Also ergiebt sich: 


q q — —s _— 
rane... =F, 2S. — 3-9. . 2- 


—al+o!t —a4+o, —a+oa, —a+o, 
Da ferner die g-+ 1 Gréssen W,’ nothwendig verschieden sind, so 
miissen sie in gehdriger Reihenfolge mit den g + 1 Gréssen: 
1,9,7; a +, jt 
iibereinstimmen, was zu beweisen war. 

Ich fiige noch eine Bemerkung hinzu, welche die hier betrachteten 
imaginiren Gruppenformen noch in anderem Lichte zeigt. Wenn 
man zu den Substitutionen der Gruppe G noch die Substitution W selbst 
hinzufiigt, so erhdlt man eine umfassendere Gruppe*), welche die schon 
in § 1. angedeuteten gq? + 1 Indices 


co,a+ bj 
*) Diese umfassendere Gruppe fillt unter die von E, Mathieu in Liouville’s 


Journal, s, Il, t. V, p. 38 und t. VI, p. 261 behandelten Gruppen, welche q”’-+ 1 
Indices permutiren. 
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(wo a, b alle Zahlen 0, 1, 2,---,q—1 beschreiben) mit einander per- 
mutirt. In ihr erscheinen die Gruppe G und ihre in diesem Paragraphen 
behandelten Transformirten in imaginirer Gestalt als ,,gleichberechtigte 
Untergruppen.“ 


§ 4. 
Einige Eigenschaften ,,der Gruppe in imaginadrer Gestalt“. 


Ich will in diesem Paragraphen einige Eigenschaften der Gruppe 
in imaginirer Gestalt“ ableiten, die uns spiiter von Nutzen sein werden. 
a) Ist 
of — A+B thot h+W 
~ Cot D “(k+47')@+ (g+hj-') 
eine Substitution der imagindren Gruppe G,, so sind alle jene Sub- 


stitutionen derselben, welche dasselbe A und dasselbe D besitzen, durch 
a = eo x. mod. q 
Cj-“a+D 


dargestellt, wo w (nach Gl. (13)) alle Zahlen mod. (q + 1) bedeutet. 
Sei nimlich 





Ao+B __ g+W)o+(¥ +15) _ 
Cot D™ +4Ti~*) a+ (g+hj—') 
eine weitere derartige Substitution. Dann betrachten wir den Ausdruck : 


B \s+1 B B'? 
(BY =(G): (25) moasa 


Bis (k + Uj) =hi+U%- 94 mod. gq, 


oder, da nach dem ersten Fermat’schen Satze 


oo’ = - 


Nun ist 


kia—Kk wund [¢=1 mod. gq 
und nach Gl. (13) j2 = j-! mod. ¢q ist, 
Bi=k +Vj-!=C' mod. q. 


Ebenso ist auch 
Bi = C mod. q. 


RB ii B Cc’ him BC d 
E = Rr° C= Be moa. ¢, 


oder wegen BD’ C’= AD — 1 = BC mod. q, 
*\q+1 
(=) = 1 mod. q. 
B=jB 
C =j-"Cc, 


Also folgt: 


Hieraus aber kommt: 
und mithin auch 


was zu beweisen war. 











J. Grerster. 





332 


b) Aus denselben Griinden sind alle Substitutionen der Gruppe G, 


P 4 , ’ BX, 
mit festen Werthen B, C aus einer unter ihnen (@ = fet ) nm 


Co+D 
folgender Weise darstellbar: 
/__Aftot+B 


@ : 
Co + Dj-* 


mod. q. 

c) Wie auch g und h m A=g+hj, D=g+hj-' mod. gq 
gewahlt sein mégen, es liisst sich immer ein passendes System B=k--1), 
C =k + lj-' mit reellen Werthen k,l so finden, dass AD — BC=1 

Ao+B 


mod. q ist, dass also @ = - CotD eine Substitution der Gruppe G, ist. 
In der That hat die Congruenz BC = AD — 1 mod. g oder 
(17) k? + P — 2xkl = AD — 1 mod. gq, 


; ond 

wo x (nach § 1) =~” +3 ven =s2 ist, immer reelle Lésungen f, J. Ist 
AD —1 quadratischer Rest mod. qg, so ist k—=/YAD—1, 1=0 
eine Lésung. Ist aber AD — 1 quadratischer Nichtrest mod. q, so 
schreiben wir die Congruenz (17) in folgende Form: 


oo = Pa i? -+- 1 mod. q. 


Nun ist hier (§ 1.) x? — 1 quadratischer Nichtrest mod. g, also wird 
7 st ; quadratischer Rest mod. q. Es giebt ferner in der Zahlenreihe 


1,2,3,---,q--1 mod. q, 
sobald g > 2 ist, was hier allgemein angenommen werden mag, jeden- 
falls einen quadratischen Rest R, auf den ein Nichtrest R + 1 folgt. 
Dies giebt die reelle Lisung 
ia an : = 
t= YAP" R; k=xl+VAD—1) (RF), 

was zu beweisen war. 

Giebt es aber eine Lisung, so giebt es, wenn nicht k = 1 = 0 ist, 
nach den vorhergehenden Sttzen gerade q + 1 Lisungen. 

d) Aus diesen Entwickelungen folgt noch: 


Die Gruppe G, enthiilt 4+* Substitutionen der Form a’ = “ 
und ebensoviele der Form o' = 7° Es sind dieses die Substitutionen 
oo = fe und @ = e+ —,*) 

t* (k-+-1j-°") 7" @ 


*) Die Grissen k+-1j und k+1j—' unterscheiden sich selbst nur um einen 
Factor j“, so dass k + 1j = (k +1j—*)j* ist. 
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wo (k + lj) (k + lj-*) = — 1 mod. g ist. Ist g = 1 mod. 4, so kann 
man die Substitutionen der letzten Art so schreiben: 
es oS ae 
ie ~~ > j"o 
e) Ist 
— (m+n$) w+ (r+ 88) ose: eee 
U=Gaaatm—aty? % b= sar wt, 
eine Substitution der Periode at* so dass nach § 2. m ae = 


ist, so giebt es immer Substitutionen W der Gruppe G,, so dass 


W-UW=22 = 7 (older = T-1=F*) 
J J 
wird. 
Um eine solche Substitution zu erhalten, verfahre man in folgen- 
der Weise: 


Man zerlege nach (c) die reellen Gréssen 





‘=. 4 
F—rG—r) te 
‘i a ‘ mod. q 
(FP =F VNG—F-") ° 
in je 2 conjugirt imaginiire Factoren 
G=E+4@—4) 
4: 


E= (e+ ot) (e— of) ™ 


Sodann setze man 
A=pu+i; D=u— sh; B=j(o +68); C=j-*(9 — 68), 
wo t in der Weise bestimmt ist, dass 


Bp= +35. (oder nee ) 
f=ag-° jl—s’ 
wird, so ist, wie eine leichte Rechnung bestiitigt, 
_,_. 4o+B 
Li Co+D 


eine Substitution der verlangten Eigenschaft. 
Dass die letzte Bedingung 
Bo= ts 
j’ a 
immer erfiillbar ist, ergiebt sich auf folgende Weise. Es ist 


we (z afy +1 
AD. BC=G.-E=- rae 
y “Ve 


Cf aP4-i =. Pe PF 


(j° —j-" Fa ae 
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Nun ist BD zu AC conjugirt imaginir, also giebt es nach (c) ein ¢ 
so beschaffen, dass gleichzeitig 
0 ae tt . ie. ee 
en ge Fore 
ist. 
Bei geeigneter Wahl des unbestimmt gelassenen Exponenten rt 
in den Ausdriicken fiir B und C wird nun ¢ = 0 werden. 


Hieraus folgt die Richtigkeit des schon in § 3. angefiihrten Satzes 
iiber die Substitutionen der Periode st F 


§ 5. 
Die mit einer gegebenen Substitution vertauschbaren Substitutionen 
der Gruppe. 


Fiir die Aufstellung von Untergruppen ist es von grosser Wichtig- 
keit, die mit einer gegebenen Substitution S und noch allgemeiner die 
mit einer gegebenen cyklischen Gruppe (S, S?, S°, - - -) vertauschbaren 
Substitutionen © der Hauptgruppe zu untersuchen. Einmal bilden niim- 
lich diese Substitutionen © selbst wieder Gruppen, dann aber kénnen 
die Anzahlen dieser Substitutionen zur Aufstellung gewisser diophan- 
tischer Bedingungsgleichungen verwendet werden, denen die Ordnung 
einer Untergruppe geniigen muss. 

Diese Substitutionen © kénnen hier sehr leicht mit Hiilfe des 
folgenden Satzes*) aufgestellt werden: Ist © mit S vertauschbar, so 
lisst © die bei der Substitution S festbleibenden Indices entweder auch 
fest, oder aber sie permutirt dieselben unter einander. 

Dieser Satz bleibt auch aufrecht erhalten, wenn nur eine Re- 
lation der Art 

0-' SO = S* 


bestehen soll, d. h. wenn © mit dem Cyklus (S, S?, S*, - - -) vertausch- 
bar ist. 
Wir unterscheiden jetzt wieder die 3 Arten von Substitutionen: 
1)’ Die Substitutionen der Periode q haben den Grundtypus: 


S=o-+ mod. gq. 


Die 2 festbleibenden Elemente von S sind co, co. Die mit S 
vertauschbaren Substitutionen © sind also die folgenden q: 


9=oa+6 (6 =0,1,2,---,q—1). 


*) Vergl. Lie und Klein, Math. Annalen IV, Ueber Curven mit linearen 
Substitutionen in sich. 
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Ferner miissen die Substitutionen ©, welche einer Relation O-! SQO=S* 
geniigen, die Gestalt haben 


9 = cote mod. q. 





Man findet leicht die Relation: 

6-1SO = S*. 
Die Anzahl “dieser Substitutionen © wird (inclusive der Identitét) durch 
aa— ty dargestellt. 


2) Die Substitutionen der Periode s—* (oder 4 ) haben den 
Grundtypus: 


v 


Ss’ = —* mod. q, 


und die festbleibenden Elemente sind hier 0,00. Also hat © eine der 
Gestalten : 
i“ @ 


(1) s=—— =, 

(2) 9 = —" —sT (Periode 2), 
a" ow 

wo T= — - mod. q ist. 


Man findet leicht: Im ersten Falle wird 0-'SO = S, im zweiten 
Falle aber 9-1SO = S-'!. — Die Zahl der Lisungen O-'SO =S8S 


ist (inclusive der Identitit) gleich 4— & und ebenso ist die Zahl der 


Lisungen O-!SO = & gleich 2 - i _ q—1, und zwar ist nur 
% = 1 oder x = —1 méglich. 
3) Wir betrachten endlich die Substitutionen der Periode att 


(oder rs ). Auf diese lisst sich unmittelbar das eben fiir die Substi- 
qd 


tutionen der Periode = erhaltene Resultat iibertragen, wenn man 





die imaginiire Gestalt der Gruppe ins Auge fasst. Wir erhalten nim- 
lich dann den Grundtypus: 
Ss’ = fe, 


“etd 


J 


Das Resultat lautet daher: Die Substitutionen © haben eine der beiden 
Gestalten: 


(1) 9 = 7° — sw, 
J 
(2) 8 = b+ tay (Periode 2). 





(+4) "“o 
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Die Substitutionen der ersten Art liefern die Relation: 
0-'SO=—S, 
e'se=—S-'. 
Inclusive der Identitit ist die Zahl der Lisungen © der ersteren Art 


ct i. die Zahl der Lisungen der letateren Art ist ebenso gross. 


die der zweiten Art: 


Anm. Ich will hier noch eine Folgerung anfiigen, welche wir 
spiiter verwenden werden. Sind S, und S, zwei Substitutionen unserer 
Gruppe, so folgt aus der Gleichung 


S,° = 8,’ 
die folgende 

S, = 8 
(wo w = 1 mod. = , und z die Periode von S, bedeutet), vorausgesetzt, 
dass S,° nicht die Identitit selbst ist. 

Offenbar haben niimlich S,%, S,° und damit S,, S, dieselben fest- 
bleibenden Elemente und ferner haben sie dieselbe Periode x. Nun 
sind aber hier alle Substitutionen mit denselben festbleibenden Ele- 
menten die Potenzen einer unter ihnen, und hieraus folgt weiterhin 
nach bekannten Entwicklungen, dass alle Substitutionen mit den- 
selben festbleibenden Elementen und derselben Periode 2 die Potenzen 
einer beliebigen unter ihnen sind. 


§ 6. 
Die Anzahl der Substitutionen jeder Art. Die cyklischen Gruppen. 
Wir kénnen die Resultate des § 5. verwenden, um die Anzahl 
der Substitutionen jeder der drei Arten auf sehr einfachem Wege zu 
bestimmen. Dabei bezeichne ich, wie in § 2., mit #, die Substitutionen 
der gegebenen Gruppe G. 


Wenden wir uns nun zunichst den Substitutionen der Periode ¢ 
zu, Sei zu diesem Zwecke 


S=o-+t mod. q, 
‘ _—" q:(@—1) on xs 
so bilden wir die (¢ — 1) - eek. anne Substitutionen 
3,— S%,; 0,—! §?4,; see a,—! S¢-1 Oy, 
wo #, alle Substitutionen der gegebenen Gruppe beschreibt. Alle 
diese Substitutionen haben die Periode g. Sie sind aber zu je s¢— 4) 


identisch. In der That wird dann und nur dann eine Relation 
8,1 Se 8, = 0,71 S&B, 


bestehen, wenn 


9, 9,1 Sed, 1 = Se 
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ist, d. h. wenn @, #,—' eine Substitution © des vorigen Paragraphen 
ist. Aber die Anzahl dieser Substitutionen © ist (mach § 5.) gleich 


44 —) und also ist unsere Behauptung erwiesen. Wir erhalten daher 


durch unseren Process gerade q? — 1 verschiedene Substitutionen der 
Periode q. 

Geradeso kénnen wir jetzt eine Substitution der - Periode 4. 
behandeln, etwa 


v 


v 
= = mod. q, 


wo 4 wieder die Bedeutung des § 5. hat. Wir bilden nimlich die 
q—-3 


1a —.. 1—% Substitutionen 0" 70,, O12, +, BT 8, 


Dieselben fallen zu je g— 1 zusammen und zwar aus ganz analogen 
Griinden, wie oben. Wir erhalten daraus 


q—3 4(¢—1) 


—. : :(q—1) — ste — 8) 
Substitutionen der gweiten Art d. h. Substitutionen der Periode 4 + : 
oder 17, wo 6 ein yon 4—* verschiedener Theiler von 
_—— ist. 


Endlich behandeln wir auch eine Substitution der Periode eet 
in dieser Weise und *erhalten 





(a—1%-@ 
4 
Substitutionen der dritten Art, d. h. Substitutionen der Periode Att 
oder a » WoO Tt ein von ats verschiedener Theiler von 
4th ist. 


Rechnet man zu den 3 erhaltenen Anzahlen von Substitutionen 
noch die Identitiit, so kommt als Anzahl simmtlicher Substitutionen 
die Zahl sf —) in Uebereinstimmung mit den bisher abgeleiieten 
Resultaten. 


Die vorstehenden Entwicklungen ergeben sogleich noch folgendes 
Resultat : 


Es giebt in der Gruppe G der Modulargleichung der Transfor- 
mation g'” Ordnung :*) 


*) Diese Resultate finden sich bereits bei Serret. 
XVII. 





Mathematische Annalen. 
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1) q+ 1 Cyklen G, der Periode q, 
2) mail Cyklen G1 der Periode 41>" , 





26 


3) - aq — 1) Cyklen Got der Periode at} AS 


Hierbei ist 6 ein Theiler von 44, der >1 und < 4 sein 
q+1 


soll, und ebenso ist tr ein Theiler von M 


< #¢° 
Nimlich die Substitutionen der Periode q vereinigen sich zu je 


, der S1; aber 


ist. 


q—1, die der Periode a). je 71—3 und die der Periode 


2 2 
tt 1 mu je -4 " * mit der Identitit zu einem solchen Cyklus. Ferner 


enthilt jeder Cyklus der Ordnung -4 — einen Cyklus der Ordnung 


4 und jeder Cyklus der Periode a 1 einen Cyklus der Periode 
+ : , wenn 6, t die oben beschriebene Bedeutung haben. 


Alle diese Cyklen gehen aus einem (S,S*,---) derselben Art 

durch Substitutionen 
9,189,, 3, 824,, -- 

hervor, wo @, eine Substitution der Hauptgruppe ist. Wir wollen dies 
damit hesishnen, dass wir sagen: 

Alle Cyklen dersciben Art (Periode) sind unter einander gleich- 
berechtigt. 

Dies ist eine unmittelbare Folge der in § 2. angefthrten Siitze. 


§ 7. 
Die metacyklischen und Doppelpyramidengruppen*). 
Im Hinblick auf die Resultate des § 6. ergeben sich fernerhin 
folgende Resultate : 
Es giebt in der Gaiois’schen Gruppe G: 
l)q+1 peasy Untergruppen G’ 1 von der 
q° 2 
—i 


Ordnung und ebensoviele Untergruppen Gj_ von der 





Ordnung qo, wo 6 ein Theiler von 1 ist, 


*) Vergl. Serret, die oben citirten Arbeiten. 
fa Die metacyklische Gruppe G_(¢—1) lasst sich bekanntlich durch die Formel 
«' =ax-+ 6 mod. q definiren, wo «a =1,2...q—1, B=0,1,2... ¢—1 ist. 
Halbmetacyklisch ist dann hier dieselbe Gruppe genannt, wenn @ nur alle quadra- 
tischen Reste mod. q beschreibt, 
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2) 7 = 4) Doppelpyramidengruppen Gzo von der Ordnung 26, 


fe: 6 ein von 1 und 2 verschiedener Theiler von ao* ist, 
3) f—  Doppelpyramidengruppen Ge von der Ordnung 2t, 
iin t ein von 1 und 2 verschiedener Theiler von bie sks ist, 


2 
4) ¢ — 1) Doppelpyramidengruppen G, von der Ordnung 4. 


Diese Gruppen G,' bestehen aus drei Substitutionen der 
Periode 2 und der Identitit. 
Als einfachste Typen solcher Gruppen schreibe ich folgende hin: 








ll Hike mod. q (erzeugende Substitutionen*) einer 
) ’ io 8 
| @ - 71 Grav) » 
, io 
a = 
2) mod. q (erzeugende Substitutionen einer 
e=— = Get) 
wo = = 
3) * oe — mod. ab ee a pega 
Co (k+U)o 2. ttt) 
Die Richtigkeit dieser Siitze ist unmittelbar ersichtlich, wenn 
6= a2. und t= att gesetzt wird. Dann bestehen die ange- 


gebenen Gruppen aus allen Substitutionen © des § 5., welche eine 
Relation O-' SO = S* erfiillen, wo S eine bestimmte von der Iden- 
titiit verschiedene Substitution der Gruppe G ist. Demnach entspricht 
jedem Cyklus (S) eine solche Untergruppe. Im Allgemeinen sind aber 
auch die den verschiedenen Cyklen derselben Art entsprechenden der- 
artigen Untergruppen von einander verschieden. Fiir die Gruppen G’ 
der ersten Art ist dies immer der Fall. Es ist aber auch fiir die 


Gruppen G’ der zweiten und dritten Art der Fall, solange Att resp. 


aa I grosser als 2 ist. Sie bestehen nimlich dann aus a ent- 


sprechenden Cyklen der Periode - 4 Tt oder 4 - . , welche simmtlich 


, , , 1 | 
von einander verschieden sind in Verbindung mit itt resp. 41 





Rubotitationsn der Periode 2, und zwar spielen die erstgenannten Cyklen 


*) Erzeugende Substitutionen sind solche, durch deren wiederholte Combi- 
nation alle Substitutionen der Gruppe abgeleitet werden kénnen. 


22° 
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gegeniiber den Substitutionen der Periode 2 eine bevorzugte Rolle. 
Ist aber st bez. 4—* gleich 2 (d. h. g =3 oder 5), so ist dies 


letztere nicht mehr der Fall. Die entsprechenden G,' enthalten nur 
3 gleichberechtigte Substitutionen der Periode 2 und so werden je 3 
dieser G,' identisch. Es giebt also dann nicht 3 bez. 15 G,’, sondern 
nur 1 bez. 5 in Uebereinstimmung mit Satz 4 (vergl. unten). 


q+1 


9 


Sind 6 und tr von 1 bez. - verschieden , so erhellt die 


Richtigkeit der angefiihrten Siitze aus folgenden 2 Bemerkungen: 
1) Jede halbmetacyklische Gruppe G' ,-. enthilt nur eine einsige 
i a 
Untergruppe Gio. Uhre Erzeugenden sind im einfachsten Falle: 
q—1 
120 0) 
q—1 


l 20 


a =o+1 und a = mod. q. 


2) Jede Gruppe G' 4-1 bee. G’ 941 enthilt 4— bes. att Unter- 
pe ss. A 3 26 2t 
2 2 
gruppen Gig bez. Gz. So erhilt man z. B. fiir den einfachsten Typus 
einer G’ ,_, offenbar die folgenden Gruppen Gs,: 

9.2 pp 


2 





q-1 














a 
ee 27 
= ~ 
a 20 . 
(1) pn mod. q. 
B- %e 
es = 
re. 
C-4 3 


(4 = 1, 2,3, --. £—*). 


26 
Hier ist — eine beliebige Substitution der Gruppe G, fiir welche 


A=D=0 ist. Da aber 4 — verschiedene Substitutionen dieser 


g 


Art existiren und an jeder Gz, 6 derselben theilnehmen, so erhalten 


q 


- q—1 . R 
wir -“;, Gruppen Gz, der Form (I), welche wir ,,cwm Cyklus 


(s = ~*~) gehirige Untergruppen“ nennen wollen. 


Da es nun im Ganzen a4 verschiedene Cyklen (S) giebt (§6.), 
° ‘ —_— ee 
so bekommen wir, wenn 6 > 2 ist, 4 -q: att == ig - ) ver- 


schiedene Gs,. 
Kine Ausnahme findet offenbar dann statt, wenn o = 2 ist, In 
diesem Falle hat die Gruppe wieder, wie es schon oben bei den Gruppen 
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G’ oH bez. Gy -1 fiir q = 3 bez. g =5 eintrat, die Ordnung 4 und 


besteht aus der Identitit und 3 gleichberechtigten Substitutionen der 
Periode 2, so dass die Substitutionen der Periode 6 denen der Periode 
2 gegentber keine bevorzugte Stellung mehr einnehmen. An jeder der 


sf — 1) aufgeziihlten G,’ nehmen also 3 G, den gleichen Antheil, 
6 


oder jede G, ist zu 3 Cyklen G, gehdérig, und also sind sie zu je 3 
identisch. Demnach ist in Uebereinstimmung mit Satz (4) die Anzahl 


der verschiedenen G,' durch a¢ — 4) dargestellt. 


§ 8. 
Ueber die Classification der Untergruppen des § 7 


Es soll nunmehr entschieden werden, ob die in § 7. angefiihrten 
Gruppen G’, wenn sie dieselbe Ordnung haben, auch gleichberechtigt 
sind. Dies geschieht durch folgende Siitze : 

1) Die q +1 Gruppen G/, sind alle gleichberechtigt. 


2) Die i Big truppen Gq sind alle gleichberechtigt, wenn 


= we , ' a ks , ‘ —1.. 
eine ungerade Zahl ist, sie sind es jedoch nicht, wenn 4 eine 
26 ? 26 


gerade Zahl ist. Im letzteren Falle zertheilen sie sich in 2 Gattungen 


von je ae) gleichberechtigten Gruppen. Insbesondere folgt, dass 


q 


alle Gruppen G »—1 gleichberechtigt sind. 


3) Die ua 1 ) Gruppen Gz, sind alle gleichberechtigt, wenn 
q+1 


2t 


eine ungerade Zahl ist, aber sie theilen sich in 2 verschiedene 


2 = . Y yy?’ 
Gattungen von je ae — 1) gleichberechtigten Gruppen Gzez, wenn r° 


8t 
eine gerade Zahl ist. Insbesondere sind alle Gruppen G, q+ gleich- 
2 


berechtigt. 


In den letzten 2 Stitzen bedeuten 6, t Theiler von 91 beg 141 


2 <—- e 
die grésser als 2 sind. 


4) Die sg — _ Gruppen G, sind alle gleichberechtigt, wenn 2 


2 
quadratischer Nichtrest mod. q ist, sie theilen sich aber in 2 verschiedene 
Gattungen von je 4c — y gleichberechtigten Gruppen G,, wenn 2 


quadratischer Rest modulo q ist. 
Die Richtigkeit dieser Behauptungen ist fiir die Gruppen Gyo, 
G athe G! o+1 unmittelbar klar, wenn man bedenkt, dass die solchen 
<o a 
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Gruppen derselben Art ein-eindeutig entsprechenden Cyklen (§ 6.) 
gleichberechtigt sind. 


Um die angegebenen Siitze auch fiir die Gruppen Gy, zu be- 
weisen — wir kénnen uns auf diese beschriinken, da die Gruppen 
Gi. ganz analog behandelt werden kénnen —, betrachten wir die zu 


einem Cyklus (S) gehérigen 4 oe Gruppen Go, etwa die folgenden 








( 
@ 
wu) —_ a q—1 
rips 
1 " 26 
q-—l 
(1) B.i' % mod. q. 
Vw) ~— j q-l 
C-a* 2° © 
¢ q—1 
u = 1, 2, eee ae 
Transformirt man nunmehr die Substitution V = ~ in Bezug auf 


die Potenzen der Substitution S — , so kommt: 


s-" Vg: = Bt 
Cit*e ’ 


wihrend Uj,) bei diesen Transformationen ungeindert bleibt. Ist jetzt 


— ungerade, also g=3 mod. 4, so beschreibt die Substitution 
a ie a offenbar alle Substitutionen der Form ow’ = - at - Also sind 
@ i 


dann jedenfalls alle 1 zum Cyklus (S) gehdérige Gruppen G, 


gleichberechtigt und damit tiberhaupt alle in G enthaltenen Gj,, da 
ja alle Cyklen (S) derselben Periode gleichberechtigt sind. 
Anders ist aber die Sache, wenn — gerade ist, d. h. wenn 


q = 1 mod. 4 wird. Dann kénnen nimlich mit Hiilfe der eben an- 
gewandten Transformationen alle jene aber auch nur jene Substitutionen 
- in einander tibergefiihrt werden, fiir welche B und C denselben 
quadratischen Charakter modulo q haben. Wir unterscheiden daher hier 
2 Arten von solchen Substitutionen der Periode 2. 


: , 2 2), 
Dieses vorausgesetzt nehmen wir an, 4 a6 Sei ungerade; dann 


enthalt jede Gruppe (I) sowohl Substitutionen w’ = - z.. der einen als 


auch der anderen Art. Also sind wieder alle zum Cyklus (S) gehérigen 
Gruppen Gz, und damit wieder alle diese in G enthaltenen Gruppen 
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gleichberechtigt. Dies gilt auch fiir die Gruppen G,’, welche 6 = 2 
. 4 
sich hier einfach in folgender Weise:. g==5 mod. 8. Wiirde man 
statt der Gruppen Gz, der 2. Art Gruppen Gz, der 3. Art betrachtet 
haben, so hiitte sich ergeben, dass alle G,’ gleichberechtigt sind, wenn 
q+! 
4 


entsprechen. Die Bedingung, dass : ungerade sein soll, schreibt 





ungerade, also g = 3 mod. 8 ist. Zusammengefasst giebt dies 


das Resultat, dass alle G, gleichberechtigt sind, wenn 2 quadratischer 
Nichtrest modulo q ist. 


Ist hingegen 4+ (oder st) eine gerade Zahl (fiir o — 2 
oder t= 2 giebt dies die Bedingung g=1 mod. 8 oder g=—1 


mod. 8), so enthiilt eine Gz, der Form (I) nur Substitutionen o’= - Ta 
derselben Art und kann daher durch die oben angegebenen Trans- 
formationen nur in alle jene Gg, tibergefiihrt werden, deren Sub- 
stitutionen der Periode 2 Substitutionen derselben Art sind, fiir welche 
also B, C beide quadratische Reste oder beide quadratische Nichtreste 


mod. g sind. So erhalten wir 2 Arten von je —). Gruppen Gyo 


der Gestalt (I), so dass die Gruppen der einzelnen Art gleichberechtigt 
sind, Aber die beiden Arten selbst sind nicht gleichberechtigt. Wiire 
nimlich S eine Substitution, welche 2 zum Typus (I) gehérige Gruppen 
Gy von verschiedener Art in einander iiberfiihrte, so miisste sie, wenn 
6 > 2 ist, jedenfalls Uj, in 
S—! Tw S = Voy 

transformiren, da die Gruppen Gz, der Gestalt (I) nur diese Substitutionen 
U von der Periode 6 enthalten. Also miisste sie eine Transformation 


@ des § 5. sein, d. h. sie miisste eine der Gestalten ow’ = *. oder 


= ae haben. Allein dass es eine so gestaltige Substitution § 


nicht giebt, welche zwei verschiedene Gruppen Gzo der Form (I) in 
einander tiberfiihrt, haben wir oben gesehen. 

Ebenso leicht tiberzeugt man sich, dass 2 Gruppen G,' der Ge- 
stalt (I), z. B. 


q-1 q-1 


, "ae aa ' B, co ia 
mH Oo? © ae * = 71 
"2 0,1 *@ 
mod. q 
q-1 ql ahead qd, 
» ' s _ a . oo ’ B, Pie Bi 4 
(2) @ @, @ ar? ®=Geo oe 
by? 0,4 ‘ee 


wo B,, C, quadratische Reste und B,, C, quadratische Nichtreste 
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mod, q sind, nicht in einander transformirt werden kénnen in Bezug 
auf eine Substitution der Hauptgruppe G. 


Wenn aber die zum Cyklus (s = ae} gehorigen Gruppen Ge, 


sich in 2 verschiedene Gattungen von je 4— Gruppen zerlegen, so 
. 5 J 86 PP g ? 


ist klar, dass alle Gruppen Gz, der onan? . 2 verschiedene Gattungen 


von je i — a (fiir 6 > 2) oder s¢- ) (fiir 6 = 2) gleichberech- 


tigten Pte. bilden. 
, 


+ § 9. 
Zahl der Substitutionen der Gruppe G, welche mit einer Gruppe G’ 
= A” des § 7. vertauschbar sind. 


jst N die Zahl der Substitutionen © der Hauptgruppe G, welche 
mit ‘einer Gruppe Dg vertauschbar sind, ist ferner M die Zahl der 
Gruppen G{, von G (die urspriingliche Gruppe G’ mit eingerechnet), 
mit denen G’ gleichberechtigt ist, so besteht die selbstverstindliche 
Gleichung : 


M.N= 2¢%-». 
2 


Seien nimlich die Substitutionen der G’ durch S,, S, --- be- 
zeichnet und die Substitutionen der G durch #,, %, ---, dann fallen 


die sf) Gruppen G,’ 
9,18, 9,, 9-18, d, - 


zu je N zusammen. Also ist G’ mit M = a Gruppen G’ der 
Gruppe G gleichberechtigt. 

Hieraus ergeben sich leicht folgende Sitze, welche gewissermassen 
eine Ergiinzung der in § 8. bewiesenen Siitze sind. 


1) Jede Gruppe Gig ist mit sa—) Substitutionen © der Gruppe 


G vertauschbar. Es sind dies die ¢— 1) Substitutionen der zuge- 


hérigen Gruppe Gq—y? von welcher G;, Untergruppe ist. 
x . 

2) Eine Gruppe Gy, oder Gir (6 > 2 und t> 2), fiir welche 
1+ resp. att eine ungerade Zahl ist, ist nur mit ihren eigenen 
Subetitudionen sichutadina. 

3) Eine Gio oder Gi, (6 > 2 und t > 2), fiir welche “—* resp. 


a+ = eine gerade Zahl ist, ist mit den 46 bez. 4x Substitutionen einer 


Gia bez. Giz vertauschbar, Fir die einfachsten Gruppen Gy,, deren 
erzeugende Substitutionen die folgenden sind: 
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-q-l 
, 12% w 
ioset 
1 20 
ss mod. q, 
= 


lauten die zugehérigen Gruppen Gi, folgendermassen: 





q—1 
’ 1** 
oo = —— 
1 40 
mod. q. 
6’ 5 i 
Cao 


4) Eine Gruppe G, ist mit 12 Substitutionen © der Gruppe G 
vertauschbar, wenn q =-+ 3 mod. 8 ist; sie ist hingegen mit 24 Sub- 
stitutionen vertauschbar, wenn q = -+ 1 mod. 8 ist. Schreiben wir die 
Gruppe G,’ in einer der einfachen Gestalten: 


a-' att 
a ‘ 2 j ‘ @ 
=e! ™ _ vl 
Gh es 
oder ’ mod. q, 
oy’ = 3 a’ 2 
Co Co 


so bestehen im Falle gq = 5 oder 3 mod. § die besagten 12 Substi- 
tutionen © aus den Substitutionen der G,’ selbst in Verbindung mit 
der Substitution 


q—! Pe. q+1, _ att 

tat ylides 1458 pti 
. = —— — gai Tesp. 60" - a - aa 
~o MEE SH" -o tet ay es 


mod. g, welche von der Periode 3 ist. 


Die 24 Substitutionen © des Falles g=-+1 mod. 8 bestehen 
aus den eben genannten 12 Substitutionen in Verbindung mit der 
Substitution : 


mod. q, 


welche die Periode 4 hat. 





J. Grersrer, 


§ 10. 
Die Tetraeder- und Oktaedergruppen. 


Aus dem letzten Resultate des § 9. ergeben sich sogleich folgende 
Siitze: 


Es giebt in der Modulargruppe G immer sie ) Tetraedergruppen 


Giz von 12 Substitutionen. Dieselben sind alle gleichberechtigt, wenn 
q= +3 mod. 8 ist, sie vertheilen sich aber in 2 Gattungen von je 
4 Set gleichberechtigten Gruppen, wenn q=-+-1 mod. 8 ist. Im 
ersten Falle giebt es ausser den 12 Substitutionen der Giz selbst keine 
Substitution der Hauptgruppe G, welche mit einer Gruppe Giz ver- 
tauschbar wiire, im letzten Falle hingegen giebt es (inclusive der Iden- 
titdit) 24 solche Substitutionen. 

Diese Gruppen Gj; werden erzeugt von den Substitutionen einer 
G, in Verbindung mit einer solchen Substitution der Periode 3, welche 
mit dieser G,' vertauschbar ist (§ 9.). Fernerhin werden die 24 Sub- 
stitutionen, die im Falle g = -+ 1 mod. 8 mit einer Gi: vertauschbar 
sind, erhalten, wenn man die 12 Substitutionen der G1; mit einer von 
jenen Substitutionen der Periode 4 in Verbindung bringt, welche mit 
der in der Gruppe Gi enthaltenen G,' vertauschbar sind (§ 9.). 

Dass die so erhaltenen Gruppen G,; wirklich Tetraedergruppen 
sind, kann man einfach dadurch verificiren, dass man den Isomorphis- 
mus einer unter ihnen mit der Tetraedergruppe nachweist. Seien nun 
T,, T,, T,; die 3 Substitutionen der Periode 2, welche der zugehérigen 
Gruppe G, angehéren, ‘sei ferner S eine Substitution der Periode 3, 
die mit der G,’ vertauschbar ist, so erhalten wir folgende 8 Sub- 
stitutionen der Periode 3 

S, S?, F°OT,, F-"* F 7, 

2° 82,, F5*8* T,,:.7,*82,, T,* 8 T;, 
welche unserer Gi; angehdren und, wie man leicht sieht, alle von 
einander verschieden sind. Diese 8 Substitutionen der Periode 3 geben 
in Verbindung mit den 3 Substitutionen der Periode 2 und der Iden- 
titit die 12 Substitutionen der betrachteten Gruppe G,;, und nun er- 
kennt man leicht, dass diese Gj; der Tetraedergruppe isomorph ist, 
wenn man z. B. den Substitutionen 7, und S die Substitutionen 
"4 =— 7 bez. 7 =i ++ > als entsprechend zuordnet. 

Ferner bedenke man, dass jede Tetraedergruppe Gi; nur eine 
Gruppe G,’ enthilt, dass aber auch umgekehrt (wie aus den Resultaten 
des § 9. folgt) jede Gruppe G,’ nur zu einer einzigen Gruppe G2 Anlass 
giebt. Also sind die Gruppen G, und Giz ein-eindeutig einander zu- 
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geordnet und also iibertragen sich die Siitze, welche in Betreff der An- 
zahl und Gleichberechtigung der Gruppen G,’ gelten, auch unmittelbar 
auf die Gruppen Gy. 

Aus ganz analogen Griinden ergiebt sich der Satz: 


Ist q== +1 mod. 8, so giebt es- s{¢ = - Oktaedergruppen Gs, in 


der Modulargruppe G, welche sich in 2 alah Gattungen von je 
sg) gleichberechtigten Gruppen vertheilen. Eine. solche Gey ist nur 
mit ihren eigenen 24 Substitutionen vertauschbar. 

Diese Gruppen G2; werden gebildet von den 24 Substitutionen, 
die im Falle g == + 1 mod. 8 mit einer G,’ oder zugehérigen Giz ver- 
tauschbar sind. 

Dass hier Oktaedergruppen vorliegen, lisst sich wieder in der- 
selben einfachen Weise ableiten, wie es eben bei den Gruppen Gj; 
gemacht wurde, um deren Tetraedercharakter zu erkennen. Fiir den 
einfachsten Typus einer Gy, (vergl. § 9.) ist der Isomorphismus mit 
der Oktaedergruppe (Anm. d. Einleitung) hergestellt, wenn man den 
Substitutionen 


q-1 q-1 Oe ica. +B 
‘ 4° , ° 
o = ; und @ = -— lige 
'” 8 Co q—1 . q-—1 
1 8 ee yy 8 
der G2; die Substitutionen 
, . , 1i— U] 
=i und = —_ 
q y | 1 -+-+ n 


zuordnet, wie man sich leicht iiberzeugt. 

Ferner sind auch diese Gruppen Gz, den Gruppen Gi einein- 
deutig zugeordnet und also giebt es ebensoviele Gattungen und in jeder 
Gattung ebensoviele Individuen von Gruppen Gi als Gruppen G,’. 
Damit sind auch die in Betreff der Oktaedergruppen aufgestellten Sitze 
bewiesen, 

Dass im Falle g == + 3 mod. 8 keine Oktaedergruppen vorhanden 
sind, geht schon aus der einfachen Thatsache hervor, dass der Grad 
4g —1) der Hauptgruppe in diesem Falle nicht durch 24 theilbar ist. 

§ 11. 
Eine andere Ableitung der Tetraeder- und Oktaedergruppen. 


Wir kénnen die Tetraeder- und Oktaedergruppen noch auf eine 
andere sehr einfache Weise ableiten, wenn wir uns auf bekannte alge- 
braische Resultate stiitzen. Als Ausgangspunkt hiezw verwenden wir 
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J. Gierster, 


das Princip, in den bekannten endlichen Gruppen*) von bindren linearen 
Substitutionen die auftretenden Einheitswurzeln durch die entsprechenden 
Congruenzwurzeln mod. q (genau bezeichnet, die Wurzeln der Gleichung 
ax" = 1 durch die Wurzeln der Congruenz x* = 1 mod. q) 2u ersetzen. 

Offenbar werden auf diese Weise Gruppen G” definirt, welche mit 
den ebengenannten Gruppen beziehungsweise holoedrisch isomorph sind. 
Dies geht einfach aus dem Umstande hervor, dass jede zwischen den Ein- 
heitswurzeln bestehende Relation sich unmittelbar in eine Relation der 
entsprechenden Congruenzwurzeln mod, g umschreibt und dass also die 
Substitutionen jener Gruppen mit den Substitutionen dieser in ein- 
eindeutiger Beziehung stehen.**) 

Um dieses Princip zuniichst fiir die Tetraedergruppen in Anwen- 
dung zu bringen, unterscheiden wir die Fille g=1 mod. 3 und 

q—1 
q=—1 mod. 3. Im ersten Falle ist «= 4° eine reelle Grosse, welche 
der Congruenz 
a = 1 mod. q 


geniigt. Es sind daher auch die 2 Substitutionen 


, ao , ceed Pons ae 
(s) @ = oa und (t) @ x 
«—a? a—a' 


mod. g reell, also in der Gruppe G enthalten. 

Da dieselben andrerseits nach dem ebenangefiihrten Principe eine 
Tetraedergruppe***) erzeugen, so ist das Vorkommen dieser Gruppe 
in der Hauptgruppe G nachgewiesen. 

Noch allgemeiner kénnen wir die Substitutionen 


@ 
— B 
, “eo ee i Bi eee 
(A) @) o=—7y; () o=— poser 
a Ca — - SEs 
oo 
modulo qg als erzeugende Substitutionen von Tetraedergruppen auf- 
fassen, wenn B, C der Bedingung 2 
*) Vgl. die Anmerkung p. 320. 

**) Es sei hier bemerkt, dass die Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergruppen 
mit den Gruppen ow = sete mod. q fiir q = 3, bez, 4, 5 isomorph sind (vgl., 
F, Klein, Mathem. Annalen XIV, pag. 148). 

***) Alle Substitutionen der so erzeugten Tetraedergruppe sind folgende: 

4 
: — ; + Be’ 


v 
P a @ a—a 


8 

| 
8 
III 


a eee mod. q fiir e, v = 0, 1, 2. 
& — 


Ca "a— 


oe 
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Sasi 7 bow 
B-C= oe mod. g 
geniigen, da s und ¢ sich mit Hiilfe der Substitution 
oe = Vc(a—a')-o mod. q 


jae =e a") 


O-'sO=—s, und O-'tO—¢F, 


transformiren. Zwei solche Transformirte erzeugen aber bekanntlich 
immer eine zur Gruppe der urspriinglichen Substitutionen isomorphe 
Gruppe. 

Wir kénnen passender Weise die durch 2 Substitutionen der Art 
(A) erzeugten Tetraedergruppen ,,zwm Cyklus (s) gehdrige Tetraeder* 
nennen. 


in 


Ihre Zahl ist 1 , da an jeder Tetraedergruppe drei Substitutionen 


der Periode 2 theilnehmen, welche die Form der Substitution (t,) haben 
— die zwei weiteren solchen Substitutionen gehen aus einer 


—° +B 
a—-a 


i = " mod, q 
Co — 








a —a! 
hervor, wenn man statt B, C beziehungsweise Ba, Ca? oder Ba*, Ca 
setzt —, wiihrend iiberhaupt gq — 1 derartige Substitutionen in der 
Gruppe G enthalten sind. 

Geradeso, wie im Falle g = 1 mod. 3 kénnen wir jetzt im Falle 
q = — 1 mod. 3 verfahren, wenn wir die imaginire Gestalt der 

q+1 

Gruppe G ins Auge fassen. In diesem Falle ist «=j * mod. q zu 
setzen, wihrend B, C conjugirt imaginiire Zahlen sind, deren Produkt 
den Werth 


B-C= — = 12 —= = mod. q 


hat, Zahlen, welche nach § 4. (c) immer existiren. Die Zahl der 
zum Cyklus (s) gehérigen Tetraeder wird hier im Hinblick auf Satz 


(a) in § 4. als sot erkannt. 
44+ 1) oder = Cyklen der Periode 


3 giebt, je nachdem g = 1 oder = — 1 mod. 3 ist, und ferner*) jede 
Tetraedergruppe zu 4 solchen Cyklen gehort, so ergiebt sich alsGesammt- 


Da es jetzt fannie 





*) Jede Tetraedergruppe enthilt bekanntlich 4 Cyklen der Periode 3 (vergl. 
die .2, Note auf Seite 348 und die Resultate des § 6). 
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zahl der verschiedenen Tetraedergruppen, welche in der Gruppe G 
enthalten sind, in jedem Falle die Zahl bcos. 





Hieraus kénnen wir weiter schliessen, dass die hier behandelten 
Tetraedergruppen mit den Gruppen Giz des § 10. tibereinstimmen. 
Denn bekanntlich enthilt die Tetraedergruppe eine ,, ausgezeichnete “ 
Gruppe G, d. h. eine G,’, mit welcher die 12 Substitutionen der 
Tetraedergruppe vertauschbar sind. Also ist jedenfalls jede Tetraeder- 
gruppe auch eine Gruppe Gi:. Da aber weiterhin die Zahl der G,} 
mit der Zahl der Tetraedergruppen identisch ist, so muss auch umge- 
kehrt jede Gy: des § 10. eine Tetraedergruppe sein. 

Wir kénnten von den hier gemachten Entwicklungen ausgehend 
auch die Frage der Gleichberechtigung der Tetraedergruppen behandeln, 
ich glaube indes, dies um so eher bei Seite lassen zu kénnen, als 
iihnliche Betrachtungen im folgenden Paragraphen fiir die Ikosaeder- 
gruppen gemacht werden. 

Auch die Oktaedergruppen kénnen direct aus dem oben aufge- 
stellten Principe abgeleitet werden. Man kann niimlich sofort beziigliche 
Gruppentypen hinschreiben, die entweder der urspriinglichen Gruppe 
G oder der ,,Gruppe in imaginirer Gestalt“ angehéren, je nachdem 


=1 oder g=—1mod.8 
ist. Zu diesem Zwecke sei @ eine primitive reelle oder imaginiire 
Wurzel der Congruenz 
o* = — 1 mod. 8, 
q-—1 q+1 
also etwa g=4° oder 9=j © , je nachdem g=1 oder —1 mod. 8 
ist, so erzeugen die Substitutionen 





—+B 
’ oa d fs ~ae + ® d 
o=— uid @ mepGAy YAR Reooecd 
@ Co — ——_- 
e—@ 





eine zum Cyklus (s = 5) gehérige Oktaedergruppe. Hiebei sind 
B,C Zahlen, welche die Bedingung: 


BC= : =~ 1 mod. 
‘(ee 2 . 
erfiillen und reell sind, wenn g = 1 mod. 8 ist, aber conjugirt imagi- 
nir, wenn g == — 1mod,8 ist. Zahlen der letzteren Art giebt es 


aber (nach § 4., c) unter allen Umstiinden. 


*) Diese Substitutionen unterscheiden sich von den entsprechenden Sub- 
stitutionen der Oktaedergruppe (pag. 320. Anm.) dadurch, dass ihre Determinante 
zu 1 gemacht ist. 
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§ 12. 


Die [kosaedergruppen. 


Das in § 11. aufgestellte Princip gestattet sogleich noch eine an- 
dere Art von Gruppen abzuleiten. Es sind dies die Ihkosaederyruppen 
Geo von je 60 Substitutionen. 

Da im Falle der Existenz von Untergruppen der Ordnung 60 der 


Grad mI der Hauptgruppe G durch 60 theilbar sein muss, so 
folgt, dass hier nothwendig q quadratischer Rest mod. 5 sein muss. 
Es kénnen also hier iiberhaupt nur die Fille 


g=1mod.5 und g=—1 mod. 5 


in Betracht kommen. 
Man hat nun folgenden Satz: 
Wenn q=-+1 mod. 5 ist, so giebt es in der Modulargruppe G 


immer 2 a 1) Ikosaedergruppen Go. Dieselben vertheilen sich auf 
zwei verschiedene Gattungen von je ae —)) unter einander gleichbe- 


rechtigten Geo. 
Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir wieder an, es sei @ 
eine primitive Wurzel der Congruenz 


o° = 1 mod. q, 
ie. q+1 
also entweder g= 4° oder g=j ° ,je nachdem g = 1 oder = —1 


mod. 5 ist. Dann erzeugen nach dem Principe des § 11. die 2 Sub- 
stitutionen*) der Determinante 1: 


/—_ 90 


eo= und @’= 


=i 
ry 1 


*) Alle Substitutionen der erzeugten Ikosaedergruppe lauten: 


le @ » 
oo — ¥ a wi 
vo —('—-¢*)B | er . 
as a > ? ; 
@”’ = "(e? — 9 *) Cw -? (Cera —- 1 =*) 
@e—e 


’ 
@ = 


@o 


o ( _ =F +B: (? +e7*)) 


pre Pi (2 —2 1 
e! (e "Cle? +e") o——5 =) 
e —e 





(u, vy = 0, 1, 2,3, 4). 
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eine ,,zum Cyklus (s=-*,) gehoérige“’ Ikosaedergruppe. Hiebei 
@ 


miissen Bb, C zwei der Bedingung 


Bc= (é + e*)? 


Gare me 
entsprechende Gréssen sein, welche reell oder conjugirt imaginir sind, 
je nachdem q=1 oder g=—=1 mod.5 ist. Zahlen dieser Higen- 


schaften existiren aber unter allen Umstiinden (§ 4., c), da die Grdsse 
(oe? +e*) 


( =r reell ist. 
e—e@ 


Die Zahl dieser zum Cyklus (s = =) gehirigen Gruppen Gi 
e 


. 


ergiebt sich wieder einfach als I~ oder ct}. je nachdem q = 1 oder 


— 1 mod.5 ist. Denn zu jeder solchen Gruppe gehéren 5 Substitutionen 
der Periode 2 von der Gestalt 


. 
@ 


a> a 

f- ==. 
RS 
ee 





mod. q, 


" 


welche aus einer unter ihnen (f) hervorgehen, wenn man an Stelle 
von B, C die Gréssen Bo’, Co—” fiir v = 0, 1, 2, 3, 4 setzt, wihrend 
in der Gruppe G iiberhaupt g — 1 oder g + 1 (§ 4., a) Substitutionen 
dieser Art existiren. 

Bemerkt man hiezu, dass es bez. sat) oder st— ) Cyklen 
der Periode 5 giebt (§ 6.), und dass, wie man weiss*), an jeder 
Gruppe Ggo 6 Cyklen der Periode 5 theilnehmen oder dass jede Gruppe 
Geo za 6 Cyklen der Periode 5 gehdrt, so ergiebt sich als Anzahl 
aller in der Modulargruppe G enthaltenen Ikosaedergruppen die Zahl 


a(q*— 1). 
60 


Man kann nun auch die Frage der Gleichberechtigung dieser 
Gruppen Go leicht beantworten. Zunichst wird man leicht die zum 
Cyklus (s) gehdrigen Gruppen in 2 Gattungen trennen. Wir schreiben 
nimlich die folgenden 2 Typen dieser Gruppen hin, unter S, 7’ er- 
zeugende Substitutionen verstanden: 


*) Vergl. die zweite Anmerkung pag. 348. 
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q-1 


A) q=1mod.5, e=A 5 mod. q. 





















































@ qze 
(I) Ss = eo ; = a 1 mod. q3 
ie e—o" 
q—3 
a q2e+ (u=0, 1, 2,.+: >) 
wamenr 2 —3 
(sa, ra tae Oe ody 
@ Serta dove ee 
e-—-e e—e 
g+1 
B) ¢g=—1mod.5, g=j ° mod. gq. 
aa + bj?” 
“ fags re ions angen pq 1 mod. q3 
cj e—- —— 
nat (v0, 1,2,-+4—4 
@ ; ager? 
= =. <= e—eo q 
(Il) § Fal r= ete nee mod, q. 
e—e' 


Hiebei sind b, ¢ conjugirt imaginiire Gréssen der Bedingung 


2 —2)2 

be = Spee (vgl. § 4., ¢). 
(e—e") 

Nun sind jedenfalls die 4 o bez. att Gruppen jeder der zwei auf- 

gefiihrten Arten gleichberechtigt; denn sie gehen durch Transformation 


in Bezug auf die Substitutionen 








8, = ve. bez. 0, = fo mod. q 


—y 


in einander iiber, da die erzeugenden Substitutionen 





hiebei in 








1 


0,—-'s0, = hn und 0,-'#0, = —*—2 
@ 
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oder 
“+ By-*” 
e—e 
07?" o — : 
e—e 


verwandelt werden. 
Also sind die zwm Cyklus (s = 2° ) gehirigen Tkosaedergruppen 
@ 


—1 








Geo 2u je 4—* bez. at} gleichberechtigt, und da alle Cyklen der 


Periode 5 (§ 6.) selbst gleichberechtigt sind, so folgt, dass von den 


sf — i tiberhaupt vorhandenen Ikosaedergruppen jedenfalls je 


sg =) gleichberechtigt sind. Hiebei ist jedoch noch nicht entschie- 


den, ob nicht alle diese Go untereinander gleichberechtigt sind. Allein, 
wiirde man dieses annehmen, so kime man in Widerspruch mit dem 


am Kingang des § 9. aufgestellten Satze, da dort M— Ke) Bp. 


und N mindestens gleich 60 gesetzt werden miisste. Also sind die 
Gruppen G¢ der I. Art nicht mit denen der II. gleichberechtigt, was 
zu beweisen war. 

Ich fiige hier noch den ergiinzenden Satz bei: Die Gruppen Geo 
sind nur mit ihren eigenen 60 Substitutionen vertauschbar. 


§ 13. 
Isomorphismus der Gruppe mit sich selbst. 


Es ist ein bekanntes Theorem, welches dem Wesen der Sache 
nach Kronecker*) zukommt, dass die Gruppe der Modularglei- 
chung auf zwei wesentlich verschiedene Arten auf sich selbst isomorph 
bezogen werden kann. In der Folge hat man diese zwei Arten von 
Isomorphismus der Gruppe mit sich selbst wegen ihrer Wichtigkeit 
passend mit den Namen der Cogredienz und Contragredienz noch aus- 
driicklicher unterschiedén**). 

Bei meiner Darstellung liegt der Grund fiir dieses Verhalten darin, 
dass es nach § 2. zwei verschiedene Gattungen von Substitutionen S, 
der Periode g in der Gruppe G giebt. 

Man hat niamlich den Satz: Die Modulargruppe G lasst sich auf 
zwei wesentlich verschiedene Arten auf sich selbst isomorph beziehen. Bei 
der einen Art, die als Cogredienz zu bezeichnen ist, entsprechen den 
Substitutionen S, wieder Substitutionen 8S, derselben Gattung, bei der 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1861. 
**) Vergl. Gordan, Annalen XIII, p. 375 ff. 
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anderen Art, die wir als Contragrediens zu bezeichnen haben, entsprechen 
den Substitutionen S, Substitutionen 8 von entgegengesetater Gattung. 
Zunichst ist klar, dass aus einer isomorphen Bezugsetzung der 


Gruppe G mit sich selbst ohne Weiteres sig) — 1 weitere abge- 


leitet werden kénnen. Besteht nimlich der gegebene Isomorphismus 
der Gruppe G mit sich darin, dass die erzeugenden Substitutionen 
s, ¢ den Substitutionen s,, ¢, zugeordnet sind, so erhailt man bekannt- 
lich ebenfalls einen Isomorphismus der Gruppe G mit sich, der von 
dem ersten verschieden ist, wenn man den Substitutionen s, ¢ die 
Substitutionen 
a-1s,0 und @-'té 

zuordnet, wo @ eine von der Identitiit verschiedene Substitution der 
Gruppe G ist. 

Die so erlangten 4g — 1) 

2 


der Gruppe G mit sich selbst sollen als Isomorphismus derselben Art 
bezeichnet werden. 


verschiedenen Fille des Isomorphismus 


Nunmehr erhalten wir die 4“ 5. Fille der Cogredienz, wenn 


wir den erzeugenden Substitutionen 


(s) o =o+1, (t) o' = — — mod. q 
der Gruppe G die Substitutionen 
(a) (') a =w+1, (tf) o =— . mod. q 
zuordnen, wihrend die sere) Fille der Contragredienz erlangt 


werden, wenn man den Substitutionen 
1 


(s) a =a@-+1 und (A) oo’ = — — mod, g 
die Substitutionen 
(b) (s,') a =o+n; (t,) o = = mod. ¢ 


entsprechen lisst, wo » ein beliebiger quadratischer Nichtrest mod. gq ist. 
Beide Arten fallen in eine zusammen, sobald man den Substitutionen 
& die ausserhalb der Gruppe G liegende imagindre Substitution — 


—1 
= =" mod. q 
adjungirt, wo x eine Wurzel der Congruenz 
x? =n mod. q 
ist. 
In der That tiberzeugt man sich leicht, dass 
e- i $s r2) = 8,’ 
@-1t0-! = ¢,’ 
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wird, In dieser Ueberfiihrung liegt zugleich der Beweis, dass die mit 
(b) bezeichneten Bezugsetzungen in der That einen Isomorphismus 
der Gruppe mit sich selbst herstellen. 


Ausser den nunmehr aufgeziihlten 2 - Sit Fallen des Isomor- 


phismus der Gruppe G mit sich giebt es keine weiteren mehr. Denn, 
wenn der Substitution (s) o = @- 1 mod. q die Substitution s, der- 
selben Periode zugeordnet ist, so kann man @ nach § 2. so wihlen, 
dass s,° = #~'s,@ entweder mit @ =o@-+ 1 oder mit o =a+n 
zusammenfiallt. Im ersten Falle kénnen wir dann die Zuordnungen 





(s) o& =oa+1, (é) o' = ——- mod. q, 


, paras , een aoa--+b 
(‘)  =oa@+1, (’) c= mod. q 
wihlen, da (¢) ebenfalls die Periode 2 haben muss wie (¢). Da ferner 
st von der Periode 3 sein muss, weil dies auch bei s¢ der Fall ist, 
so folgt die Bedingung c = 1 und also muss ¢’ die Gestalt 
¢ — 29 — +e) 


@ a 


mod. q¢ 


haben. Allein man iiberzeugt sich nun leicht, dass die Transformation 
von s und ¢ in Bezug auf 


2 =o -+ a mod. g 
diese Substitutionen in 
a se—s und & 1tF —?’ 


iiberfiihrt , so dass unsere Zuordnung keinen neuen Fall des Isomorphis- 
mus der Gruppe mit sich selbst ergiebt. Ferner wird der zweite Fall 
auf den ersten zuriickgefiihrt, wenn man die Gruppe G in Bezug auf 


—1 
die Substitution @ = * © mod. q (in sich) transformirt. 


Ich fiige diesen Betrachtungen noch einen Satz hinzu, der durch einen 
Blick auf die obigen Entwicklungen als richtig erkannt wird: Durch die 
Transformation der Gruppe G in sich, welche die Substitution © liefert, 
werden die verschiedenen Gattungen von Untergruppen G,’, Gis, Gsi, Geo 
mit eimander vertauscht. Wenn man also die Substitution © zu den Sub- 
stitutionen der Gruppe G hinzunimmt, so entsteht eine wmfassendere Gruppe 
von q (q* — 1) Substitutionen — die Gruppe der Modulargleichung der Trans- 

q—1 
formation gq‘ Ordnung ohne Adjunction von V (—1) ? q—, welche 


die Gruppe G der Ordnung = als ausgezeichnete Untergruppe 


in sich enthilt, und in welcher alle Substitutionen der Periode q, ebenso 
alle Untergruppen G,’, Gis, Get, Geo unter einander gleichberechtigt sind. 
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mit 
mus § 14. 

Einige Satze tiber die Zugehérigkeit der aufgezihlten Untergruppen. 
mor- Ich stelle zum Schlusse dieses Abschnitts noch einige Siatze zu- 
enn, sammen, die leicht bewiesen werden kénnen. Hierbei soll ebenso wie 
der- friiher eine Gruppe zu einer anderen gehdrig genannt werden, wenn 
ilen, sie die letztere in sich als Untergruppe enthilt. Ferner soll (") 
+* das Legendre’sche Zeichen bedeuten d. h. den Werth + 1 oder — 1 
= haben , je nachdem m quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest 

mod, » ist. 

AM ot 
1) Zu jeder cyklischen Gruppe G, der Periode 2 gehiren = 4 

Gruppen G, und ebensoviele Gruppen Giz, die alle gleichberechtigt sind, 
rner q _— 

ust, wenn (*) = — | ist, die sich aber in zwei Hiilften von je —— = ae 

Gruppen von entgegengeseteter Gattung vertheilen, wenn (") =-+ 1 ist. 

—1 
tion Zu jeder Gruppe G, gehiren ferner 3 r Oktaedergruppen, 
wenn () =1 ist und zwar von jeder der beiden Gattungen je 
—1 
oe = nor F 
as Ebenso gehiren zu jeder cyklischen Gruppe G, im Falle 
—1 

hi 7 
meg (2) = 1 je ——.‘4* Ikosaedergruppen wnd zwar von jeder Gattung 
Fall 5 1 
auf ON xe 
™ -G) 
, 'q-(%) 
ae 2) Zu jeder cyklischen Gruppe G, der Ordnung 3 gehiren ——.~- 
v die es 
fert, Tetraedergruppen Giz, die von derselben Gattung sind, wenn (") = — | 
Geo e—(2 
Sub- ist, die sich aber in zwei Gattungen von je z ced Tetraedergruppen 
ppe GQ.” vertheil (2) = 1 ist 
ane. iz vertheilen, wenn \ )= 1 ist. 

Zu jeder Gruppe G, gehoren ferner von jeder der zwei Gattungen je 
olche _ ee 
uppe —,;" Oktaedergruppen, wenn (= ) = 1 ist und ebensovicle Ikosaeder- 
— gruppen von jeder Gattung, wenn (2) = 1 ist. 














J. Grerster, 


q 
3) Zu jeder cyklischen Gruppe G, der Periode 4 gehiren ——; 
Oktaedergruppen der einen und ebensoviele der andern Art. 

4) Zu jeder cyklischen Gruppe G, der Periode 5 gehiren AE 
Ikosaedergruppen, die sich in gleiche Hiilften von je St} auf die 
beiden vorhandenen Gattungen vertheilen. Hiebei gelten die oberen oder 
unteren Vorzeichen, je nachdem q = 1 oder g = — 1 mod. 5 ist. 

5) Zu jeder Doppelpyramidengruppe G, gehirt eine Tetraedergruppe 
und, wenn (=) = | ist, ebenso eine Oktaedergruppe. 


6) Ebenso gehiren zu jeder Gruppe G,, sowie zu jeder Tetraeder- 
gruppe zwei Ikosaedergruppen Go, welche von entgegengesetater Gattung 
sind, wenn 2 quadratischer Nichtrest mod. q ist, die aber von derselben 
Gattung sind, wenn 2 quadratischer Rest mod. q ist. 


Il. Abschnitt. 


Beweis fiir die Vollstindigkeit der im I. Abschnitte gelieferten 
Aufzihlung von Untergruppen. 


Ich gehe nunmehr dazu iiber, nachzuweisen, dass ausser den in 
Abschnitt I. aufgestellten Untergruppen der Modulargruppe G keine 
weiteren derartigen Gruppen existiren kénnen. Dieser Beweis kann 
mit denselben Mitteln durchgefiihrt werden, welche Camille Jordan*) 
verwendet hat, um die endlichen Gruppen der linearen Substitutionen 
und zwar zunichst der biniiren und terniren aufzustellen. Demselben 
liegt der einfache Gedanke zu Grunde, dass man fiir den Grad g einer 
Gruppe G’ gewisse diophantische Bedingungen aufstellt, welche noth- 
wendig bestehen miissen, wenn diese Gruppe eine Untergruppe der 
Hauptgruppe G sein soll, und dass man dann fiir die Zahlen g, welche den 
erwihnten Bedingungen geniigen, besondere Untersuchungen anstellt, 
um zu entscheiden, ob denn auch in der That Untergruppen der Gruppe 
G vom Grade g existiren. Merkwiirdig ist hiebei in unserem Falle, 
dass fiir alle Lésungen g auch in der That Untergruppen dieser Ord- 
nungen von G existiren. 


*) Camille Jordan, Mémoire sur les équations différentielles linéaires a 
Vintégrale algébrique, in Crelles Journal Bd. 84. 
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§ 1. 
Diophantische Bedingungen fir den Grad einer Untergruppe. 


Zunichst erkennt man: Jede weitere in der Hauptgruppe G ent- 
haltene Untergruppe, die von den im I. Abschnitte aufgestellten ver- 
schieden ist, kann keine cyklische Gruppe der Ordnung q enthalten. Denn 
entweder enthilt sie nur einen solchen Cyklus (S), dann geniigen alle 
Substitutionen © der Untergruppe einer Bedingung 


0-180 = S*, 
d. h. die Gruppe fallt mit einer halbmetacyklischen Gruppe oder einer 
Untergruppe derselben zusanfmen. Oder aber die Gruppe enthilt 
mindestens zwei verschiedene Cyklen der Periode g (S,) und (S,); dann 


enthilt sie alle g + 1 derartigen Cyklen der Hauptgruppe. Denn durch 
die Transformationen 


S,-# 8," S," 


fiir w= 1, 2,---,g—1 gehen aus (S,) gerade g — 1 weitere von einander 
und von (S,) und (S,) verschiedene Cyklen (S,—“S,S,") dieser Periode 
hervor. Also enthilt sie alle g? — 1 Substitutionen der Periode q der 
Hauptgruppe, mithin auch die zwei folgenden 


S=oa+1; = fet mod. q 


und demnach auch die Substitution 
v ue 1 
S’—? §* = —-; mod. q, 


welche in Verbindung mit S’ bekanntlich die Gruppe G erzeugt. Wir 
schliessen hieraus, dass die Untergruppe mit der Hauptgruppe selbst 
zusammenfallt, was nicht der Fall sein soll. 

Dementsprechend soll auch im Folgenden nur von Untergruppen die 
Rede sein, die keine Substitution der Periode q enthalten. 

Der Grad g einer hier betrachteten Untergruppe- ist dann ein 
Theiler von f=... 

Ferner seien die Substitutionen einer solchen Untergruppe mit 
0, bezeichnet. — 

Wir greifen dann aus den Substitutionen unserer Untergruppe eine 
Substitution S, heraus, welche die hichst vorkommende Periode x, hat, 
so dass also tata Substitution ©’ der Untergruppe existirt von héherer 
Periode als S,. 


Dann ‘et die Anzahl der Substitutionen 90,, die einer Relation 
(A) Q,-! S; 0, = S,“ 
geniigen, entweder = 2, oder = 2m. 
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Wir wissen namlich nach § 2. des Abschnittes I., dass die Ge- 
sammtheit der Substitutionen #, der Hauptgruppe G, welche einer 
Relation (A) geniigen, eine Doppelpyramidengruppe bilden, welche aus 
den Potenzen einer Substitution S in Verbindung mit einer Substitu- 
tion 7’ der Periode 2 besteht, und zwar ist S, eine Potenz von S, etwa 

= S. 
Nun soll der Annahme nach keine Substitution von héherer Periode, 
als S, hat, vorkommen; daher haben wir nur die zwei folgenden 
Méglichkeiten : 

1) Die Substitutionen ©, der verlangten Art bestehen nur aus 
allen Potenzen von S, = S* und bildey dann eine cyklische Gruppe 
der Periode z,. Ausser diesen Potenzen von S kiénnen keine weiteren 
mehr vorkommen; denn wiire S’ noch eine solche Potenz von S, so 
kénnte man eine Substitution 8,” - S’ finden, die eine gréssere Periode 
hatte als S,, was ein Widerspruch wire. 

2) Die Substitutionen © der verlangten Art bestehen aus den 2, 
Potenzen von S, in Verbindung mit mindestens einer Substitution 7’. 
Wenn es aber eine Substitution 7, giebt, so giebt es sogleich 2, der- 
artige Substitutionen der Periode 2; es sind dies die Substitutionen 
ST, fir v = 1, 2,3---m,. Aber ausser diesen kénnen keine weiteren 
solchen Substitutionen mehr vorhanden sein. Denn wire S“ 7, eine 
solche, so gabe es auch eine Substitution S“ 7, 7, = S“ der Untergruppe, 
die keine Potenz von S, wire, was aber nach (1) nicht stattfinden kann. 
Also bilden in diesem Falle die Substitutionen © eine Doppelpyramiden- 
gruppe der Ordnung 22,, was zu beweisen war. 

Offenbar gilt dieser Satz auch fiir jede solche Substitution @ der 
Untergruppe, welche nicht als Potenz einer andern Substitution 9; der- 
selben von hiherer Periode als © darstellbar ist. 

Dieses vorausgesetzt bilden wir jetzt die (x, — 1)-g Substitutionen: 


6,-'8,6,; 8,-'8,70,; + ag 0,-1 S8,%- 16,, 


wo 9, alle Substitutionen der Untergruppe (inclusive der Identitit) 
beschreibt. Dann haben bekanntlich alle diese Substitutionen dieselbe 
Periode, wie beziehungsweise : 


S,, Sj, 8,3,--+, Sy—t. 
Ferner erkennt man ebenso wie in § 6. Abschn. I., dass dieselben zu 
je =, resp. 2a, zusammenfallen, je nachdem die Zahl der Substitutionen 
©, welche einer Relation (A) geniigen = x, oder 22, ist. Die Ge- 
sammtheit der durch unser Verfahren mit S, erhaltenen unter sich ver- 
schiedenen, iibrigens gleichberechtigten Substitutionen der betrachteten 


Untergruppe ist demnach (m1 a 2 “9 | wo 6, =1 oder — 2 ist. 
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Mit den jetzt erhaltenen Substitutionen werden noch nicht alle 
Substitutionen unserer Untergruppe erschépft sein. Man suche nun 
unter den iibriggebliebenen Substitutionen der Untergruppe wieder 
eine solche S, heraus, deren Periode x, von keiner anderen der noch 
restirenden Substitutionen tibertroffen wird. Dann gilt fiir diese Sub- 
stitution ebenfalls der Satz (A), da es keine Substitution © geben 
kann von grésserer Periode als x,, von welcher S, eine Potenz ist. Offen- 
bar miisste nimlich eine solche Substitution © unter den bereits auf- 
gezihlten sein, dann wire also 0 = 0,-'S,°0, und 


S, = Qr = 6,-! S,°t ,, 
d. h. es wiire auch S, eine der bereits aufgeziihlten Substitutionen, 


was gegen die Voraussetzung verstisst. Demnach ist wieder die Zahl 
der verschiedenen Substitutionen der Art 


0,-'S,0,, O.-'S,20,, «--, 0-1 S,%-@,, 


da diese zu je 6,2, (wo 6, = 1 oder 2 ist) zusammenfallen, durch 
MN, — 1)g 
(ms — U9 dargestelit. 

Og%2 


Diese Substitutionen sind aber andrerseits auch von den erst 
erhaltenen Substitutionen verschieden. Denn wire etwa 0,~'S,* 0, 
= 0,~'S, ©,, so kame sofort: 

0, 9,-! S,* 0, O,-! = S,* 
und hieraus (nach § 5. Anm.), wenn man 0, 0,~! = Qp¢ setzt, 

x y = 
ag qs oii) aa? oll 
O51 8,7 O51 = S,. 

Dies wiirde aber sagen, dass S, schon zu den erst erlangten Substi- 
tutionen gehérte, was ein Widerspruch gegen unsere Annahme wire, 
S, solle zu den restirenden Substitutionen © gehéren. 

Wir kénnen so fortgehen, indem wir wieder aus den restirenden 
Substitutionen eine S, herausgreifen von einer Periode 2,, die nicht 
kleiner ist als die Periode irgend einer andern der iibriggebliebenen Sub- 


stitutionen und erhalten dann auf demselben Wege wieder = De 
33 


neue, von einander und der Identitat verschiedene Substitutionen der 
Untergruppe u. s. f. Sei S, diejenige Substitution, mit welcher der 
Process sich abschliesst, mit welcher also alle Substitutionen 0, der 
Untergruppe ausser der Identitait erschépft sind. Dann erhalten wir 
offenbar (mit Hinzufiigung der Identitiit) die Relation 


_—s 
0) : g-1+ 


wobei 6, = 1 oder 2 ist. 
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Ausser dieser Hauptbedingung schreiben wir noch 2 weitere hin. 
Selbstverstiindlich ist die Bedingung: 


(ID g > 6, %,. 
Ist ferner x, > 1, > 2, so wird 
(IIb g>2n,x,—2,—2,+1. 


Denn die 2,(x, — 1) Substitutionen 
—=1,2,--- —1 
S,-* SS, fiir ‘’ me 
y= 1,2,-+-, %, 
sowie die 2,(z, — 1) Substitutionen 
= ee ws, 9 
S,-« 8,” 8S," fiir 4 + ig » ™s 
u = 2, l, eo ey Wy 


sind unter sich und von der Identitat verschieden. 


§ 2. 
Discussion der erhaltenen Bedingungsgleichungen. 
Aus der Bedingung (I) een sich jetzt 


rH 


=r — 1 
Nun muss g positiv sein, also 1 Dae =e , und da jeder Term 
=1 hls 


g= .*) 


a,—1 





ar 2 + ist, so kann r héchstens gleich 3 sein und daher giebt 


es nur eine geringe Anzahl von positiven Lésungen g. Dieselben sind: 


(1) r=1 giebt 6, = 1, y=, 
, 2 
&) 6, = 6, = 2; 1 = My, My = My} hege 


1 snk b) 6, = 2, 6,=1; = %,, TM, = 2; g= 2m, 
c) 6,=1, 6,=—2; 4,=—3, 2, =—2; g—12, 


a) 6,=6,=0,=2; x, —=2,, 1, = 2, 1,=2, 9=—2m,, 


° b) ” ; x, =3, t,=3, H,=2, 9=—12, 
(3) r—=3 giebt c) 2 5 m,—=4, 2,3, 2,—=2, 9—24, 
d) ” 3 a,=5, 1,=3, 2, —=2, g=60. 


*) C. Jordan, die eben citirte Abhandlung in Borchardt’s Journal, Bd. 84, 
pag. 98. 
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Bemerkt man ferner, dass die Lésungen (2)a und (3) b in Wider- 


spruch stehen mit den Bedingungen (II) bez. (IIT) des § 1., so bleiben 


nur folgende Lésungen zur Discussion: 
(1) r=1; 6, =—1; 4, —24,3 9 =X. 
(2) a) r= 2; 6,=—2, 6,=—1; m—2,, m= 2; g= 2m, 
b) r=3, 6, = 6,=6,—=2; m=, M—=2, t= 2; g= 2m, 
(3) y=2; 6,=1, 6,=—2; 1,=—3, t,—2; g=—12, 
(4) r==3; 6,=6,=6,=2; 1,—4, 1, =3, = 2; = 24, 
(5) r==3; 6,=6,=—6,=2; 21,=—5, 1,—=3, 143=2; g=—60. 

Nun ist klar, dass der Fall (1) die cyklischen Gruppen Ga und 
G, liefert. 

Die beiden Fille (2) liefern die Doppelpyramidengruppen Geo, Gee 
und zwar besiehungsweise fiir ungerade Zahlen 6,7 oder fiir gerade 
Zahlen 6, t. Denn der Entwicklung des § 1. dieses Abschnittes zufolge 
ist Sy von der Periode z, mit allen Substitutionen © der Gruppe in einer 
Beziehung : 

0-8, 0 = §,* (§. 7.). 

Der Fall (3) giebt die Tetraedergruppen. 

In der That bemerkt man zunichst nach den Entwicklungen des 
§ 1., dass eine diesem Falle entsprechende Untergruppe 4 Cyklen der 
Periode 3 und 3 Cyklen der Periode 2 hat, wie dies auch beim 


Tetraeder der Fall ist. Sei nun g eine primitive Wurzel der Congruenz 
oe? = 1 mod. q, so kénnen wir 


Sy 2S; 8, Set? (g1) 


“e- ? 2 Co—@ 
nehmen, wo a von 0 mod. q verschieden ist. Dann besitzt 


ago + be 
S, S, a Tira 
cea — ae 


jedenfalls nicht die Periode 2, also muss sie die Periode 3 haben, da 
nur diese zwei Perioden vorkommen; also wird 


= 





7 mod. q, 


[9 
d. h. nach § 11., dass S, und S, eine Tetraedergruppe erzeugen. 

Der Fall 4 liefert die Oktaedergruppen. 

Zanachst sieht man namlich wieder, dass bei einer Untergruppe 
dieses Falles, wie dies beim Oktaeder der Fall ist, 3 Cyklen der 
Periode 4, 4 Cyklen der Periode 3 und 6 Cyklen der Periode 2 
existiren. Sei jetzt wieder @ eine primitive Wurzel der Congruenz 
e* = 1 mod. g, so kénnen wir (§ 1, Abschn. II.) 
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ea ao-+b 
8, eS? =e 


wahlen, wo a > O mod. gq ist. Jetzt betrachten wir die Substitutionen: 
1 -2 
RO nw ee, ht ee .. 
Cem — ag cow — ag 
Jedenfalls hat nun die Substitution S,S,, da a > 0 mod. q ist, 


entweder die Periode 3 oder 4. Im ersten Falle wird a==—— —; mod. q 


¢—s8 

und S, und S, erzeugen (§ 11.) eine Oktaedergruppe. Im letzten Falle 
ete" 
e-e" 

a(9? — 9-*) (0 + ot) =2 mod. ¢ 
nach § 2. die Periode qg, was ein Widerspruch ist, wenn g > 3 ist, 
was hier angenommen werden muss. Diese Méglichkeit ist daher nicht 
weiter in Betracht zu ziehen. 

Der Fall (5) liefert die Ikosaedergruppen. . 

Denn zuniichst erhalten wir im Hinblick auf § 1. d. Abschn. fiir 
eine diesem Falle entsprechende Untergruppe 6 Cyklen der Periode 5, 
10 Cyklen der Periode 3, 15 Cyklen der Periode 2. Nun sei @ eine Wurzel 
der Congruenz: 9° ==1 mod.q. Wir setzen dann (nach § 1, A. IL) 


wird a = mod. gq; dann hat aber S,S,? wegen 





, ea . ao+b 
4,=— >, 54=— ne mod. q, 


wobei wir a > 0 mod. q annelmen diirfen. Bilden wir jetzt wieder 
die Substitutionen 
+ _ aea+be ~ 
8,5, = ‘anna - = 
eo — ae coe* a — ae 


so folgt wieder: S,S, hat entweder die Periode 3 oder 5, Hat sie die 


5.9.2 see tbe 
so 


2 mod. q, 


; , , 1 
Periode 3, so wird a = —, mod. q und S,, S; erzeugen nach 


e-¢ 
§ 12. eine Ikosaedergruppe. Hat sie die Periode 5, dann wird ent- 
weder (vergl. Abschn. I, § 2.) 


ee ek... 4 


a = 
e—e 


=" oder a == ——"— — mod. g. 


_¢f-¢ e—e 


Im ersteren Faille also sind S,,S, nach § 12. wieder erzeugende Sub- 
stitutionen einer Ikosaedergruppe. Im letzteren Falle aber stossen wir 
auf andere Schwierigkeiten, so dass dieser Fall ausgeschlossen bleibt. 
Niamlich die Periode von S,S,? muss entweder = 2 oder 3 oder 5 sein. 
Nun ist sie jedenfalls nicht 2, da (vergl. Abschn. I, § 2. den Werth 
von «+ @) 


a(o? — o-*) = (e+ @-')* mod. g 
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jedenfalls von Null verschieden ist. 
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Sie ist aber auch nicht 3, denn 
sonst miisste (9 + o')? == + 1 mod. gq sein. Nun giibe 


(e+e"y=1 
die Relation 9? + @-* + 1= 0, also oe = 1 mod. q; ebenso giibe 
e+e y=-—1 
die Relation 9? + e*+3=—e—o'!+2=— (eo? — eo?) =0 


mod. g, also g# = 1 mod.q. Allein dies sind Widerspriiche gegen die 
iiber @ gemachte Voraussetzung, dass > = 1 mod. q sein soll. 
Endlich hat S, 8,? auch nicht die Periode 5. Sonst wire niimlich 


entweder 
(e+ eo") =+(@ + e-*) mod. q, 
was sicher nicht der Fall ist, oder aber es wiire 


(e+e? = + (e + o*) mod. q, 
was ebenfalls unmdglich ist. 

Aus allen diesen Erérterungen schliessen wir: Dass mit den in 
Abschnitt I. aufgezihiten Untergruppen alle Untergruppen der Galois’- 
schen Gruppe der Modulargleichungen fiir einen primzahligen Trans- 
formationsgrad q erschipft sind, wnd dass also das zu Eingang gestellte 
Problem in der That erledigt ist. 


Bamberg, im Januar 1881. 














Ueber die Abhangigkeit der Charaktere einer durch Leitcurven 
bestimmten Regelflache von den Charakteren dieser Leitcurven. 


Von 


Orro Rupr in Briinn. 


Die windschiefen Regelflichen, welche durch eine Gerade erzeugt 
werden, die 

1) drei gegebene Curven einfach, 

2) eine gegebene Curve zweifach und eine andere einfach, und 

3) eine gegebene Curve dreifach schneidet, 
sind zuerst von George Salmon betrachtet worden*). 

A. Cayley*™) fiigt den von Salmon gefundenen Resultaten neue 
hinzu, Ausser den Graden der Fliichen und den Anzahlen der doppelten 
resp. mehrfachen Erzeugenden bestimmt derselbe namentlich auch die 
Ordnungen der eigentlichen Doppeleurven. Die Methode, welche 
Cayley zur Ermittelung der letzteren anwendet, beruht darauf, dass 
eine (Leit-)Curve m'* Ordnung durch ein System zweier Curven 
p* und g'* Ordnung (wobei p + q = m ist) ersetzt wird***). 

Nachdem zur Lésung des bezeichneten Problems eine directe 
geometrische Methode bisher nicht bekannt ist,/) und andrerseits die 
oben genannten Autoren bei ihren Betrachtungen stationire Punkte 


der Leitcurven ausschlosseu, so diirfte in dieser Hinsicht die vorliegende. 


*) Salmon: On a class of Ruled Surfaces, Cambridge and Dublin Math. 
Journ. vol. 8. pag. 45. 
On the Degree of a Surface reciprocal to a given one, Transact. Royal 
Irish Acad. vol. 23. p. 461. — cf. auch Salmon’s Raumgeometrie II. Theil. 
Deutsche Ausgabe von Fiedler, p. 296. (3. Auflage.) 

**) A. Cayley: On Skew Surfaces, otherwise Scrolls. Philos. Transactions 
vol. 153. p. 453, 

***) Diese Methode ist wesentlich eine Anwendung der Form III, des Schu- 
bert’schen Principes von der Erhaltung der Anzahl (cf. Schubert: Calciil der 
abzihlenden Geometrie, § 4). 

+t) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, II. Theil. p. 302 
(3. Auflage). 
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Abhandlung als Vervollstindigung der Theorie bezeichneter drei Regel- 
flichen dienen. Dieselbe befasst sich mit der Ableitung der Charaktere 
und gewohnlichen Singularititen dieser Flichen auf directem geome- 
trischen Wege. 


I. 


Allgemeine Betrachtungen iiber die Singularitéten der Regelflichen. 
Bezeichnungen und Gleichungen. 


Eine Gerade g, welche in jeder Lage drei Raumeurven C,, C, 
und C,, die eine allgemeine gegenseitige Lage besitzen, in je einem 
Punkte a,, a resp. a, schneidet, erzeugt eine windschiefe Regelfliche. 

Sind ¢,, ¢, und ¢, die Tangenten der Curven C,, C, und C, in 
den drei Punkten a,, a, und a,, so repriisentiren die Ebenen (gt,), 
(gt,) und (gt,) die Beriihrebenen der Regelfliiche in a,, a,, a3. Da 
bekanntlich die Reihe der Punkte auf einer Erzeugenden jeder Regel- 
fliche zu dem Biischel der ihnen entsprechenden Beriihrebenen pro- 
jectivisch ist, so ist im vorliegenden Falle vermége der drei Paare 
entsprechender Elemente a,, (gt,); @),(gt,) und a, (gt,) die Beriihr- 
ebene in jedem weiteren Punkte der Erzeugenden g bestimmt. 

Es giebt nun im Allgemeinen immer eine bestimmte endliche 
Anzahl von Erzeugenden g, welche die eine oder die andere der drei 
Leitcurven C,, C,, C, noch ein zweites Mal schneiden. 

Vorausgesetzt, eine derartige Erzeugende g schneide die Leitcurven 
C, und CQ, in a, resp. a,, und die Leitcurve C, in den beiden Punkten 
a, und a,’. Dann entspricht irgend einem beliebigen Punkte x der 
Erzeugenden g eine Beriihrebene G, vermége der projectivischen Be- 
ziehung 

(@,a,a,”) = (gt, gt, gts Ge) 
und eine zweite Beriihrebene G, vermége der projectivischen Be- 
ziehung 

(a, dg ayx) = (gt,' gt, gt, Ge), 
d. h. einem jeden Punkte x von g entsprechen zwei verschiedene Be- 
riihrebenen. Die Gerade g ist mithin eine ,,Doppelerzeugende“ der 
Regelflaiche. 

Die beiden zur Reihe der Punkte einer Doppelerzeugenden, also 
auch untereinander projectivischen Biischel von Tangentialebenen be- 
sitzen zwei Doppelebenen, welche offenbar keine anderen sind, als 
die Beritihrebenen (g#,) und (gt) in den Punkten a, und ay. 

Wenn in den beiden genannten projectivischen Biischeln von 
Tangentialebenen ausser den Ebenen (gt,) und (gt,) noch ein drittes 
Paar entsprechender coincidirender Ebenen existirt, so sind diese 
Biischel identisch, d. h. es coincidiren alle einander entsprechenden 
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Ebenen. In diesem Falle ist g eine ,,stationdre Erzeugende“, d. i. eine 
Doppelerzeugende, in deren jedem Punkte die beiden Tangentialebenen 
der Regelfliiche zusammenfallen. 

Dieser Fall kann nur dann eintreten: 

1) Wenn die Doppelverhiiltnisse (a,a,'a,a,) und (gt, gt, gt, gts) 
gleichen Werth besitzen, oder 

2) Wenn die Punkte a, und a,’ zusammenfallen, und in ihrer 
Vereinigung einen ,,stationiren Punkt“ der Leitcurve C, reprisentiren. 

Nachdem die Beziehung (a,a,'a,a,) = (gt, gt, gt.gt,) eine Be- 
dingung beziiglich der gegenseitigen Lage der Leitcurven C,, C, und 
C, in sich schliesst, so kann dieselbe im vorliegenden Falle nicht 
berticksichtigt werden, wohl aber die in 2) ausgesprochene, welche 
zu folgendem Satze fiihrt: 

»Die Erzeugenden der Regelfliiche, welche durch die stationdren 
Punkte einer Leiteurve hindurchgehen, sind stationdre Erzeugende, und 
kinnen stationdre Erzeugenden im Allgemeinen auf keine andere Art 
entstehen.“ 

Dieser Satz gilt, wie man sich durch analoge Betrachtungen iiber- 
zeugt, nicht blos fiir die Regelfliche mit drei einfach zu schneidenden 
Leitlinien, sondern auch fiir die beiden anderen oben angefiihrten 
Regelflachen. 

Eine andere gewdhnliche Singularitiit der Regelfliichen sind die 
sogenannten ,,Kanten“ oder ,,Torsallinien.*) 

Wie es unter oo! Paaren von projectivischen einstufigen Grund- 
gebilden im Allgemeinen eine endliche Anzahl mal vorkommt, dass 
jedem beliebigen Elemente des einen Grundgebildes ein constantes 
Element des anderen, und umgekehrt entspricht**), so kommt es im 
vorliegenden Falle im Allgemeinen auch unter den oo! Projectivitiiten 
der Punkte und Tangentialebenen liings einer Erzeugenden der Regel- 
fliche eine endliche Anzahl mal vor, dass einem jeden ihrer Punkte 
eine und dieselbe Tangentialebene und jeder ihrer Tangentialebenen ein 
und derselbe Punkt entspricht. Die Erzeugenden, welche Trager 
solcher ausgearteten Projectivitiiten sind, nennt man _,,Torsallinien“, 
die festen Tangentialebenen derselben ,,Torsalebenen“, und die festen 
Punkte auf ihnen ,,Spitzen“. 

Fiir M als Grad und R als Rang einer windschiefen Fliche ist 
die Zahl der Torsallinien gleich: 


*) Die erste Bezeichnung riihrt von de La Gournerie her (arétes, Kanten); 
die zweite von Sturm. (Eine ,,Torse‘‘ nenut Cayley das Ebenensystem einer 
jeden developpablen Fliche.) 

**) Sturm, Math. Annalen Band 6 und 12. — Hirst, Proced. of the London 
Math. Soc. vol. 5 und 8. — Schubert, Calciil der abziihlenden Geometrie. 
§§ 27 und 28. 
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T=2R — 2M.*) 
Da eine Ebene, welche durch eine Erzeugende einer Regelfliche gelegt 

wird, die Filiiche nur in einem einzigen Punkte dieser Erzeugenden 

beriihrt, so muss eine Ebene, welche die Regelfliiche in zwei Punkten 

einer Erzeugenden beriihrt, nach Form IV des Princips von der Er- 

haltung der Anzahl**) in allen Punkten dieser Erzeugenden beriihren, 

d. h. die Erzeugende muss nothwendig eine Torsallinie sein. 

Auf Grund dieser Anschawung lassen sich die Anzahlen der Torsal- 
linien der zu untersuchenden Regelfliichen von vornherein bestimmen. 
Sind C,, C, und C, drei Leitlinien einer Regelfliche und ist eine 
Gerade g, welche C,, C, und C, beziehungsweise in den Punkten a,, 
a, und a, treffen mag, eine Torsallinie der Fliche, so mitissen, wenn 
t,, t, und ¢, die Tangenten von C,, C, und C, in a, a, a, vorstellen, 
irgend zwei von den drei Tangentialebenen (gt,), (g¢,) und (gt,) coin- 
cidiren, d. h. es miissen irgend zwei von den Tangenten ¢,, ¢,, ¢, sich 
schneiden. Hieraus folgt aber, dass eine jede Torsallinie gleichzeitig 
eine Erzeugende derjenigen Developpablen sein miisse, welche irgend 
zweien von den drei Leitcurven C,, C,, C, umschrieben ist. In Folge 
der allgemeinen gegenseitigen Lage der Leitcurven wird der Fall, 
dass alle drei Tangenten ¢, ¢,¢, in einerlei Ebene liegen, nicht ein- 
treten. Schneiden sich z. B. ¢, und ¢,, so ist a, die Spitze der Torsal- 
linie, und jede durch g gehende Ebene beriihrt nach der Definition 
der Torsallinie die Regelfliiche in a,. Andrerseits ist dann aber auch 
a, ein Schnittpankt der Leiteurve C, mit der den Curven C, und C, 
umschriebenen Developpablen. Jeder Schnittpunkt der einen Leitcurve 
mit der den beiden anderen Leitcurven umschriebenen Developpablen 
ist hiernach Spitze einer Torsallinie, und die Gesammtzahl dieser drei 
Gruppen von Schnittpunkten ist auch die Gesammtzahl der Torsallinien 
der Regelfliche. 

Auf der Regelfliiche, deren Erzeugenden eine Curve C, zweifach 
und eine zweite Curve C, einfach schneiden, giebt es zwei Gruppen 
von Torsallinien, niimlich soleche, welche ihre Spitzen auf C, haben, 
und solche, deren Spitzen auf C, liegen. Durch Betrachtungen, welche 
den vorhergehenden analog sind, findet man, dass die ersteren die 
gemeinschaftlichen Erzeugenden der Regelfliche und der der Curve C, 


*) R. Sturm beweist diese Relation durch eine Betrachtung der eindeutigen 
Beziehung zwischen den Punkten und und den Tangentialebenen der Regelfliiche 
auf zwei beliebigen ihrer ebenen Schnitte. Math. Ann. Bd. V1, p. 255. 

H. Schubert leitet dieselbe Gleichung vermittelst seiner Coincidenzformel 
fiir das Punktepaar direct ab, und zéigt auch, dass dieselbe eine specielle Form 
seiner Coincidenzformel fiir das Strahlenpaar (eo = 28 — 2eg, Calciil der ab- 
zihlenden Geometrie § 315, Formel 22) ist, Mathem. Ann, Bd. XVII, p. 575 —576. 

**) Schubert, Calciil, § 4. 


Mathematische Annalen. XVIII. 24 
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doppeltumschriebenen Developpablen, und die letzteren die gemein- 
schaftlichen Erzeugenden der Regelfliiche und der den Curven C, und ° 
C, umschriebenen Developpablen sind. Endlich ergeben sich die Torsal- 
linien einer Regelfliiche, welche von den dreifachen Secanten einer 
Raumeurve erzeugt wird, als gemeinschaftliche Erzeugende dieser 
Regelfliiche und der der Leitcurve doppelt umschriebenen Deve- 
loppablen. 


Il. 
Methoden und Gleichungen zur Berechnung der Charaktere. 


Der Uebersichtlichkeit wegen sollen hier vorab die Bezeichnungen 
und Gleichungen, von welchen im Folgenden Gebrauch gemacht wird, 
zusammengestellt werden. 


Es sei 
m — die Ordnung einer Leitcurve, 
y — ihr Rang, 


p — ihr Geschlecht, 
h — die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte, 
6 — die Zahl ihrer stationiiren Punkte , 
M — der Grad einer Regelfliche, 
R — der Rang derselben (Classe des ebenen Schnittes), 
ND — (nodal director) die Summe der Ordnungen ihrer vielfachen 
Leitcurven, reducirt auf Doppelcurven (wobei eine k -fache 


Curve m'** Ordnung mit einer Doppelcurve 3 mk(k—1) 
Ordnung iquivalent ist), 

NG — (nodal generator) die Zahl der Doppelerzeugenden, wobei 
eine jede k-fache Erzeugende durch — k(k — 1) Doppel- 
erzeugende ersetzt ist, 


NR — (nodal residue) die Ordnung der eigentlichen, ausser den 
vielfachen Leitlinien und Doppelerzeugenden vorhandenen 
Doppelcurve, 


NT — (nodal total) die Summe der Ordnungen aller vorgenannten 
Doppellinien, d. h. die Gesammtzahl der Doppelpunkte eines 
ebenen Schnittes der Regelfliche, 

SG — Zahl der stationiiren Erzeugenden (oder der Riickkehrpunkte 
des ebenen Schnittes der Regelfliiche), 

T — Zahl der Torsallinien , 
D(m,m,)— die Ordnung (Rang) der zwei Curven m,‘* und m,' Ord- 
nung umschriebenen Developpablen, 
D(m?) — die Ordnung der einer Curve m'* Ordnung doppelt um- 
schriebenen Developpablen. 
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Zwischen den angefiihrten Zahlwerthen bestehen Beziehungen, 
welche bereits von verschiedenen Autoren ohne Anwendung der ana- 
lytischen Geometrie abgeleitet wurden, und zwar sind es folgende: 

Fiir die Regelfliche mit drei einfach zu schneidenden Leitcurven 
mM, , My, Ms: 


(1) M=2m,m,m,, 


(2) ND =} M, My Mz (M, mM, -+- mM, Mz -+ m,m, — 3), 


(3) NG= my M, Ms (mM, m+ ms— 3) +m, My his My Ms hy ms m, hy. 


Fiir die Regelfliche mit einer zweifach zu schneidenden Leitcurve 
C, und einer einfach zu schneidenden Leiteurve C,: 


(4) M=m, [4 aa 4. m,(m, — 1)] , 
(5) ND= =m, [h,?— h, + m, m,(m, — 1)?—m, (m, — 1)], 
(6) NG=h,h,+ + m, m,(m, — 1) (m, — 1) + 3m, (m, — 2) 
. [ _— + m, (m, — 1)| . 
Kiir die Regelfliche der dreifachen Secanten: 
(7) =(m—- 2) [ — ; m (m -— »| 3 
(8) ND= 5 -m(h—m-+-2) (h—m-+1), 


(9) N@—={ [—m!'+ 18m —71 m? + 78m—48mh+ 132h-+ 12h?]. 


(10) T= — 4h? + 2h(m? + 4m — 22) — 5m + 27m? — 34m 
— 6B(h — 2m + 6). 
Ferner die Gleichungen: 
(11) D(m,m,) = mr, + My1;, 
(12) D (m*) = r(m — 3) — 38 *): 


*) Die Werthe (1), (2), (3), (4), (5) sind von Salmon und Cayley in den 
Anfangs citirten Abhandlungen geometrisch, die Werthe (6), (7), (8), (9), (12) 
-analytisch bestimmt worden; cf. in dieser Beziehung auch Salmon-Fiedler, 
Raumgeometrie, II. Theil p. 296 (3. Auflage). 

Die Werthe (7) und (9) (letzterer = der 6-fachen Zahl der eine Raumcurve 
vierpunktig schneidenden Geraden) wurden geometrisch abgeleitet fiir den vollen 
Schnitt zweier Flichen von Picquet: Comptes rendus vol. 77, p. 474, von 
Schubert: Calciil der abziihlenden Geometrie p. 323, und fiir eine beliebige 
Raumcurve (m,h, 8) von Zeuthen: Sur les singularités ordinaires d’une courbe 
gauche etc. Brioschi Annali di Matematica, III. vol, p. 175 (Ohne Beweis auch 
mitgetheilt in Comptes rendus 1868, p. 225). 

Die Zeuthen’sche Abhandlung enthilt auch eine geometrische Ableitung fiir 
Werth (12), als auch fiir die Ordnung der eigentlichen Doppelcurve auf der Regel- 
fiche der dreifachen Secanten. 
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Nun wurde friiher gezeigt, dass man bei den fraglichen drei Regel- 
flichen sowohl die Zahl SG der stationiiren Erzeugenden (als jener, 
welche von den stationiren Punkten der Leitcurven ausgehen), als 
auch der Torsallinien (als gemeinschaftlicher Erzeugenden der Regel- 
fliiche und der den Leitcurven paarweise resp. doppelt umschriebenen 
Developpablen) von vornherein zu bestimmen vermag. Dann ergiebt 
sich aber vermittelst der in 1—12 angegebenen Gradzahlen und der 
friiher aufgestellten Gleichung 


T=2R—2M 
unmittelbar der ,, Rang“ der Regelfliiche 
(13) R=+>T+HM, 


und ferner vermittelst der auf den ebenen Schnitt der Regelfliiche an- 
gewandten Pliicker’schen Formel die Ordnung NT der Total-Doppel- 
curve 


(14) NT = + (M(M—1) — R — 384), 
1 1 
=> | weae—2) —ir— 38@]; 


endlich wieder mit Beniitzung der in 1—12 gegebenen Werthe fiir 
NG und ND die Ordnung NR der eigentlichen Doppelcurve 
(15) NR = NT — ND — NG. 

Kine andere Methode zur Bestimmung der Charaktere der in rage 

stehenden Regelfliichen beruht auf der Anwendung der Zeuthen’ schen 
Correspondenzformel, Sind niimlich zwei Curven C und C’ vom Ge- 
schlecht p resp. p derart auf einander bezogen, dass einem Punkte 
von C x Punkte auf C’ und einem Punkte von C’ x Punkte auf C 
entsprechen, und kommt es ¢-mal vor, dass von « zusammengehdrigen 
Punkten zwei coincidiren, und f-mal, dass von 2 zusammengehirigen 
Punkten zwei coincidiren, so besteht die Relation 
(16) t— tf = 22 (p—1) — 22(p’—1)*). 
Sind nun C und C’ zwei Curven auf einer Regelfliiche, so vermitteln 
die Erzeugenden der letzteren eine Correspondenz ihrer Punkte. Die 
vorstehende Correspondenzformel kann dann einerseits in der Weise 
verwendet werden, dass man die Punkte einer Leitcurve auf jene eines 
ebenen Schnittes bezieht, und andererseits, indem man die Punkte 
zweier Leitcurven aufeinander bezieht. 

Im ersten Falle hat man, wenn C die Curve des ebenen Schnittes, 
und C’ die Leiteurve der Regelfliche bedeutet, fiir x den Grad der 


*) Mathem. Annalen Bd. III, pag. 150, Cf. auch Clebsch-Lindemann, 
Geometrie pag. 458. 















Vie 
Die 
wir 
geh 
wel 
stat 
her: 






rel- 
er, 
als 
el- 
1en 
ebt 
der 


an- 
nel- 


fiir 


ue 
ven 
+e- 


kte 


ren 
fen 


eln 
die 
ise 
1e8 
kte 


es, 
ler 








. 
Charaktere von Regelflichen mit Leitcurven. 373 


Vielfachheit von C’ zu setzen; 2’ ist gleich 1 und ¢ mithin gleich 0. 
Die Zahl ¢, d. i. die Anzahl der Coincidenzen des ebenen Schnittes 
wird erfiillt, erstens durch jene Punkte, welche den Torsallinien an- 
gehéren, deren Spitzen auf C’ liegen, und zweitens durch jene Punkte, 
welche den stationiren Erzeugenden angehéren, welche nicht von den 
stationiren Punkten von C’, sondern von jenen der anderen Leitcurven 
herriihren. 

Im zweiten Falle, das ist, wenn man fiir C und C’ zwei Leit- 
curven der Regelfliiche setzt, ist x gleich dem Grad der Vielfachheit 
von C’ und 2@ gleich jenem von C. Die Coincidenzen ¢ und ?¢’ sind 
gerade so wie im ersten Falle zu zihlen. Dann ergiebt die Glei- 
chung (16) eine Identitiit, welche gleichzeitig ein Kriterium fir die 
Richtigkeit der Zahlen ¢ und ¢’, somit auch fiir die Richtigkeit der 
friiher angestellten Betrachtungen iiber die stationiiren Erzeugenden 
und Torsallinien der Regelfliichen repriisentirt. 

Besser noch kann man, um eine Verification fiir die letztgenann- 
ten Betrachtungen zu erhalten, an Stelle der Anwendung der Zeuthen- 
’schen Geschlechtsformel, dérect zwei Formeln bestimmen, deren Dif- 
ferenz die erstere giebt. 

Als Beispiel mag die Regelfliche mit drei Leitcurven C,, C, und 
C, dienen. Man bestimmt zunichst direct vermittelst des Chasles- 
*schen Correspondenzprincips die Zahl W,,, welche angiebt, wie oft 
es vorkommt, dass die Verbindungslinie zweier Punkte auf C,, die 
(vermége der Erzeugenden der Regelfliiche) demselben Punkte von C, 
entsprechen , eine gegebene Gerade g, schneidet. 

Zu diesem Zwecke betrachtet man g, als Traiger zweier Ebenen- 
biischel, welche die Punkte der C, projiciren, und findet leicht, dass 
die Correspondenz eine symmetrisch m,m,m,(m,m,— 1)-deutige ist. 
Nach dem Chasles’schen Correspondenzprincip kommt es nun 
2m, m. mM, (m, m, — 1)mal vor, dass zwei einander entsprechende Ebenen, 
d. h. Ebenen, welche zwei Punkte der C, enthalten, die demselben 
Punkte von C, entsprechen, zusammenfallen. Diese Coincidenzen wer- 
den erfiillt: 1) durch die Zahl W,, zweimal, 2) durch die stationiren 
Punkte 8, der Leitcurve m,m,mal, da einem jeden derselben m,m, Punkte 
auf C, entsprechen; 3) die Schnittpunkte der Curve C, mit jenen 
Torsallinien, deren Spitzen auf der Curve C, liegen; die Anzahl der- 
selben ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte von C, mit der den 
Curven C, und C, umschriebenen Developpablen, also nach Gleichung 
(11) gleich m,(r,m,-+-r,m,); 4) zweimal von den Punkten auf C,, 
welche von jenen Doppelerzeugenden, welche C, in zwei verschiedenen 
Punkten treffen. Die Anzahl derselben ist gleich der Anzahl der 
Schnittpunkte von C, mit jener Regelfliche, deren Erzeugenden C, 
einfach und C, zweifach schneiden; also mit Riicksicht auf Gleichung 
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(4) gleich + m, m, (m,?— m,-+-2h,); und endlich 5) dreimal durch die 


Schnittpunkte von C, mit den 6,m,m, stationiren Erzeugenden, welche 
von den stationiiren Punkten auf C, herriihren. Hiernach ist 


2m, m, Mm; (m, mM, — 1)—=2 W,; + B, m, ms -++ m, (7, m+ 7, ™,) 
+ m,m, (ms? — m,-+- 2h) +38, m, m,. 


Nun bestimmt man wieder direct durch das Correspondenzprincip 
die Zahl V,, welche angiebt, wie oft die Verbindungslinie zweier 
solcher Punkte auf C, eine gegebene Gerade g, schneidet, welche zwei 
Punkten auf C, entsprechen, deren Verbindungslinie ebenfalls eine 
gegebene Gerade g, schneidet. 

Eine beliebige durch g, gelegte Ebene ¢ schneidet C, in m, 
Punkten, welchen auf C, m,m,m, Punkte entsprechen. Die durch g, 
und diese Punkte gelegten Ebenen schneiden C, noch in weiteren 
m,m, m, (m, — 1) Punkten, welchen auf C, m, m,m,(m,—1)m,m, Punkte, 
also durch g, ebensoviele Ebenen «’ entsprechen. Man erhilt auf diese 
Weise eine symmetrische m, m, m, (m,— 1}m,m,-deutige Correspondenz 
zwischen den Ebenenbiischeln ¢ und ¢ und mithin nach dem Corre- 
spondenzprincip 2m, m,m,(m,— 1)m,m, Doppelebenen. Die Zahl dieser 
Coincidenzen wird erfiillt: 1) durch die friihere Zahl W,, zweimal, 
2) durch die gesuchte Zahl V, zweimal, 3) durch die r,m,m, Punkte, 
welche den Beriihrungspunkten der r, durch g, an C, gelegten Tan- 
gentialebenen entsprechen, und endlich 4) durch die 6,m,m, Punkte, 


welche den £, stationiren Punkten von C, auf C, entsprechen. Es 
ist daher 


2mm, mM; (m, — 1)m,m, = 2 W,, + 2V, + r,m,m, + B,m, ms. 


Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich, wenn man beriicksichtigt, 
dass r, + 2h, + 38, = m,? — m, ist, fiir V, der Werth 


V, = m,m,m,?(m, — 1) (m,— 1). 


Man sieht, dass diese Zahl in Bezug auf m, und m, symmetrisch ist 
(wie dies nach der Definition von V, nothwendig der Fall sein muss) 
und daher die Richtigkeit der friiheren Betrachtungen tiber Torsal- 
linien und stationire Erzeugenden bestiitigt. *) 





*) Diese. Betrachtung resp. Verification verdankt der Verfasser einer Mit- 
theilung des Herrn Dr. Hermann Schubert. Dieselbe ist eine verallgemeinerte 
Nachbildung des Beweises fiir die Erhaltung des Geschlechts zweier ein-eindeutig 
auf einander bezogenen Curven, welchen Herr Dr. Schubert im 16ten Bande 
der Math. Ann, pag. 180 gegeben hat. 
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Charaktere von Regelfliichen mit Leitcurven. 


Ill. 


Charaktere und Singularitaten der Regelfliche (C,, C,, C,). 
Der Grad der Regelfliiche ist nach Gleichung (1) gleich 
M = 2m,m,m,. 

Durch jeden der £, stationiiren Punkte von C, gehen m,m, Erzeugende 
der Regelfliche, niimlich die gemeinschaftlichen Erzeugenden der zwei 
Kegelflichen, welche aus diesem Punkte tiber den Curven C, und C, 
beschrieben werden. Die 8, stationiiren Punkte von C, geben daher 
(nach 1) Veranlassung zur Entstehung von f,m,m, stationiiren Er- 
zeugenden der Regelfliiche. Ebenso bestimmen die B, resp. B, statio- 
niren Punkte von C, und C, resp. B,m,m, und B,m,m, stationire 
Erzeugenden, so dass die Gesammtzahl SG der letzteren 


SG = B,m,m, + B,m,m, + B,m,m, 
ist. 


Die den Curven C, und C, gemeinschaftlich umschriebene Develop- 
yvable, deren Ordnung nach Gleichung (11) gleich 1, m. rm, ist, 
I ’ 8 1M 2m 
schneidet die Curve C, in m,(r,;m,-++r,m,) Punkten, welche, wie in I. 
gezeigt wurde, Spitzen ebensovieler Torsallinien reprisentiren. Analog 
ergeben sich die Zahlen m,(7,m,-+-7,m,) und m,(r,m,-+-7,m ) jener 
Torsallinien, welche ihre Spitzen auf C, resp. C, haben. Mithin ist 
die Gesammtzahl 7 der Torsallinien 

T = 2(m, mr, + m,myr, +m, mM, 2). 
Nach Gleichung (13) ergiebt sich jetzt der Rang R der Regelfliiche 
R= 2m,m,m, + m, mM, 7, + My, M47, + Ms Mm, Ty 
Ferner nach Formel (14) fiir die Ordnung NT der Summe aller 
Doppellinien 
2NT = 2m, m,m, (2m, m,m,—2) — (m, m,75- Mm, Mz 7, + MyM; V2) 
— 3(m, m, B, + m,m, B, +m, m, B.) 


Endlich nach (15), (2) und (3) mit gleichzeitiger Beriicksichtigung, 
dass r,; + 2h, + 38, = m,(m,— 1) ist, die Ordnung der eigentlichen 
Doppelcurve 


NKR = 2 My, M., Ms [4 m0, MM, — (My My My Ms + Ms mM, ) 
— 2(m,-+-m,-+ ms) + 5}*). 


*) Uebereinstimmend mit dem von Cayley gegebenen Werthe. 












IV. 


Charaktere und Singularititen der Regelfliche, deren Erzeugenden eine 
Curve C, zweifach und eine Curve C, einfach schneiden. 


Der Grad M der Regelfliiche ist nach (4) (I) 
M=m, [ms + > m, (m,— 1)] : 


Durch jeden Punkt des Raumes gehen h, Gerade, welche die Curve 
C, zweipunktig schneiden. Die £, stationiiren Punkte von C, bestim- 
men mithin £,h, stationire Erzeugenden der Regelfliiche. Da ferner 
der aus einem stationiren Punkte der Curve C, iiber dieser beschrie- 
bene Perspectivkegel bekanntlich von der (m, — 2)ten Ordnung ist, 
und daher (m,—2)m, seiner Erzeugenden auch die Curve C, treffen, 
so entsprechen den £, stationiiren Punkten von C, £,(m,—2)m, 
stationiire Erzeugende der Regelflaiche. Man erhiilt demgemiiss die 
Gesammtzahl SG der stationiiren Erzeugenden 
SG = B,h, + B,m,(m,—2). 

Die der Curve C, doppeltumschriebene Developpable, deren Ordnung 
(Glg. 12) r,(m,—3)—38, ist, schneidet C, in r,m,(m,—3)—3B,m, 
Punkten, welche nach I. Spitzen ebensovieler Torsallinien vorstellen. 

Bezieht man nun die Punkte der Leitcurve C, auf jene des ebenen 
Schnittes der Regelfliche mittelst des Zeutheu’schen Correspondenz- 
princips (Gleichung (16), I.): 

t—¢ = 2a (p—1) — 2z(p'—1), 

wobei die nicht accentuirten Buchstaben fiir den ebenen Schnitt, und 
die accentuirten fiir die Curve C, gelten mégen, so hat man nach den 
Auseinandersetzungen in I. fiir x den Grad der Vielfachheit von C,, 
also h, zu setzen; 2 —1, und mithin ¢ =—0. Die Coincidenzen ¢ 
auf dem ebenen Schnitt riihren von den Torsallinien her, deren Spitzen 
auf C, liegen, und von den stationiiren Erzeugenden, welche durch 
die stationiren Punkte der Curve C, bestimmt sind. Hiernach ist 


=r, m,(m,—3)—3 B, m+ B, m,(m,—2) =r, m,(m, —3) + B, m, (m,—S). 


Endlich bedeutet p das Geschlecht des ebenen Schnittes und p’ jenes 
der Curve C,; es ist daher bekanntlich 


2(p —1)—= R—2M+4+SG 
2(p —1) = 1, — 2m, + fy. 


Setzt man diese Werthe in die Geschlechtsgleichung ein, so ergiebt 
sich fiir den Rang R der Regelfliche der Ausdruck 


R= r,m,(m, — 3) + m, m,(m,—1) + hyr, — 3B, m,. 


und 
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Vermittelst der Gleichung 7 = 2(R— WM) erhilt man die Zahl T 
der Torsallinien 


T = 2r,m,(m,—3) + m,m,(m,— 1) — 6B, m, + 2h,r, — 2hym, 
oder weil m,(m,— 1) — 2h, — 38, — 7, ist, 
T =r,m,(2m,—5) + 2h,r, — 3B,m,. 
Andrerseits folgt aus R= M(M—1) — 2NT —3SG 
2NT = m,? [ms + > m, (m, — 1)" —m,h, — = m, Mm, (m,— 1) 


— r,m,(m,—3) — hr, — 3B,h, — BB, m,(m,—3). 


Endlich ergiebt sich mittelst Formel (15) und den Gleichungen (5) 
und (6) die Ordnung der eigentlichen Doppeleurve (wenn man gleich- 
zeitig r, = m,(m,—1) — 2h, — 38, ete. beniitzt) 


'  NR=NT—ND—NG 
= mM, E h, (m, —2)(m, —3) + ; m, (m, — 1)(m, —2)(m, —3)| 


+ m, (m,— 1) [ett ; hy (m,?—m,—1) + z (om —1)(m*—my+2) |). 


V. 


Charaktere und Singularitaiten der Regelfliche, welche von den drei- 
punktigen Secanten einer Raumcurve gebildet wird. 


Der Grad der Fliche ist nach Gleichung (7) 
M = (m—2) [ a = m(m -- )], 


und die Zahl der Torsallinien nach (10) 
T=—4h?+2h(m? +4 m— 22) — 5m? + 27 m? — 34m — 6B (h—2m-+6). 
Hieraus folgt mittelst der Formel (13) fiir den Rang R der Werth 
R= — 2h? + h(m?4+5m— 24) — 2 (16m3— 84m? + 104m) 
—3B(h—2m-+6). 
Nachdem ferner bekanntlich durch jeden stationiren Punkt einer 
Raumeurve (h—2m-+-6) Geraden gehen, welche die Curve noch in 


zwei weiteren Punkten treffen, so ist die Zahl der stationairen Er- 
zeugenden 


SG = B(h—2m+6). 





*) Der von Cayley auf analytischem Wege gefundene Werth ist um 
my (m, —1) mg(m,—1) grdsser, indem dieses Glied, welches im Schlussresultate 
NR = NT — ND — NG wegzufallen hat, aus Versehen stehen geblieben ist. 


378 O. Ruer. Charaktere von Regelflichen mit Leitcurven. 


Nach der Pliicker’schen Gleichung R = M(M—1) —2NT — 3SG 
findet man daher 


2NT =m? h? — 4mh?+ 6h? — . (m*— 5 m + 11m? + 14m—78)h 
+ #6 (m® — 6m? +- 13m +- 90 m* — 518 m? + 636 m) 


also endlich nach Formel (15) und den Gleichungen (8) und (9) fir 
die Ordnung der Doppelcurve den Ausdruck 


NR = LU h? m(m— 1) — = h(m* — 5m + 5m? — 49 m+ 120) 


+ 7 (m® — 6m? +-31 m!— 270m + 868 m? — 840 m).*) 


Briinn, Anfang Februar 1881. 


*) Der von Cayley angegebene Werth ist um 6m grésser, weil im Re- 
sultate NR=NT—ND-—-NG + 3m statt — 3m steht. 
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Theorie der allgemeinen Periodicitat. 
Von 


Orro RAUSENBERGER in Frankfurt a. M. 


Die Theorie der transcendenten Functionen kann auf verschiedenen 
Grundlagen aufgebaut werden. Man kann das bestimmte Integral als 
Grundelement ansehen und dadurch zu den wichtigeren Transcendenten 
gelangen, dass man die Integrale algebraischer Ausdriicke und deren 
Umkehrungen als neve Functionen einfiihrt. Dieses Verfahren ist bei 
den elliptischen und in modificirter Weise auch bei den Abel’schen 
Functionen das historische und konnte in neuerer Zeit durch die Aus- 
bildung der Theorie der complexen Integrale zu hoher Vollkommenheit 
gebracht werden. Nichtsdestoweniger haben viele der bedeutendsten 
Analytiker diesen Weg nicht als den naturgemiissen erkaunt; wenn 
derselbe auch zu allen Eigenschaften der genannten 'Transcendenten 
fihrt, so ist doch nicht zu verkennen, dass er keinen Kinblick in die 
eigentliche analytische Natur derselben gewihrt. Andrerseits kann 
man die unendlichen Reihen und Producte, sowie gewisse Grenzaus- 
driicke zur Definition von Transcendenten benutzen. Der grosse Vorzug 
dieses Verfahrens liegt darin, dass die genannten Gebilde als Er- 
weiterung der algebraischen Functionen betrachtet werden kénnen und 
viele Kigenschaften der letzteren auch ihnen zukommen. In der That 
erscheint die unendliche, fiir beliebige endliche « convergente Potenz- 
reihe als ganze Function von unendlich hohem Grade; ihre zweite 
Darstellungsform ist das unendliche Product, zu dem ein nirgends Null 
werdender Factor hinzutreten kann. Die Erweiterung der rationalen 
Function ist der Quotient zweier unendlichen Potenzreihen oder Pro- 
ducte; in anderer Form dargestellt giebt sie die unendliche Partial- 
bruchreihe. An diese Gebilde schliessen sich solche unendliche Reihen 
oder Quotienten derselben an, welche nach Potenzen von rationalen 


Functionen von « (im einfachsten Fall von ~) fortschreiten. Die ver- 
allgemeinerte algebraische Function y = f(x) endlich wird durch eine 
Gleichung F(x, y) = 0 definirt, in der F(x, y) eine unendliche, aus 


Potenzen von rationalen Functionen der Gréssen x und y gebildete 
Reihe darstellt. 
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O. RausenserGer. 


Das Gebiet der hier skizzirten Functionen ist ein unendlich mannig- 
faltiges, und es tritt an uns die Frage heran: Nach welchen Principien 
sollen wir aus dieser zahllosen Menge Transcendenten auswihlen, welche 
so hervorragende Eigenschaften besitzen, dass sie eine besondere Behand- 
lung verdienen? Auf diese Frage ist nach meinem Dafiirhalten noch 
keine befriedigende Antwort gegeben worden; die Kinfiihrung der 
periodischen Functionen geschah entweder durch ziemlich willkiirliche 
Definition oder wurde auf Principien von zu geringer Allgemeinheit 
gestiitzt. Die vorliegende und einige spiiter nachfolgende Abhand- 
lungen stellen sich die Aufgabe, in der Beantwortung dieser Frage, 
wenn vielleicht auch nicht ganz zum Ziele, so doch einen Schritt 
weiter zu gelangen. 


$1. 
Die periodischen Functionen. 


Da die eingefiihrten Functionen, die wir kurzweg als analytische 
bezeichnen wollen, nur eine Erweiterung der algebraischen sind, so 


werden wir behufs einer Auswahl uns nach Analogien in der Theorie. 


der letzteren umsehen miissen. Sei, um den einfachsten Fall zu nehmen, 
die ganze Function 


y = f(%) =a, + 4,4 4+ 4,27 +---+ 4,2" 
gegeben, so kann zu jedem x das zugehdrige y mittelst elementarer 
Operationen berechnet werden. Dagegen lassen sich, wenn » > 4 ist, 
die zu einem gegebenen y gehérigen Werthe von « im Allgemeinen 
nicht durch Wurzelgréssen u. s. w. ausdriicken, da die definirende 
Gleichung nicht allgemein algebraisch auflésbar ist. Doch ist bekannt, 


dass es eine Gruppe héherer Gleichungen giebt, welche eine algebraische - 


Lésung zulassen. Diese sogenannten Abel’schen Gleichungen sind so 
beschaffen, dass sich ihre Lésungen in der Form darstellen lassen : 

a, #(a), a (a), oe o-*(a), 
wobei # die xmal iterirte Function # bedeutet und angenommen wird, 
dass #"(a) = a ist. 

Abel setzt ausserdem voraus, dass # eine eindeutige Function ist; 
doch lassen sich jedenfalls auch fiir mehrdeutige 9 ahnliche Betrach- 
tungen durchfiihren. Durch Anwendung auf algebraische Functionen 
entspringt hieraus folgender Satz: Kine algebraische Function y= F(x) 
ist dann algebraisch wumkehrbar (d. h. ihre Umkehrung ist durch Wurzel- 
grossen darstellbar), wenn sie der Functionalgleichung genigt: 


F(0(c)) = F(a), 


aus der weiter folgt: 
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F(x) = F(@(a)) = F(z) =--- = F(O" (2), 
wobei wieder angenommen werden muss, dass #"(x%) = (2) ist. 

_ Die Ausdehnung dieser Betrachtung auf transcendente Functionen 
liegt sehr nahe. Lassen wir die Bedingung fallen, dass 6"(7) =a 
ist, so wird F(x) fiir unendlich viele verschiedene ~ denselben Werth 
annehmen, also keine algebraische 'unction mehr sein kénnen, somit, 
wenn sie tiberhaupt existirt, eine transcendente Function sein miissen, 


- yon der wir wenigstens vermuthen diirfen (die strengere Durchfiihrung 


muss ftir spiter vorbehalten bleiben), dass sich ihre Umkehrung durch 
eine (im Allgemeinen unendlich grosse) Anzahl von Wurzelgréssen 
(mit im Allgemeinen unendlich grossen Exponenten) darstellen lassen 
wird. Die hervorragende analytische Bedeutung dieser Functionen ist 
hiernach unmittelbar evident. Wenn nun F(z) der Functionalgleichung 
geniigt: 
F (9 (x)) = F(a), 

wobei wir uns y = (2) als eine beliebige algebraische Function, d. h. 
durch eine algebraische Gleichung 


P, (v7, y) = 9 
definirt denken wollen, so nennen wir sie eine periodische Function 
im weiteren Sinn*) oder auch nur kurzweg eine periodische Function, 
auch wohl zum Unterschied von spiiter einzufiihrenden Functionen eine 
periodische Function erster Gattung. Die gewodhnlich sogenannten 
periodischen Functionen sind ein specieller Fall der hier definirten; es 


ist bei ihnen 
F(a +n) = F(a). 


§ 2. 
Das algebraische Functionaltheorem. 


1, Wir beweisen jetzt einen Satz, welcher die Erweiterung (auch 
in Bezug auf den Beweis) eines, soviel mir bekannt, von Herrn 
Weierstrass herriihrenden Theorems ist und von einem ganz anderen 
Gesichtspunkte aus den periodischen Functionen eine hervorragende 
Wichtigkeit verleiht. Wir fragen: fiir welche Functionen f(x) besteht 
ein algebraisches Functionaltheorem derart, dass 


(1) flv(z, »)| = of), fy) 

ist, wobei gm und w algebraische, d. h. durch algebraische Gleichungen 
definirte Functionen bedeuten; oder in Worten ausgesprochen: Wann 
liisst sich eine Function einer algebraischen Function eweier Variabeln 
algebraisch ausdriicken durch die Functionen der einfachen Variabeln? 


*) Vgl. hiermit: Comptes rendus, 1879, I, p. 807, Note de M. Appell. 
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2. Zunichst ist klar, dass wenn fiir f(z) jenes Functionaltheorem 
giiltig ist, auch fiir die Umkehrung desselben, F(x), ein solches statt- 
finden muss. Denn nehmen wir von beiden Seiten die Function F 
und setzen statt x und y F'(#) und Fy), so wird aus (1): 


Fifty @), Fwy] =Flofe@), few], 
oder wenn man beachtet, dass 
F[f@)|=« ud f[F(@))=2 


vL[F(@), FY) = Flee, 9). 

In Bezug auf die Vieldeutigkeit der vorkommenden Functionen 
bemerken wir zu dem Vorhergehenden wie zu dem Folgenden, dass 
wir die betreffenden Gleichungen als befriedigt ansehen, wenn mindestens 

eine Gruppe der modglichen Werthe denselben geniigt. 
Beispiel: Fir tang x gilt das Functionaltheorem 


ist , 


: tangz-+tangy . 
tang(« + y) = 1 — tang - tangy ’ 





hieraus folgt: 


arctangx + arctangy = arctang as . 


3. Dass alle algebraischen lunctionen Gleichungen von der Form 
(1) geniigen, ist unmittelbar evident; es handelt sich nur darum, die 
transcendenten analytischen Functionen aufzusuchen, welchen diese 
Kigenschaft zukommt. Dieselben sind alle der Art, dass sie entweder 
fiir unendlich viele « denselben Werth a = f(z) annehmen, oder dass 
dies wenigstens bei ihrer Umkehrung stattfindet. Im letzteren Fall 
brauchen wir nach dem Vorhergehenden nur ihre Umkehrung zu unter- 


suchen. Seien nun ¥;, Y,--+*; Yn, Wobei m die Anzahl der verschie- 
denen Werthe von / iibersteigen muss, so gewihlt, dass 
FY) = FY2) = +> + =F(Yn) = 


wird, ohne dass jedoch (x, y,) = v(x, y,) ist, eine Wahl, die immer 
getroffen werden kann, da wir unendlich viele y, die der ersten Be- 
dingung geniigen, zur Verfiigung haben und y(z, y) als algebraische 
Function nur fiir eine endliche Anzahl der y denselben Werth an- 
nimmt. Dann haben wir 


(f(x), a] =f|v¥(2,y%,)), 
yl f(z), a| = f(¥(a, Y»)), 


PIf(*), a] = f[H(@, yn)]- 
Da aber die Zahl dieser Gleichungen die Zahl der verschiedenen 


Werthe von g|f(z), a] iibersteigt, so miissen mindestens 2 dieser 
Gréssen iibereinstimmen, woraus folgt, dass etwa 
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f[v(@, or)] = FLY (@, ys) 
ist. Setzen wir nun aber « statt w(x, y,), so ist w(x, y,) eine alge- 
braische Function @(a) dieses neuen 2, und wir erhalten fiir f(a) die 


Funetionalgleichung: : 
f(#(@)] = f(), 


d. h. f(#) ist eine periodische Function. Wir haben somit folgenden 
Satz bewiesen: 

Jede Function, welche ein algebraisches Functionaltheorem der oben 
definirten Art besitet, ist entweder algebraisch, oder periodisch, oder die 
Umkehrung einer periodischen Function. , 


§ 3. 
Die Periodicitatsgleichung. 


1. Ist Fl, (x)| = F(x), so bezeichnen wir y = y,(x) oder auch 
die entsprechende implicite Gleichung f(#, y) = 0, welche zwei der 
Argumente, fiir die F'(#) denselben Werth annimmt, mit eimander ver- 
bindet, als die zu F(x) gehérige Periodicititsgleichung. Wir setzen 
dieselbe in der Folge stets als algebraisch voraus, Bedeutet nun 

x(a) die x-fach iterirte Function g,(x), p—.(~) die Umkehrung von 
y, (x) und m_,(x) die x-fach iterirte Function m_1(«), so ergeben sich, 
wenn man an Stelle von x ,(“), p(w), -++, p-i(%) u.s. w. setzt, 


aus der Gleichung : 
F{9,(2)] = F(@) 


F(a) = Flp,(#)| = Flp.(a)| =: + 
= Fip-1(2)| = Flp-a(2)] = + 

Man ersieht hieraus, dass man /’(#) auch die Periode p_1(x) au- 
schreiben und somit in der Periodicititsgleichung f(a, y) = 0 & mit y 
vertauschen darf. Dass ausserdem /’(x) auch die Periode g, (a) hat, 
ist ohne Weiteres evident. 

2. Setzen wir in F(z) statt x eine algebraische Function dieser 
Grosse, w,(”), so dass wir haben J’;(x%) = F’'[,(x)], und hat wieder 
F(a) die Periodicititsgleichung y = g(x) oder f(x,y) =0, so be- 
haupte ich, dass F',(#) ebenfalls periodisch ist und (wenn wir, wie in 
der Folge, die sich hiiufenden Klammern theilweise weglassen) die 
Periodicitiitsgleichung y = ~1 9, %,(”) oder in impliciter Form 
f{v,(*), %,(y)] = 0 hat. Setzen wir nimlich y in F’,(#) und beachten, 
dass , ¥1(%) = ~_1¥,(%) = a ist, so erhalten wir 


F, [d-1 9, (")) = FLY, Yi, Y (2) = F'[ 9,4, (#)], 
F (9, («)| = F(a) 


die folgenden : 


oder da 


und 
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F(z) = F,[¥(2)] 


F, [v1 9, ¥; (@)] = Flv, (2) = F, (2). 

Haben wir daher die Functionen aufgestellt, welchen die Periodicitits- 
gleichung y = , (x) oder f(x, y) = 0 zukommt, so kénnen wir durch 
die angegebene Functionalsubstitution alle herleiten, welche die Periodi- 
citiitsgleichung 

Y¥ = V-19,%,(") oder f(y, (x), ¥,(y)] =O 
besitzen. Wir werden daher diese doppelte Substitution, welche auch 
bei anderen, verwandten Untersuchungen von Wichtigkeit ist, an- 
wenden, um verschiedene Arten von Perioden auf gewisse Normal- 
fille zuriickzufiihren. 

Beispiel: Es ist sin(v+-22)=sinz, so dass sin x die Periodicitiits- 
gleichung y= 2 + 2a zukommt. Wihlen wir nun 7, (x) = 22, also 
y_1(z) = Vz, so finden wir, dass sin 2° die Periodicitiitsgleichung 

yi =a2+2n oder y=pa?+22 
hat. In der That erhalten wir, wenn wir y statt x in sin a ein- 
setzen: 


sein muss, 


sin | /2? + 22 |’ = sin(a? + 2) = sin 2°. 


g§ 4. 
Die wiederkehrenden Perioden. 


1. Unter den algebraischen Periodicitiitsgleichungen y = g, (x) 
oder f(a, y) = 0 werden wir zuniichst diejenigen auszusuchen haben, 
welche wiederkehrende Perioden liefern und in Folge dessen zu keinen 
transcendenten periodischen Functionen fiihren, d.h. solche, bei denen 
n(x) = ist. Es handelt sich also darum, alle algebraischen Func- 
tionen aufzufinden, welche » mal iterirt wieder auf x zuriickfihren. 
Bemerkt muss werden, dass die folgende Untersuchung fiir mehrdeutige 
(etwa x-deutige) Functionen ,() nur insofern giiltig ist, als wir 
blos verlangen, dass einer der n* Werthe, die p, (x) eventuell annehmen 
kann, gleich ~ ist. 

Eine Function der gesuchten Art liisst sich sofort angeben. Setzen 
wir nimlich y = ,(x) = az, wobei @ eine n* Einheitswurzel be- 
deutet, so ist 

Pn(%) = a" 2 =X, 

Aber auch die Functionen, welche durch Anwendung der Functional- 
substitution aus der eben gefundenen hergeleitet werden kénnen, ge- 
niigen der Bedingung*); denn ist 


*) Die Anwendung der Functionalsubstitution auf y=o«x, um Functionen 
der besprochenen Art aufzustellen, findet sich bereits in einem Werke von Hill; doch 
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(2) = wale-y, (2)] 
9; (a) = pia, (2), 


oder kiirzer 


so haben wir 


Pn (x) = 9-10, _1ay, °°: wy; ap, (x) = Y_1a"y, (x) 
= 0-14, (4) = 2, 
wobei auf die oben gemachte Bemerkung tber die Vieldeutigkeit der 
vorkommenden Functionen Riicksicht zu nehmen ist. 

Ich behaupte nun aber, dass alle méglichen Functionen g,(x) von 
der gesuchten Art durch die Functionalsubstitution aus y = ax (wobei 
a alle vorhandenen mn‘ Kinheitswurzeln darstellen mag) hergeleitet 
werden kinnen. Dies ist bewiesen, wenn ich wirklich eine Substitution 
angebe, welche das Verlangte leistet. Diese ist aber 

Y (@) = & + ary, (x) + a *—p, (%) + +--+ apn (2). 


Kiihren wir niimlich dieselbe in y = az ein, so wird daraus 
v1(y) = «dv, (*), 


y Harty (y) + a? (y) + +> + & Pray) 
= ala + aq, (2) +o? p,(2) +++» + ens (2)]. 
Kine Lésung dieser Gleichung ist in der That y = g,(x); denn setzen 
wir darin diese Grosse fiir y ein, so wird die linke Seite, da a” = 1, 
r(x) = & ist, zu 
P,(%) + a", (x) + a" * g(x) + +--+ ax 
= ale + arty, (x) + a * gp, (2) + +++ + aGr-(2)], 
was mit der rechten Seite tibereinstimmt. 
Diese Substitution wird indessen unbrauchbar, wenn 


Y; (%) = & + arly, (x) + a -* gp, (x) + +++ + &Hr-1(2) 
identisch zu einer Constanten ¢ wird. Setzen wir in diesem Ausdruck 
(x) statt 2, so wird daraus 


91 (2) + @g2(a) + wg, (2) +++ ae = ady(e) = a6; 


oder 


fehlt daselbst der Nachweis, dass man dieselben auf diese Weise stimmtlich er- 
hait. Fiir lineare Functionen ist die allgemeine Untersuchung in verschiedener 
Weise durchgefiihrt von Herrn F. Klein, Annalen Bad. IX, pag. 183 und Herrn 
Gordan, Annalen Bd. XII, pag. 23, von Herrn Camille Jordan in Borcharat’s 
Journal Bd, 84, p. 89. In den genannten Abhandlungen sind die biniiren Formen 
mit linearen Transformationen in sich aufgestellt, somit die algebraischen Func- 
tionen construirt, welche eine lineare Periodicitatsgleichung besitzen. Es ist hier- 
nach gerechtfertigt, wenn die folgenden Untersuchungen auf transcendente Func- 
tionen beschriinkt werden. — Ausserdem ist zu citiren: Serret, Handbuch der 
hiéheren Algebra, deutsche Uebersetzung, 1879, Bd. 2, pag. 299 ff. 
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es muss demnach ¢ = «+c, also c= 0 sein; w,(x) verschwindet dann 
identisch. In diesem Falle wiihlen wir die Substitution: 


dy (@) = atx, (x) + a" xp, (x) + ++» + ar har—hgy, (2) pr, (2) + ++ 


= > a8 n—h—ks gy, (@) Dr, (2%), 
k,=0,1,2...2—1 
k= 0,1,2...2—1 
kh < ky 


und man iiberzeugt sich leicht wie oben, dass durch dieselbe y = q, (x) 
aus y = «?. a hergeleitet wird. Falls auch dieser Ausdruck identisch 
verschwindet (eine von 0 verschiedene Constante kann er wieder nicht 
sein), so leiten wir y = ,(x) durch die Substitution 


v1" (2) = > adn—h—ka—ke py, (0) pr, (©) Pr, (2) 


aus y= a. her u. s. w. 
So kénnen wir weitergehen bis zu 


Sollte auch diese Substitution nebst allen vorhergehenden zu Null wer- 
den, so wollen wir g,(x) dadurch bestimmen, dass wir eine Gleichung 
bilden, welche die » Lésungen 

wy aH, (x), a"? HM, (%), ++ + CPn—1 (x) 
besitzt und lautet: 
(X—a) (X — a" y, (x)) (X— a? g,(z)) +++ (X—agr-s(w)) = 0. 
Multipliciren wir diese Gleichung aus, so nimmt dieselbe nach bekann- 
ten Regeln die Gestalt an: 

X” — y, (w) X*-! + yp, (vw) X*-? — -.- + y,-9 (x) X— O(x)=—0, 
worin ®(#) eine unbekannte Function bezeichnet. Da aber voraus- 
setzungsmiissig 

v1 (2) = Hy (@) = ++ = Yr-9(~) = 0 
ist, so geht die Gleichung itiber in 
X" — (x) =0 oder X = O(a) = a x(a). 

Geben wir k alle Werthe von 0 bis n — 1, so miissen wir fiir X die 
n Werthe 

%, ar—'p,(x), a9, (a), +++ @Pn—1(*) 
erhalten. Sei etwa 

Z=ary(x) und ag, (x) = aty(zx), 
so folgt daraus durch Elimination von 7(2) 

9; (x) = as ~a—Ptlg 


d. h. g,(«) hat bereits die gewiinschte Form. 
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2) In dem besonderen Falle, dass g,(xz) = sein soll, haben wir 
« == — 1 zu setzen, Wir erhalten dann die Gleichung 


v, (y) = — ¥,(@) 
vy (y) + Y; (x) — 0, 


d. h. die Periodicitiitsgleichung ist in x und y symmetrisch. Dass auch 
das Umgekehrte gilt, leuchtet sofort ein. 


oder 


§ 5. 
Die rationale Periodicitit. 


1, Es handelt sich nunmehr darum, die algebraischen Periodici- 
tiitsgleichungen, welche transcendenten Kunctionen zugehdren, mittelst 
der Functionalsubstitution auf gewisse Normalfiille zu reduciren*). Be- 
trachten wir zuerst die allgemeinste in Bezug auf x und y rationale 
Periodicitiitsgleichung 

axy+bzx+cy+d=0, 
in der vorliufig a von 0 verschieden sein moge. 
Wir wenden auf dieselbe die Substitution 
Y, (x) = +e 
an, deren Coefficienten noch unbestimmt und nur der Bedingung unter- 
worfen sein sollen, dass ihre Determinante 
a 
\y ree 


nicht verschwindet. Wir erhalten dann 
a-+Br  a+By ata a+ by ais 
ay+ee ytey +? ytea + * ypay TIM 
oder ausmultiplicirt 
(ap? + (b-+c)Bd-+de?] zy + [aaB+bpy+cud-+dyd]x 
+ [aap+bad-+cBy+dyd]y + [aa?+(0+c)ay-+dy"] =0. 


Man ersieht leicht, dass man unter allen Umstinden # und @ so be- 


stimmen kann, dass 

ap? + (b+c)Bd + dd? =0 
wird, ohne dass man gleichzeitig 6 = 0 und 0d = 0 annehmen miisste. 
Wir kénnen daher der weiteren Transformation eine einfachere Perio- 
dicitiitsgleichung zu Grunde legen, welcher das Glied mit xy fehlt: 


ax+by+ec=0. 


*) Die folgende Untersuchung ist, soweit sie sich auf lineare Transformationen 
bezieht, als bekannt anzunehmen und soll nur des Zusammenhangs wegen voll- 
stiindig durchgefiihrt werden. 


25° 
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Durch die Substitution 




























nul 
¥,(%) =a + Bu fall 
geht dieselbe tiber in 
a-(a+ Bx) -+b-(«+fy)+e=—0. se 
Diesen Ausdruck kann man auf die Normalform ' 
y= ps 
bringen , wenn man 
aa+ba+c=0, i 
also a 
ee ee 
i st ciel 
bB=1, also B= ; als 
und sch 
a 
aB=p, also p= b i 
setzt. Diese Reduction wird nur dann unmdglich, wenn a + b = 0 
ist, d. h. wenn die Periodicitatsgleichung in der Form 
y=u+n 
geschrieben werden kann. — et 

Hieraus folgt, dass sich alle rationalen Periodicitiitsgleichungen alin 
auf 2 Normalformen zuriickfiihren lassen: 

1) y= px, ode 
2) y= 2u+n. 

2. Wir wollen nun weiter beweisen, dass diese beiden Normalfiille - 
nicht durch eine algebraische Substitution in einander iibergefiihrt wer- ; 
den kinnen. —_ 

Wiire nimlich z = y,(x) eine algebraische Function, welche not 
durch die Gleichung F'(«, 2), die wir offenbar als irreductibel voraus- —_ 
setzen diirfen, da sie sonst in mehrere zerlegt werden kénnte, definirt 
sein soll, so beschaffen, dass sie als Functionalsubstitution in die Glei- Noi 
chung y = 2 + » eingesetzt dieselbe in y = p~ tiberfiihrte, so miisste lass 

vw(y=%(@+n an 
durch y = px befriedigt werden, so dass wir hiitten: a 

(px) = %(%) +n © stit 
Diese Relation kann aber, wenn wir zur definirenden Gleichung ver 
F(a, 2) =O zuriickgreifen, auch so ausgedriickt werden: die Glei- 
chungen F(a, 2)=0O und F (pz, z+n) =O sollen fiir iibereinstim- y = 
mende x durch ein gleiches ¢ befriedigt werden. Da aber voraus- Sul 
setzungsmiissig F(a”, 2) =O irreductibel und F'(px,2+n) =O von Gle 
dem niimlichen Grad in «# und ¢ sein muss, so folgt, dass F(a, 2) dur 
und F’'(pa, z+) bis auf einen constanten Factor identisch sind. Seien 
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nun etwa die héchsten Glieder in Bezug auf z¢ von F(x, 2) nach 
fallenden Potenzen von «x geordnet: 


2 (a, 2+ a,ae+---) + A (b, a+ db,ae-e) fee, 


so hiitten wir fiir beliebige 2 und ¢ die Gleichung zu befriedigen: 


(2 + nF - (a, pha" + aypa + +++) 
+ (2 + nt - b, prar + dy pram. --)f.- 
= C- [2k (a, a" + aga + ++) + (db, 0% + b,a% +--+) + ---], 
Nach Entwickelung der Potenzen von z-+- » ergiebt aber die Coeffi- 
cientenvergleichung der ersten Glieder mit 2* und e*-': a,p" = Ca,, 
also, da wir a, als Coefficienten des héchsten Gliedes als von 0 ver- 
schieden annehmen miissen, 


C= p's 


ferner 
=0 Klay prea? + ay poate f+) + by pros + by pre po 
=C- (ba + b,a + -+--). 
Diese Gleichung kann fiir beliebige x nur dann statthaben, wenn 
auf beiden Seiten gleich hohe Potenzen von x vorhanden sind, wenn 


eee also etwa r, = s, ist; dann haben wir 
kna, p" + bp» =C-b,, 
oder 
j kna, p + bd, p" = p"b,, 
* oder 
c 
= kna, + b, = db, 
eine Gleichung, die in keiner Weise zu befriedigen ist, da k, n, a, 
Delis nothwendig von 0 verschieden sind. Die beiden Normalfiille sind also 
ans wesentlich von eimander verschieden. 
fnirt 3. Wir haben nun noch zu untersuchen, wie weit sich die beiden 
Glei- Normalperiodicititsgleichungen in andere derselben Art transformiren 
iisste lassen. Wenden wir auf y=a-+n die Substitution y,(2) = = 2 


n 
_— +n oder y=x+m, so dass 


wir jede Function mit einer additiven Periode durch eine lineare Sub- 
stitution in eine andere derselben Art mit beliebiger anderer Periode 
hung verwandeln kénnen. 


. n 
an, so erhalten wir y - ame 


Glei- 4. Weniger einfach ist die Untersuchung, wann sich y= pa in 
stim- y = qe iberfiihren lisst. Sei wieder z= y,(%) eine algebraische 
raus- Substitution, die das Gewiinschte leistet und die durch die irreductible 
Be Gleichung F(a, 2) = 0 bestimmt ist. Dann miisste ¥,(y) = py, (2) 
x, @) durch y= qa betriedigt werden, so dass wir hiitten y,(qx)=pv¥,(zx), 


Seien oder F'(qa, pz) =0 miisste mit F(x, 2) = 0 eine gemeinschaftliche 
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Lisung haben, also wieder, da F(a, 2) = 0 irreductibel ist, mit ihm 
bis auf eine multiplicatorische Constante tibereinstimmen. Sind 
Q, 0" a + a, UB 4 +e 
einige Glieder von F(z, 2), so wiirden wir zu setzen haben 
a, @" p* 22 + ay g? p® 2 Be + + > 
= Ca, a2 + Ca, ve + ---, 


und es wire eine Reihe Gleichungen von der Form 


aq’ p’=Ca 
zu befriedigen. Sei nun a von 0 verschieden, so ist 
C= 7 Pp; 
eine andere dieser Gleichungen, etwa 
a g*p? = Ca 


liisst sich nur dann befriedigen ohne a’=0 zu setzen, wenn g” p’=q’ p* 
ist. Alle tibrigen Glieder miissen nothwendiger Weise verschwinden. 
Die Gleichung wird daher lauten 


axe +aate =O, 
oder kiirzer 


a == (gh, 
oder 
kh 
sezcz* , 
wobei i und k, ganze, positive oder negative Zahlen sind. Wir fiihren 
a ue 
durch diese Substitution y= px iiber in cy* =cpx* oder 
k 


y=p* zg. 

Man kann also y=px in y=qza nur dann durch eine alge- 
braische Substitution verwandeln, wenn q eine rational gebrochene, 
positive oder negative Potenz von p ist. 

5. Das Gesammtresultat lautet: 

Es giebt nur 2 wesentlich verschiedene Arten von rationalen Perioden: 
die additive und die multiplicatorische. Fir die additiv periodischen 
Functionen ist die Grésse der Periode nicht charakteristisch, wihrend 
- dies bei den Functionen mit multiplicatorischer Periode der Fall ist. 
Da die letzteren von einer gewissen constanten Grésse, einem Modul, 
abhiingig sind, so schlage ich fiir sie den Namen Modularfunctionen 
vor, der von Gudermann den mit ihnen nahe verwandten elliptischen 
Functionen beigelegt wurde. 

6. Obgleich ich die Construction dieser periodischen Functionen 
auf eine spitere Gelegenheit verschiebe, so will ich doch folgende Be- 
merkung iiber ihre Form beifiigen. Ist f(a + kn) = f(z), so wird 
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diese Gleichung auch fiir k = oo gelten miissen, d. h. eine additiv 
periodische Function nimmt fiir 7 = co alle Werthe an, die sie iiber- 
haupt fiir irgend ein x besitzt; 2 = co ist also ein wesentlicher Un- 
stetigkeitspunkt derselben. Hat sie noch einen andern wesentlichen 
Unstetigkeitspunkt, etwa x= a, so miissen wegen der Periodicitiit 
auch « = a + kn solche sein, d. h. eine additiv periodische Function hat 
entweder einen wesentlichen Unstetigkeitspunkt, némlich x = oo, oder 
unendlich viele. Im ersten Fall lisst sie sich, wenn sie eindeutig ist, 
als Potenzreihe von x mit nur positiven Potenzen oder als Quotient 
zweier solcher Reihen darstellen. 

7. Eine entsprechende Betrachtung ergiebt, dass eine multipli- 
catorisch periodische Function zwei wesentliche Unstetigkeitspunkte be- 
sitet, ndmlich x= co und = 0; hat sie deren noch mehr, so hat sic 
unendlich viele. Im ersten Fall muss sie sich (ihre Existenz iiberhaupt 
sowie ihre Kindeutigkeit vorausgesetzt) als Potenzreihe mit steigenden 
und fallenden Potenzen von «x oder (was thatsichlich allein méglich ist) 
als Quotient zweier derartiger Reihen darstellen lassen. 


§ 6. 
Algebraische Hiilfsuntersuchungen. 


Jede Art von Periodicitiit, welche nicht durch die Gleichung 


axy+baea+tcy+d=0 
bestimmt ist, muss als irrational und mehrdeutig bezeichnet werden, 
Denn lautet etwa die Periodicitiitsgleichung y =, so wiire zwar y 
rational durch aw, aber nicht x durch y ausgedriickt, und wenn 
F(a?) = F(a) ist, so muss auch F'(j//x) = F(x) sein. Bevor wir in- 
dessen der Untersuchung dieser irrationalen Perioden niher treten, 
miissen wir einige allgemeinere Betrachtungen iiber algebraische Func- 
tionen vorausschicken. 
1) Sei y = f(a) eine durch die irreductible Gleichung 
Fy, a) = 0, 
die in y vom mw" Grade sein midge, definirte algebraische Function. 
Es ist bekannt, dass die » Werthe von y im Allgemeinen (einzelne x 
ausgenommen) von einander verschieden sind, aber dadurch simmtlich 
in einander iibergefiihrt werden kénnen, dass man die Variable x 
einen geschlossenen Weg zuriicklegen laisst. Werden nun diese n 
Werthe von y mit 
Y, =f (@), op =f (@), +++) Yon =f (@) 
bezeichnet, so ist einleuchtend, dass sich jeder derselben als alge- 
braische Function eines beliebigen andern darstellen lasst; denn man 
braucht nur aus 
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Yr = f(x) und y, = f(z) 
x zu eliminiren, um eine algebraische Gleichung zwischen y, und y, 
herzuleiten. Wir nennen diese algebraische Beziehung zwischen je 
zwei Werthen einer algebraischen Function den Zusammenhang der- 
selben und die Gleichung, welche denselben bestimmt, die Zusammen- 
hangsgleichung. 
Sei nun fiir beliebige x 

Y2= 91M), 
so ist klar, dass q,(y,) auch dann noch eine Lésung von F’'(y, x) = 0 
darstellert wird, wenn y, durch stetige Aenderung von 2 in y, tiber- 
gefiihrt wird, dass also etwa 


: Ys = P1 (Yo) = F2(Y;) 
sein muss. Ebenso* werden die iibrigen Iterirungen von g,(y,) (d. h. 
immer je ein Werth dieser im Allgemeinen mehrdeutigen Functionen) 
Lésungen von F'(y, 2) =O sein miissen. Da die Anzahl dieser Lésungen 
eine endliche ist, so muss g, eine Function sein, welche nach einer 
endlichen Zahl von Iterirungen wieder auf den Ausgangswerth zuriick- 
fiihrt, mithin sich nach § 4. in der Form 


P1(Y1) = Y-104, (Y,) 


darstellen lassen (y, ist eine algebraische Function, « eine k'° Kin- 
heitswurzel). — Haben wir nun 


Yo = 9 (%), 
Ys = P2(%), 


Yr = Pri (Ys); 


° Y — px(Y)> 
so wird auch etwa 


Yrs = P, (Yet), 
Ye43 = Po (Yer); 


Yor = Pr—1(Yet1), 

Yai = Pe(Ye+1) 
sein und kein y der zweiten Reihe wird mit einem der ersten iiber- 
einstimmen kénnen. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens lassen sich 
simmtliche » Werthe von y in Reihen von je /& Gliedern ordnen, 
woraus man erkennt, dass & ein Theiler von » sein muss. Ist ferner 


Yeti = 11(%1)> 
so wird 7:(y,) = y, und / auch ein Theiler von sein miissen u. s. w. 
Auf diese Weise kénnen sich noch mehrere Reihen von Zusammen- 
hangsgleichungen zwischen den Liésungen ergeben, falls m sich in 
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Factoren zerlegen liisst; ist dagegen m eine Primzahl, so muss der 
Zusammenhang ein einfacher sein, d.h. alle Lésungen lassen sich aus 
einer einzigen durch Iterirung einer Function herleiten, — Als primitiv 
wollen wir die Zusammenhangsgleichung 


Y2 = 91 (%) 

bezeichnen, wenu g,(y,) nicht die Iterirung einer andern Function 
u(y) ist, welche durch ihre Iterirungen eine gréssere Anzahl von 
Functionalwerthen liefert wie ,(y,). — Wir sprechen von einem ein- 
fachen, doppelten, dreifachen u.s. w. Zusammenhang einer algebraischen 
Function, wenn sich alle Werthe derselben durch Iterirung einer, 
zweier, dreier u.s. w. primitiver Zusammenhangsfunctionen aus einer 
einzigen herleiten lassen. 

Hinige Beispiele werden die Sache deutlicher machen. 

Beispiel 1: 

(y — 1)! =a. 


y =1+ Pe, 
y= 1+ ie, 
Y= 1— Va, 
y,=1—ipa. 
Die Zusammenhangsgleichung zwischen y, und y, lautet: 


Y2 —lL=ay, — 1), 


Wir haben 


oder 
Pi (Ys) = Yo = ty, +1 —7 


Dieselbe ist primitiv, denn wir haben 


9.(¥;) =—%+2, - 


also 
Ys = P2(Y); 
und 
93(¥)) = — ty, +1472, 
also 


_—— 9; (Y;)- 
¥1(Y:) = 92(¥)) =—Y%+2 


nicht primitiv, da schon 


Dagegen ist 


W(Y) = % 


ist. 
Beispiel 2: 
y — 2yz+2°?—a«=—0, 
y= e+ Vx, 


Y= 2— Ya, 


also 
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und somit 


PY) =% =L+y+tVl+ 4m; 
setzt man hierin y, statt y,, so folgt 
92(¥1) =2+y,+VY1 + 4y,+2+Y1 +4 4y,), 
worin nur das erste und dritte Doppelzeichen correspondiren. Die 
Werthe von ,(y,) sind also 


4+y,+2V1+4y, und y,; 
zwei Werthe geben also wieder die erste Lésung. 


Beispiel 3: 
yt —2y=—2, 
oder 


4, = +V i++, 
n= —Vitvite, 
¥y, = +Vi—yi + “, 
y, = —Vi-yi + x. 
Hier ist der Zusammenhang ein doppelter; denn wir haben 
¥, + ¥, =9 


YW? + y;” = 2. 
2. Die allgemeine Darstellung der Zusammenhangsgleichungen 


einer durch eine algebraische Gleichung definirten Function ist sehr 
leicht. Sei 


und 


y = [(2) 
durch 
Fy, £) = y" + uy (@) y! + me (@) y+ + ea) y 
+ %n(x) = 0, 


bestimmt, worin die (x) rationale Functionen von x bedeuten, so 
brauchen wir nur zwischen 

Fiy,, “) = 0 
und 

F(ys, a“) =0 
x zu eliminiren. Etwas umstiindlicher, doch fir die Theorie wichtig 
ist folgende Methode. Wir haben 

Wes += — (), 
WY2 FWY P+ Yn-1Yn = 22), 


YiYo + * Yn = (— 1)" xn(2?. 
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erhalt man eine Gleichung zwischen den beiden iibrigen y. Bei beiden 
Methoden ist ersichtlich, dass das Eliminationsresultat genau gleich 
ausfallen muss, welche beiden y man auch in die Zusammenhangs- 
gleichung bringt. Die gefundene Gleichung umfasst daher den Zu- 
sammenhang aller Paare von Werthen mit Einschluss von y, = y, und 
ist somit nicht irreductibel. — Bei dem zuletzt betrachteten Beispiel 
y! —2y2— a 
ergiebt sich 
yr! — 2y,2 a= ys —_ 2y;? 


Yr! — Ys! — 2y,? + 2y,? = 0, 
eine Gleichung, die sich in die 3 Factoren 
Yr — ys. = 9, 
Yr + ye = 9, 
9° + y.'—2—0 


oder 


zerlegen liisst. 
3. Setzen wir in der Gleichung F(x, y) =0 mit den Lésungen 
ye = f(z) 
b 
y= 6 (2) = Ete, 
so sind die Lésungen der transformirten Gleichung 


a= bf), 


und wenn eine Zusammenhangsgleichung von F’(y, x) = 0 lautete: 
P (Yr, Ys) = 9, 
Ys = Fy (Yr); 
O(E, (2), 5 (4) = 9, 
2, = & 1, (2,). 


Die Zusammenhangsgleichungen gestatten also dieselbe ‘Trans- 
formation wie die Periodicitiitsgleichungen, doch nur mittelst einer 
linearen Substitution. 

4. Von besonderer Wichtigkeit sind fiir uns diejenigen Functionen 
y =f,(x), welche durch eine Gleichung von der Form 

ayy” + ay " lib, ae ‘+a 


(1) by + by pp b, = 9,(2), 


oder, was dasselbe ist, 


(2) y*+ a, — by 94(2) y"- 1p Stele) yt. +3 


ay —b@ 91 (x Ao— bo (x 


oder 
so haben wir jetzt 


oder 


—b,91(@) 
=boi@) 
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bestimmt sind, worin g,(x) eine rationale Function bedeutet. Die 
Zusammenhangsgleichung von (1) oder (2) lautet 


(3) G0 FY th fan eve tay tts +4, 


boy thiye te +b, box bhiyg +--+), | 
ist also von g,(x) unabhiingig. Dividirt man (3) durch den Factor 
Yr — Ys, 80 liefert die iibrigbleibende Gleichung (nm — 1)'" Grades 
genau die »— 1 Werthe von /,(x), welche ausser y, noch existiren. — 
Es ist aber auch leicht zu erweisen, dass jede n deutige algebraische 
Function, welche vollstiindig denselben Zusammenhang wie die durch 
(1) definirte hat, von der Form 


MY "4 a,y"*+4-- ‘+a, 
boy” + by") +--+, 


sein muss. Denn soll 


(5) y+ (zy + ey + + + tn(2) = 0 

die verlangte Eigenschaft haben, so miissen alle Gleichungen, welche 
sich zwischen den Lésungen von (1) oder (2): y,, Y,++ +, Ya aut- 
stellen lassen, identisch mit denjenigen sein, welche sich zwischen 
den Lésungen von (5): y;', Yo, ++: Yn ergeben. Da wir aber 


ili P, (x) 





rae — by p(x) 
Atht +H — Coe 
__ Ag — by (x) 
(6) YiY2 + YiYs3 + care + hae — &— on ? 
— b,, 9 (x) 
WYr ++ Ya (— 1)" BaP 
und 
YW Ye tee tye = — HX), 
(7) Ws Ys + YY3 Hee tyra = X2(*), 


Ys Yo s+ Yn =(— 1)"Yn(a) 


haben, so werden die Resultate der Elimination von « zwischen 


s’ 4 a, —b,@ (x) 


Gy — by Q(x) 
und 


» % — Poole) 
Dis nay ENO, 


oder, was auf dasselbe hinausliuft, 





4, b,x 
(9) Dates y Y, = (— 1)’ Gy — bya 


und 
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a, — b,x 
D> ne = (= ly? —— 


Ay — box 





einerseits und 
(10) D wis yw =(— Wale) 
und 
DW =H = (— 1) (2) 
andrerseits identisch sein miissen. Es ist aber leicht einzusehen (was 


weiter unten bei anderer Gelegenheit ausfiihrlicher erértert werden 
wird), dass dies nur dann zutrifft, wenn 


(11) Ar (2%) = - 
und 


a, — b,. py (2) 

Oy — Do yy (a) 

a, — bp; (&) 

Gy — Dy gy (a) 

ist, worin g,'(%) nur eine rationale Function sein kann, weil sonst 
die Coefficienten der Gleichung vieldeutig wiirden und hierdurch der 
Zusammenhang eine Aenderung erlitte. Hiermit ist die Bebauptung 
erwiesen. — 

Mit diesen wenigen Resultaten ist natiirlich die Theorie des Zu- 
sammenhangs nicht erschépft; doch geniigen dieselben, um die Unter- 
suchungen tiber irrationale Periodicitit bis zu einem gewissen Punkte 
zu erledigen. 








Xs(") = 


§ 7. 
Die irrationale Periodicitat. 

1. Um die recht schwierige Frage iiber die Zulissigkeit der 
irrationalen Periodicitét klarer zu machen, will ich mich vorerst an 
ein Beispiel halten. Wenn die Periodicitiitsgleichung der cindeutigen 
Function F(x) lautet: 

y= 2", 
so miissen die Relationen bestehen: 
F(a) = F(a?) = F(a) = F(a) =--- 
= F(vz)= F(Vz)= Fla) = -:- 

Vx hat aber zwei Werthe, welche wir als + /a und — Ya unter- 
scheiden kénnen. Es entsteht nun die Frage: sollen wir von der 
periodischen Function F(a) verlangen, dass sowohl F(+ )/z) als auch 
F(—/yzx) mit F(a) tibereinstimmt, oder sollen wir es als gentigend 


betrachten, wenn nur eine dieser Grossen, etwa F(+ )/x) gleich F(a) 
wird? Nehmen wir fiir einen Augenblick das Letztere an, setzen aber 
voraus, dass /’'(#) nur in einzelnen Punkten unstetig wird. Sei nun 
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F(+ Yx,) =F (a,) und denken wir uns, dass x von 2, eine continuir- 
liche Reihe von Werthen durchliiuft, ohne jedoch durch einen Un- 
stetigkeitspunkt von F(x) oder F(+ /Yx) zu gehen, was nach der 
eben gemachten Voraussetzung immer médglich ist; so wird, da F(x) 
und F(j/z) nicht plétzlich ihren Werth andern kénnen, diese Ueber- 
einstimmung fortwihrend stattfinden miissen. Nun ist es aber be- 
kapntlich immer méglich (und zwar auf unendlich vielen Wegen), die 
Variable so zu fiihren, dass, wenn « zu 2, zuriickkehrt, + //z, in 
—Y«, tibergegangen ist. Demnach miisste auch F(—/x) = F(a) 
sein. Man iibersieht sofort, dass, wenn eine fiir beliebige a (einzelne 
Punkte ausgenommen) stetige Function eine Periode y = g,(z) haben 
soll, welche durch eine irreductible Gleichung definirt ist (was immer 
vorausgesetzt werden darf, da sich sonst die Gleichung in mehrere 
zerlegen liesse), die Gleichungen 


F(gs(2) = F(e) und F@_4(0)) = F(2) 
fiir sdimmtliche Werthe von g,(”) und g_,(”) bestehen miissen, — 
Kehren wir jedoch zu unserem Beispiel zuriick. Es miisste F(j//x) fir 


die 2 Werthe von /z, F( j/z) fur die 2* Werthe von */z mit F(z) 
iibereinstimmen. Allein wir kénnten ja auch F(a) = F(a) zum Aus- 
gangspunkt nehmen; dann miisste F' (+ //x?)=F'(a) oder F'(-++-2)=F'(a), 


ferner F(+ a'/z) == I(x) sein, wenn @ eine 2*'* Kinheitswurzel be- 
deutet. Hierbei wiirden wir also noch mehr Werthe des Arguments 
finden, fiir welche F(a) sich gleich bleiben soll, Wenn man F(z‘), 
F(z’) u. s. w. zum Ausgangspunkt wihlt, so mehrt sich noch die 
Zahl dieser Werthe, so dass F(x) fiir 2° Werthe sich gleich bleiben 
miisste. Aehnliches tritt im Allgemeinen bei mehrdeutigen Periodicitiits- 
functionen ein. Da es nun wabhrscheinlich, wenn auch nicht erwiesen 
ist, dass eine stetige Function nur fiir co? Werthe des Arguments 
unverandert bleiben kann, so schliessen wir die Functionen mit mehr- 
deutiger Periodicitiitsbeziehung im Allgemeinen von dem Kreis der zu 
untersuchenden aus. 

2. Bemerkt zu werden verdient, dass diese nicht ‘ganz exacten 
Betrachtungen in speciellen Fillen mit vélliger Strenge durchgefiihrt 
werden kénnen, Ist z. B. y= (x) =", so ergiebt sich leicht, 
dass F'(ax) = F(a) sein muss, wenn a@ eine n*'* Einheitswurzel be- 
deutet. Die Reihe der n*'** Kinheitswurzeln stellt aber fiir ein sehr 
grosses x einen geschlossenen Kreis von unendlich benachbarten Werthen 
dar, sodass wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von F(x) diese lunc- 
tion fiir eine zusammenhiingende Reihe von Werthen, also iiberhaupt 
unveriindert bleiben miisste. 
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3. Die in 1. gemachten Schliisse gelten nur so lange, als F(x) 
eine eindeutige Function ist; schon bei endlich vieldeutigen Kunctionen 
verlieren sie ihre Giiltigkeit, wie das Beispiel 


F(a) = sin f/x 
zeigt, welches eine dreideutige Function mit den Werthen (a = 1) 
F(z) = sin 2, 
F(a) = sin a x, 
F® (2) = sin a? Wx 
und der Periodicitiitsgleichung 
Vy = 20 + V x, 
y= (2x + fu) 


reprisentirt, Setzt man niimlich y statt x in F(x), so erhilt man 
die 9 Ausdriicke 
sin (22 + j/x), sin (2a +aj/x), sin (22 + a? j/x), 
sna(2Qx+jz), sne(Qx+ajyz), sina(Qx+7jzx), 
sina’? (2a+jx), sne?(Qx+ajzx), sina?(2x+ jz), 
von denen der erste, zweite und dritte beztiglich sin /z, sina j/z, 


sin o? j/x gleich sind, wihrend die iibrigen andere Werthe annehmen. 
Auch ist es nicht médglich, derartige mehrdeutige Functionen mit 
irrationaler Periode auf eindeutige zuriickzufiihren, indem man sie als 
Lésungen einer algebraischen Gleichung darstellt, deren Coefficienten 
eindeutige periodische Functionen sind. Der eindeutige Ausdruck 


sin j/x + sin «j/x + sine? /z = 


oder 


«“ ax x 
A + co a SS eee Fe PS re 7. 
ist tiberhaupt nicht periodisch, da die einzelnen Theile desselben nicht 
bei gleichen Aenderungen ungeiindert bleiben. — Dass wnendlich viel- 


deutige Functionen irrationale Periodicitiitsgleichungen zulassen, die 
bei eindeutigen und endlich vieldeutigen Functionen unméglich sind, 
zeigt folgende Function: 


a log log x \, 
F(x) = sin (2% Er): 


diese bleibt ungeiindert, wenn man 2? oder a statt « setzt; nur ist 


letateres nicht fiir beide Werthe von 2? der Fall. — Im Folgenden 
beschrinken wir uns auf die Untersuchung eindeutiger Functionen. 
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4. Die Schwierigkeiten, auf welche die irrationale Periodicitiit 
fiihrt, sind in 2 Fallen nicht vorhanden: 

a) wenn die Periodicitatsfunction derart ist, dass keine Iterirung 
derselben mehr als eine bestimmte, endliche Anzahl von Werthen 
besitzt ; . 

b) wenn die Zahl der Werthe von , (x) zwar ins Beliebige wiichst, 
allein unter denselben nur eine bestimmte, endliche Zahl von den 
Werthen friiherer Iterirungen verschieden ist. 

5. Der erste Fall, welchen ich allein erledigt habe, lisst sich 
leicht reduciren. Es ist vorerst klar, dass keine der Iterirungen der 
n-deutigen, durch eine irreductible Gleichung definirten Function 
y =f, (x) weniger als n-deutig sein kann. Denn seien y,, y., +++; Yr 
die Werthe von f,-:(”), so haben wir fiir f, (2): 


Ais), fre) ++ + Ayr). 

Jeder dieser Ausdriicke ist n-werthig, da f,(x) fiir dasselbe Argument 
m wesentlich verschiedene Werthe (einzelne Punkte ausgenommen) 
haben muss; die Gesammtzahl der Werthe von /f,(x) muss daher 
mindestens  betragen. Nehmen wir nun an, dass die Vieldeutigkeit 
der Iterirungen von /,(#) bis zu einer s-fachen steige, und dass f, (#) 
dieselbe erreiche, so werden auch f2,(x), fsx(%) u. s. w. gerade s-deutig 
sein, weil ein héherer Grad der Vieldeutigkeit nach der gemachten 
Annahme, ein niedrigerer aber nach dem eben Bewiesenen nicht 
méglich ist. Da nun eine Function mit der Periode y = /,(x) auch 
die Periode y = f,(x) hat, so geniigt es, diejenigen Periodicitiitsfunc- 
tionen y =/;,(x) aufzusuchen, deren Iterirungen von derselben Viel- 
deutigkeit wie f,(x) sind. 

6. Soll dies bei der ersten Iterirung der n-deutigen Function 
f,;(«) der Fall sein, so werden, wenn y,, ¥,, +++, Y die Werthe von 


f,(#) bezeichnen , 
fi (Y)> Fy(Yo)s «+ +> Fy Yn) 


dieselben Werthe liefern miissen, da jeder dieser Ausdriicke deren » 
besitzt und im Ganzen nur m vorhanden sein sollen. Die Ausdriicke 
Yo) Y¥3*** Yn Werden aber aus y, durch die Zusammenhangsgleichung 
von y =/;,(x) hergeleitet, und da wir y, jeder Grosse gleich machen 
kénnen, so folgt, dass /,(x) fiir solche Argumente denselben Werth 
annehmen muss, welche durch die Zusammenhangsgleichung von 
y =/f,() in einander iibergefiihrt werden kénnen. Dies fiillt aber 
mit der Forderung zusammen, dass f_;(x) denselben Zusammenhang 
wie f, (x) selbst besitzt. Wir haben daher nur solche Functionen zu 
untersuchen, deren Zusammenhang mit dem ihrer Umkehrung iiber- 
einstemmt. 


7. Die fragliche Function y = /f\(%) mdge durch die Gleichung 
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y+ gay + pa) yr? + + + g(x) =O, 
ihre Umkehrung, wee nach dem Gesagten ebenfalls n-deutig ist, 
durch 


2) + YMCA) VO (ayyr-? + +--+ YM) =O 
bestimmt sein, sodass die Gleichungen (1) und (2) durch Vertauschung 


von y und # in einander iibergehen. Sollen beide Gleichungen den- 
selben Zusammenhang haben, so muss das Eliminationsresultat von 


(3) >: YiY2°° = g(x) 
und 

o YiY2°* > Yo = p(x) 
mit dem von 
(4) Di YWrYo* + * Yr = Y(a) 


und 
4 WY (= wp (a) 


iibereinstimmen, d. h. es muss, wenn 


401 


(5) V(x) = E(x) 

ist, auch 

(6) v(x) = pp §(x) 

sein. Es ergiebt sich dies leicht daraus, dass nach (3) und (4) 
(7) Pg, (x) = Y ¥® (2) 


und zwar fiir alle Werthe dieser Ausdriicke sein muss, woraus bei der 
Annahme von (5) folgt 


(8) Pp, (x) = PME yp") (x), 
oder 

(9) p(x) = Fy (x), 
oder endlich 

(10) YO (x) = p E(x). 


Demnach kann (2) in die Form gesetzt werden 


(1) x + GE C@) yt + @E@yr* +--+ + GE) =O. 
Dabei muss &(%) so beschaffen sein, dass die Coefficienten eindeutige 
Functionen werden. Es folgt hieraus 


(12) f-(#) = f, 8 (2). 
Der letzteren Gleichung geniigt aber nur 
(13) 5 (x) = f-2(2), 


und zwar ist klar, dass alle Werthe von f,f_2(x) mit denen von f_; (2) 
tibereinstimmen, weil nach Friiherem beide Ausdriicke gerade » Werthe 
Mathematische Annalen. XVIII. 26 
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haben und f_,(x) durch eine irreductible Gleichung bestimmt ist. 
Daher wird y*)f_(x) eine eindeutige Function sein miissen, was nur 
mdglich ist, wenn alle g(x) vom mn Grad oder Constanten sind, 
f—2(x) hat mit der Umkehrung von g(x) denselben Zusammenhang, 
woraus weiter folgt, dass die Umkehrungen aller g(x), soweit diese 
nicht Constanten sind, von gleichem Zusammenhang sein, d. h. nach 
§ 6, 4 durch folgende Gleichung bestimmt sein miissen: 
(14) Aay” + diy tte ae td | 

Boy" + By" *+---+B, cad 
Die linke Seite dieser Gleichung ist bei allen p(x) dieselbe, wihrend 
die rechte Seite nur vom ersten Grade zu sein braucht (da sonst die 
g*(x) nicht rational wiiren), im Uebrigen aber verschieden sein kann. 
Die g(x) sind somit rationale Functionen des ersten Grades von 
derselben rationalen Function »'" Grades. Weiter ist noch ersichtlich, 
dass die Nenner der erstgenannten rationalen Functionen iiberein- 
stimmen miissen, da sonst beim Wegmultipliciren derselben die Glei- 
chung (1) in # von héherem als dem n'* Grade wiirde. Wir erhalten 
daher fiir (1) 


. @ — D,Gi(@) nia _y G2 — Oegs(@) no 
(15) or .-tane! * tL 
a, — 5, 91 (2) 
, + a tee) —° 
oder 


boy" Oy" +e +b, dha® + da" 4-4, 
Durch nochmalige Anwendung von § 6., 4. ergiebt sich aber 


hieraus leicht, dass y= /,(~) nur dann mit seiner Umkehrung den- 
selben Zusammenhang haben kann, wenn (16) die Gestalt annimmt: 


doy" + ay" '+--- +a, Ayu" + a,x" +--+. +a, 
i —- —«( + ) 


ap Mtoe tte er tae + te 


boy" + diy! +--+ +b, box” + bya! +--+ dy 


worin ¢ eine lineare Function bezeichnet. Hiermit ist bewiesen, dass 
alle Periodicitiitsgleichungen n' Grades, welche iterirt immer vom 
ne Grade bleiben, aus einer linearen durch Hinsetzen einer ratio- 
nalen Function n Grades fiir y und x hergeleitet werden kinnen. 
Dass die gefundenen Gleichungen auch wirklich die gewiinschte Eigen- 
schaft besitzen, ist leicht ersichtlich*). 

*) Das hier gefundene Resultat steht in naher Beziehung zu dem von Herrn 
8. Lie in seiner ,,Theorie der Transformationsgruppen I‘, Mathematische Annalen, 
Bd. XVI, S. 455, ausgesprochenen; doch erkennt man leicht, dass die beiden 
Siitze nicht identisch sind. Die von Herrn S. Lie angewandten Methoden sind 
von den meinigen ginzlich verschieden. 
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_8. Es wird nicht ohne Interesse sein, wenn wir den eben all- 
gemein bewiesenen Satz fiir einen speciellen Fall durch directe Rech- 
nung herleiten. Sei die Function y = f(x) durch die Gleichung 

ay’ + byx + ca*+ dy+ex+f=0 
bestimmt, so werden wir die definirende Gleichung fiir die iterirte 
Function 2 = f,(x) finden, wenn wir y aus der vorgelegten Gleichung 


und 
az’ + bey+cy?+dze+ ey+f=0 


eliminiren. Wir schreiben diese Gleichungen zuerst in der Form 


(18) ya + y(bu + d) + ca*+ex+f=0, 

(19) yrc + y(be +e) +ar2+de+f=0, 

und erhalten dann nach einer bekannten Regel 

(20) la exv’?’+exr+f'* jor poner ba+td |a ba+d | wars 
\¢ ag+dz+tf| |a@+dze+f be+te| jc be+e | 





Soll nun ¢ = /,(x) eine héchstens zweideutige Function sein, so 
kann dies nur auf 2 Arten geschehen: entweder fallen in (20) die 
Potenzen von x und z, welche den zweiten Grad tiberschreiten, weg, 
oder (20) lisst sich als Quadrat darstellen. Dass das Erstere nicht 
der Fall sein kann, ersieht man daraus, dass die Coefficienten von 2‘ 
und «*, a‘ und ¢ sind, die wir nicht beide als 0 annehmen diirfen. 
Das Letztere kann in 3 Fiillen eintreten. 

1. Es ist fiir beliebige x und z 


cv’ +exr+f bea+td wh 
a2@+tde+f bete| 


bex*z + bexe + bf2 + cexr®?+ ut ef 
= abe? + bdxe+ bfx+adz2+ z+ df, 
eine Gleichung, die nur identisch befriedigt werden kann, wenn wir 
b=0, d=0, e=0 

annehmen. Die Gleichung 

ay’ + ca? + f=0 
kann aber aus der linearen Gleichung 

ay+be+f=0 
durch die Substitution »,(v) = 2 hergeleitet werden. 

2. Hs ist identisch 
\a ba-+d| _ 


. betel ’ 


abe+ae=bexr+ecd; 


0, 


oder 


oder 
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hier ist erforderlich, dass 
b=0O und ae=ecd oder ‘ = - 


ist; (18) nimmt dann die Form an 


ay + dy + ca? + Sa+f—0, 
y? + my + p(2? + mz) + f=, 


eine Gleichung, die aus 


oder 


yt+pe+f=0 
durch die Substitution 


v(x) = 2? + me 
hervorgeht. 


3. Fiallt der zweite Theil von (20) nicht weg, so setzen wir zur 
Abkiirzung 


r=bz+d, 
s=bz +e, 
u=ca“?+tex+f, 
v=ae+dz+f 


und erhalten durch Ausrechnung von (20) 


(21) (av — cu)* — rs(av + cu) + as'u+ crv =0, 

welcher Gleichung wir auch die beiden andern Formen geben kénnen: 
(22) (av — cu)? — rs(av — cu) + atu + errv — 2ersu = 0 

und 


(23) (av — ecu)? + rs(av — cu) + as?u + er?v — 2arsv = 0. 

Ein Ausdruck A? + AB + C (dessen Bestandtheile A, B, C ver- 
schiedene Variabeln enthalten) kann aber nur dann quadratisch sein, 
wenn AB+ C=O (die beiden vorigen Fille) oder B? = 4C ist. 
Demnach haben wir wegen (22) und (23) die beiden Gleichungen zu 


befriedigen: 

(24) rs? = 4as’u + 4cr?v — 8ersu 
und 

(25) rs? = 4as?u + 4er?v — 8arsv, 


aus deren Zusammenstellung sich als nothwendige, doch nicht hin- 
reichende Bedingung ergiebt 


(26) crsu = arsv. 
Diese Gleichung ist befriedigt, wenn r = 0 oder s = 0 ist; aus 
(24) und (25) folgt, dass dann auch die andere der beiden Gréssen 


verschwinden muss (die iibrigen Combinationen erweisen sich leicht 
als unzulissig);*hieraus wiirde wieder wie oben b = 0, d=0, e =0 
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folgen. Andernfalls muss cu = av sein, was unmdgliche Bedingungen 
ergiebt. 

Das Gesammtresultat lautet also: eine Function y == y,(x), die 
durch eine Gleichung zweiten Grades definirt ist, giebt nur dann und 
immer dann iterirt wieder eine Function zweiten Grades, wenn sie 
durch eine rationale Functionalsubstitution aus einer linearen Function 
hergeleitet ist. 

9. Noch bleibt der Fall zu betrachten iibrig, dass die Iterirungen 
einer »-deutigen Periodicititsfunction zwar mehr als n-deutig, aber 
so beschaffen sind, dass ein Theil ihrer Werthe mit solchen friiherer 
Iterirungen zusammenfallt und in Folge dessen immer héchstens n neue 
Werthe auftreten. Die erste Iterirung muss alsdann wieder x als einen 
Werth haben, mithin muss nach Friiherem die definirende Gleichung 
von y =/,(x) in y und & symmetrisch sein. Es ist mir noch nicht 
gelungen, diesen Fall zu erledigen, und ich beschriinke mich darauf, 
durch ein Beispiel die vorkommenden Verhiltnisse zu erliutern. 

Sei 


Vy+Va=n 
(y — «) —2n?(y+ xz) + n' = 0. 
Diese Gleichung lisst sich durch die Functionalsubstitution 


9 (@) = Vx — _ 


y+xe2=0, 
aber andrerseits auch in Folge der Doppeldeutigkeit der Wurzeln aus 
y=2-+n durch die Substitution p,(v%) = Ya herleiten. Wir haben 
y=f(2) =(ntVa)’, 
wihrend wir bei der Iterirung den Werth x doppelt und ausserdem 
fy (x) = (2n+ Ya)’ 

finden. Fiir f(a”) erhalten wir wieder (n-+- 2)’, (Qn+Yz)’ und 
ausserdem (3 -+ /x)* u. s. w. 


Dieser irrationalen Periodicititsgleichung entspricht -wirklich die 
eindeutige Funetion 


oder 


aus 


e x Fa x3 
myst — + Es Tee 


bei welcher i 
y= (xt ya) 


zu setzen ist. In der That ist 


cos y = cos (24 -+ fx) = cos (+ Yaz) = cos Yaz. 
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In anderen Fiillen gestalten sich die Verhiiltnisse freilich bedeutend 
anders; doch erscheint es nicht wahrscheinlich, dass sich periodische 
Functionen ergeben, welche nicht durch die Functionalsubstitution 
aus additiv oder multiplicatorisch periodischen hergeleitet werden 
kénnen. 


§ 8. 
Die mehrfach periodischen Functionen. 

1. Functionen mit mehreren (vorliufig 2) nicht auf einander 
zuriickfiihrbaren Perioden g,(x) und 7,(”) wollen wir zunichst nur 
fiir den Fall untersuchen, dass die letzteren vertauschbar sind, d. h. 
dass wir haben 

P1 U1 (%) = 191 (*)} 
auch beschriinken wir uus im Folgenden auf rationale Periodicitiits- 
gleichungen. 

2. Die eine der Perioden kénnen wir immer in eine additive 
oder multiplicatorische transformiren; die directe Rechnung ergiebt 
dann ohne Schwierigkeit, dass die andere jedesmal von derselben Art 
sein muss; es kommen daher fiir uns nur Functionen mit mehrfacher 
additiver oder mehrfacher multiplicatorischer Periode in Betracht. 

Was den ersten Fall anlangt, so ist bekannt, dass die Zahl der 
additiven Perioden (bei endlich vieldeutigen Functionen) 2 nicht iiber- 
schreiten kann und dass zwischen diesen beiden Perioden kein reelles 
Verhiltniss bestehen darf. 

3. dJede eindeutige (oder endlich vieldeutige) Function mit multi- 
plicatorischer Periode lisst sich in eine eindeutige (resp. ebensoviel- 
deutige) Function mit doppelter additiver Periode mittelst einer transcen- 
denten Substitution verwandeln. Denn setzt man in der Function 

F (px) = F(a) 


2n2im 2aiw 


pe * , 2c", 
Sate 


so hat F (, > ) die doppelte Periode m und ». Ist ferner 
F,(w + m) = F,(w) 


. F,(w +n) = F,(w), 


so substituiren wir 


und 


wa ae te 
und gelangen hierdurch zu einer multiplicatorisch periodischen Kunc- 
tion. Die unendliche Vieldeutigkeit von Jz macht die Function nicht 


vieldeutig, da die verschiedenen Werthe von w die Form haben 
n 
2xt 





w= 


la-+-kn und durch die Zufiigung von kn zu w die Func- 
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tion F’,(w) nicht geiindert wird. — Hieraus folgt auch leicht, dass 
mod. p von der Kinheit verschieden sein muss. 

4. Machte man bei einer Function mit doppelter multiplicatorischer 
Periode die eben erwihnte Substitution, so wiirde man eine Function 
mit dreifacher additiver Periode erhalten; endlich vieldeutige Func- 
tionen mit mehrfacher multiplicatorischer Periode sind also nicht 
mdglich, wenn wir selbstverstiindlich den Fall ausschliessen, dass die 
Perioden ganze Potenzen derselben Grésse sind. 

Wir haben somit nur 3 Arten von periodischen transcendenten 
Functionen gefunden : 

1. die Functionen mit einfacher additiver Periode, 

2. diejenigen mit einfacher multiplicatorischer Periode, 

3. diejenigen mit doppelter additiver Periode. 
Die letzteren braucht man jedoch nicht besonders zu behandeln, weil 
sie sich aus den vorhergehenden herleiten lassen. Diese Reduction 
der elliptischen Functionen auf die Modularfunctionen ist von grossem 
Vortheil, da die letzteren einfacher sind und hierdurch ihre analytische 
Natur deutlicher hervortreten lassen. 

5. Bei mehrfachen Perioden, fiir welche die Gleichung 


: Pi i (&) = 11.9 (2) 
nicht gilt, hért die Analogie mit den Abel’schen Gleichungen auf; 
denn Abel hat die algebraische Lésbarkeit solcher Gleichungen, deren 
Wurzeln durch die Iterirungen von 2 verschiedenen Functionen aus 
einer einzigen hergeleitet werden kénnen, nur unter der Voraussetzung 
bewiesen, dass diese beiden Functionen vertauschbar sind. Ueberdies 
ist es wahrscheinlich, dass mehrere nicht vertauschbare Perioden 
(einzelne Specialfille ausgenommen) bei l'unctionen mit getrennt liegenden 
Discontinuitétspunkten nicht moéglich sind; vorliufig gelang es mir nur 
nachzuweisen, dass Functionen mit zwei nicht vertauschbaren Perioden 
im Allgemeinen wnendlich viele wesentliche Discontinuitdtspunkte besitzen 
miissen. Manche Combinationen von Perioden sind bei eindeutigen Func- 
tionen tiberhaupt nicht zuliissig, wie aus der Untersuchung des Special- 
falles, dass sich beide Periodicitiitsgleichungen durch Transformation 
gleichzeitig von einem Gliede mit xy befreien lassen, hervorgehen wird. 
a) Die eine Periodicitiitsgleichung lasse sich auf 


(1) 9, (4%) = 2+ 1 

reduciren, wiihrend die andere hierbei in 

(2) u(t) ax +b 

iibergeht. Dann ist 

8) me) @e+ be forr+.--+a40), 


1 





a” 


(4) ree) Sb + grt: +5) 
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also 
(5) = An(w) = aa + O(a" + a? 4---+a+41) +1, 
(6) Xn P(X) = aa + O(a" + a"? +---+a+1 +4’, 


und somit 


(7) Flava + (a + a? 4+. +041) +1} 

= Flav + Wa! + a? +. fat) +a), 
oder wenn 2 fiir a"x + b(a™"'+ a®’+.---+a+1)+1 gesetzt 
wird, 

F(a + a" — 1) = F(z) 

oder wegen (1) 
(8) F(@ + a") = F(z), 
ein Resultat, das auch fiir negative » gilt, wie aus (4) folgt. Ist 
mod. a@ von der Kinheit verschieden, so kann a" durch wachsende 
positive oder negative  beliebig klein gemacht werden; J'(x) miisste 
also eine unendlich kleine additive Periode haben, was bei endlich 
vieldeutigen Functionen nicht méglich ist. Wenn mod, a = 1 ist, so 
kann zunichst a genau eine Einheitswurzel sein; dann ist 7,(7)—=ax+b 
eine Periode, die durch Iterirung zu 2 zuriickfiihrt, wie aus Friiherem 
sowohl als auch aus (3) erhellt. Ist nimlich a eine primitive n'* Ein- 
heitswurzel, so haben wir 


a* = 1, 
att gr?t...4¢4+1=0, 
also 
An(@) = &. 


Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so lasst sich leicht nachweisen, 
dass unendlich viele unendlich wenig von einander verschiedene additive 
Perioden vorhanden sind, indem a" durch geeignete Wahl von n jeder 
Grésse vom Modul 1 beliebig nahe gebracht werden kann. — Fiir 
a = 1 ist auch die zweite Periode additiv. 

b) Sei die eine Periodicitiitsgleichung auf 


(9) P(x) = px 

reducirbar, waihrend die andere wieder 

(10) (2) ae +b 

lauten mége () von Null, mod. p von J verschieden), so ist 
(11) P11 (%) = apa + bp, 

(12) M1 91(%) = apx + b, 

woraus wie oben folgt 

(13) Fla + b(p — 1)) = F(a), 


wodurch dieser Fall auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt ist. 
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6. Ist 
(14) 9(e) =2+1, 


b 
(15) ma) = SEF a 


so muss wegen (14) die Function fiir 2 = oo wesentlich discontinuirlich 
werden ; aus (15) folgt dann, dass dies auch fiir 7 = < , also wegen 


beider Gleichungen in unendlich vielen Punkten geschehen muss. 
Kin Ausnahmefall ist nicht méglich, wenn ¢ von Null verschieden ist. 
Tritt an Stelle von (14) 


(16) 9; (x) = px, 
so ist eine analoge Betrachtung mdglich; auch hier miissen unendlich 
viele wesentliche Discontinuitiitspunkte vorhanden sein, wenn nicht 


Xi (%) = qu 
oder 
oe & 
ti (2) = = 
ist; im letzteren Fall ist 
Np (L) = &. 


Frankfurt a/M., im Februar 1881. 








Ueber Kérper, welche von confocalen Flichen zweiten Grades 
begrinzt sind. 


Von 


Feurx Kiem in Leipzig. 


In dem Werke iiber theoretische Physik der Herren Thomson 
und Tait*) findet sich ein bemerkenswerther Abschnitt tiber Kugel- 
functionen, in welchem eine Reihe neuer Ideen in nur zu knapper 
Form entwickelt sind. Es seien r, #, m die gewdhnlichen Polar- 
coordinaten im Raume. Dann kommen die betreffenden Angaben im 
Wesentlichen darauf hinaus, dass man fiir jeden Koérper, der von 
irgend welchen Flichen r = Const., # = Const., » = Const. begrinzt 
ist, die fundamentale Potentialaufgabe**) durch richtige Verallgemei- 
nerung der gewdhnlichen Kugelfunctionen erledigen kinne. Dabei fehlt 
allerdings jeder Ansatz zur Erbringung der nothwendigen Convergenz- 
beweise; auch ist die Darstellung in einer Weise skizzenhaft, dass .es 
fast unmdéglich scheint, den Sinn mancher einzelnen Behauptung zu ver- 
stehen. Trotzdem wird jeder Mathematiker in den genannten Ent- 





*) Theoretische Physik, deutsch von Helmholtz und Wertheim, 1. ‘Theil, 
Braunschweig 1871 (cf. pag. 156—178 daselbst). — Das Original erschien, wie 
man weiss, unter dem Titel ,,Natural Philosophy‘, 1867, doch scheint der Ab- 
schnitt iiber Kugelfunctionen zu denjenigen Theilen des Werkes zn gehiren, die, 
einer Bemerkung der Vorrede zufolge, bereits friiher gedruckt worden sind. 
Wenigstens citirt Herr Thomson den betreffenden ,,Appendix B“ schon im Jahre 
1862; vergl. eine Arbeit in den Philosophical Transactions vom Jahre 1863: 
»Dynamical Problems regarding elastic spheroidal shells and spheroids of incom- 
pressible liquid.‘ — In einer neuen Auflage der ,,Natural Philosophy“ (Cambridge 
1879) findet sich derselbe Abschnitt wesentlich umgearbeitet und erweitert; doch 
scheint auch diese Darstellung zum unmittelbaren Verstiipdnisse noch nicht aus- 
fiihrlich genug. 

**) Als solche sei das Problem bezeichnet: aus den Werthen des Potentials 
in den Punkten einer Oberfliiche den Verlauf desselben im Inneren dés von der 
Oberfliche begrinzten Korpers zu bestimmen. 
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wickelungen einen wesentlichen Fortschritt auf dem hier in Rede 
stehenden Gebiete erkennen. 

Wiederholte Versuche, mir denselben verstiindlich zu machen, 
liessen die Frage in mir entstehen, ob nicht das Analoge durch Ver- 
allgemeinerung der Lamé’schen Functionen fir einen K6rper zu !eisten 
sei, der von irgend welchen confocalen Flichen zweiten Grades be- 
grinzt ist. Man wiirde dann ein allgemeineres Problem erledigt haben, 
welches das speciellere der Kugelfunctionen als Grinzfall in sich 
schliesst, und, da es die verschiedenen sonst zu unterscheidenden Még- 
lichkeiten gleichférmig umfasst, einen leichteren und vollstindigeren 
Ueberblick tiber letztere ermdglicht. 

Unter vorliufiger Beiseitelassung aller Convergenzhetrachtungen 
ist es mir nun in der That gelungen, ‘dies allgemeinere Problem zu 
erledigen. Der Unterschied ist nur der, dass man fortwihrend so zu 
sagen mit impliciten Formeln arbeitet. Wo man im Falle der Kugel- 
functionen a priori bekannte Reihenentwickelungen unmittelbar hin- 
schreibt, hat man es hier mit Lésungen der Lamé’schen Differential- 
gleichung zu thun, fiir welche die in der Differentialgleichung auf- 
tretenden Constanten selbst erst, allgemein zu reden, aus transcendenten 
Gleichungen berechnet werden miissen*). Aber dies hindert nicht, 
dass diese Constanten und die zugehérigen Functionen durchaus ein- 
deutig bestimmt sind, und hierauf allein kommt es bei der allgemeinen 
Entwickelung an. 

Ich werde im Folgenden den etwas weitschichtigen Stoff so ordnen, 
dass ich vor allen Dingen solche Kérper betrachte, die sechs verschie- 
dene Begrinzungsflichen besitzen. Unter ihnen mégen diejenigen 
voranstehen, welche sich durch keine Hauptebene (Coordinatenebene) 
des confocalen Flichensystems hindurchziehen (§ 1.—5.); die Betrach- 
tung complicirterer Fille macht hernach keine besonderen Schwierig- 
keiten mehr (§ 6.). Nun erst gehe ich zur Behandlung von Kérpern 
iiber, die weniger als sechs Begriinzungsfliichen haben. Doch be- 
schrinke ich mich dabei, um ermiidende Aufzihlungen zu vermeiden, 
im Wesentlichen auf das Vollellipsoid, und zeige (§ 7.), dass Lamé’s 
urspriingliche Behandlung dieses Falles genau diejenige ist, welche 
aus meinem allgemeinen Ansatze hervorgeht. Dabei wird das Theorem 
von principieller Wichtigkeit, welches ich neuerdings in diesen Annalen 
in einer Note iiber Lamé’sche Functionen**) publicirt habe. 

*) Etwas Aehnliches kennt man von den Reihenentwickelungen, die nach 
Bessel’schen Functionen von beliebigem Index fortschreiten, — Man vergleiche 
auch verschiedene Aufsitze von Liouville und Sturm in den ersten Binden 
des Liouville’schen Journals; dieselben haben mit den im Texte zu entwickeln- 
den Anschauungen viele Beriihrungspunkte. 

**) Annalen XVIII, p. 237— 246. 
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23... 
Die elliptischen Coordinaten im Raume und die Lamé’sche 
Differentialgleichung. 


Zur Definition der elliptischen Coordinaten werde ich setzen*): 
a y* 2 ak 
(1) 1 + i_ = + —s 1 ? 


wo der ,,Modul x? als reelle positive Grésse < 1 genommen werden 
soll. Dann sind, wie man weiss, die drei Wurzeln 4 bei reellen 
£, y, 2 reell; ich will sie w, v, @ nennen, wo u den zweischaligen Hyper- 
boloiden, v den Regelfldchen (den einschaligen Hyperboloiden), @ den 
Ellipsoiden des confocalen Systems entsprechen mag. Man hat in 
bekannter Weise: 





0<u<ce, 
(2) e@<cv<cl, 
1l<es+o. 
Es sei nun ¢ das elliptische Integral: 
‘ ; di 
ar SS Vetae toi 


fiir 4 =u, v, @ verwandele sich ¢ in u,v, w. Dann schreibt sich, wie 
man weiss, die Differentialgleichung des Potentials in folgender Gestalt: 





#o ao ao 
ow ave “Ow 
(4) e—e-p—e | veo 8 ¥ sae m5 


und man geniigt ihr, nach Lamé, indem man ® gleich dem Producte 
dreier Functionen setzt, deren einzelne nur von einem Argumente 
abhingt: 

(5) > = E,(u)- E,(v) - E(w) = FE, (u) - E,(v) - E;(@), 

und die verschiedenen EF derselben Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung unterwirft: 


(6) Oe) = (Ad + B)- E(t). 





Dass in dieser ,,Lamé’ schen Differentialgleichung“ A und B zunichst 
beliebige reelle Constante bedeuten kénnen, dass ferner E,, E,, E, 
irgend drei particulire Lésungen der Differentialgleichung bedeuten 
diirfen, ist a priori deutlich, und es brauchte hier gar nicht hervor- 





*) Diese Definition ist von derjenigen einigermassen verschieden, die ich im 
Anschlusse an Heine’s Kugelfunctionen in meiner vorigen Note tiber Lamé’sche 
Functionen gebraucht habe. 
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gehoben zu werden, wenn nicht durch Lamé’s eigene Intentionen 
und die Untersuchungen Spiiterer eine mehr particulire Auffassung 
sich Bahn gebrochen hitte. Indem Lamé E(A) als ganze rationale 


sich fiir ihn A in m(m-+ 1) und B unterlag einer bestimmten, nume- 
rischen, algebraischen Gleichung; die Particularlésungen F,, E,, E, 
wurden identisch. Es hat dann spiter Hermite in seinen vielgenannten 
Untersuchungen iiber die Integration der Lamé’schen Differential- 
gleichung an der Annahme A =mn(n-+ 1) festgehalten und nur B 
beliebig genommen; das Gleiche gilt von den zahlreichen Arbeiten 
Anderer, die sich an die seinigen anschliessen. 


§ 2. 
Allgemeiner Ansatz fiir einen Korper, der von sechs confocalen Flaichen 
begranzt ist und die Coordinatenebenen nicht durchdringt. 


Ks sei nun ein Kérper gegeben, der von sechs confocalen Flaichen 
zweiten Grades begriinzt ist: den beiden zweischaligen Hyperboloiden 
“=a, und u=—a,(a, <a,), den beiden Regelfliichen v = 0, und 
v=b,(b, <b,), und den beiden Ellipsoiden ge —c, und ge —¢,(¢, <¢,). 
Indem wir hinzuftigen, dass sich der Kérper durch keine der drei 
Hauptebenen des confocalen Systems hindurch erstrecken soll, ist er 
im Wesentlichen véllig bestimmt; denn wir wollen immer an der 
Voraussetzung festhalten, dass er durchaus im Endlichen gelegen 
sei. — Auf seinen sechs Begrinzungsflichen seien jetzt, nach einem 
willkiirlichen Gesetze, Potentialwerthe gegeben; es handelt sich darum, 
die zugehérigen Potentialwerthe fiir das Innere des Kérpers zu finden. 

‘ Bekanntlich decomponirt man eine solche Aufgabe zweckmissiger- 
weise in sechs Kinzelprobleme. Man lisst die Potentialwerthe jeweils 
nur auf einer der begriinzenden Filiichen beliebig gegeben, auf den 
anderen gleichférmig Null sein und sucht die soleher Annahme ent- 
sprechenden Potentialwerthe des Inneren; hernach addirt man die sechs 
so gefundenen Particularpotentiale. 

Die Vermuthung muss nun offenbar die sein, dass man jedes 
solche Particularpotential darch eine unendliche Reihe passend aus- 
gewihlter Lamé’scher Producte darstellen kénne: 


(7) v(u, v, @) = 2C- E(u) - £,(v) - £;(@). 

Ich verzichte fiirs Erste, wie schon in der Kinleitung bemerkt, darauf, 
die Zulassigkeit einer solchen Reihenentwickelung im Sinne der mo- 
dernen Anforderungen strenge zu beweisen. Vielmehr wiinsche ich nur 
zu zeigen, dass man in der That eine und nur eine solche Reihen- 
entwickelung aufstellen kann, die den iibrigens bekannten Reihen- 
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entwickelungen willkiirlicher Functionen analog ist. Ich griinde diese 
Analogie auf das Vorhandensein gewisser Haupteigenschaften, die bei 
der gewohnlichen Fourier’schen Reihe bereits geniigend hervortreten. 

Es sei in dem Intervalle von 0 bis z 

f(x) = a, sinz + a,sin2a4+--- 
Dann fasse ich das wesentliche Verhalien der rechter Hand auftretenden 
Functionen in den folgenden Satzen zusammen: 

1. sie sind im Intervalle von «=O bis « =a durchaus endlich 
und werden an den Grinzen siimmtlich gleich Null; 

2. zwischen diesen Griinzen verschwindet die erste Function kein- 
mal, die zweite einmal, u. s. f., so dass jeder Zahl von Verschwindungs- 
_ stellen eine und nur eine Function entspricht; 

.3. fiir irgend zwei verschiedene Functionen hat man die so- 


genannte Integraleigenschaft: 


[sin pz -sin ga@- dx = 0; — 
% 


und verlange nun, dass unsere Reihenentwickelung dieselben Eigen- 
schaften mutatis mutandis aufweise. 

Ich will dabei, um die Ideen zu fixiren, hier und im Folgenden 
annehmen, die sechste Begriinzungsfliiche unseres Korpers sei diejenige, 
welche dem Ellipsoid 9 = c, angehért. Dann soll also (wy, v, @) fiir 
uw =a, und w =—a,, sodann fiir v = b, und vy—b,, sowie fiir g—c, 
verschwinden; es soll endlich w(u, v,¢,), wihrend mw von a, bis a, 
und v von b, bis b, liuft, eine in diesem Bereiche willkiirlich ge- 
gebene Function repriisentiren. Zu dem Zwecke miissen wir der Reihen- 
entwickelung (7), der entwickelten Analogie zufolge, die asia 
Bedingungen auferlegen: 

1. Man hat die Constanten A, B der definirenden Lamé’ schen 
Differentialgleichungen, man hat farner die zugehirigen Particular- 
lisungen E,, E,, E, in der Weise auszuwdhlen, dass folgende Glei- 
chungen statthaben: ' 

E,(a,)=0, E,(a,)=0; E£,(b,)=0, £,(b,)=0; F,(¢,) = 9, 
wiihrend gleichzeitig die E innerhalb ihrer Intervalle durchaus endlich 
bleiben. 

2. Unter m,n irgend zwei ganze Zahlen verstanden (die auch Null 
sein kinnen) muss immer ein und nur ein Product 

E,(u) - E,(v) - Ey(0) 
existiren, welches m-mal zwischen a, und a, und n-mal zwischen b, 
und b. verschwindet. — Ich werde ein solches Product in Zukunft als 
(E, - BE, + Es)m,n 


bezeichnen. 
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3. Fiir die so definirten unendlich vielen Producte soll die Integral- 
eigenschaft bestehen: 


(8) SE, + Ey + Ey)njn + (Ey + Ey» Es)nv do =0, 


wo da das Oberflichenelement des Ellipsoids @ = c, bedeuten soll und 
die Integration iiber den Bereich a,< <a, und b,< v <b, eu er- 
strecken ist. 

Mein Nachweis wird sich darauf beschriinken diirfen, die Ver- 
triglichkeit und die Vollstindigkeit dieses Systems von Bedingungen 
hervortreten zu lassen. Dies soll in den folgenden Paragraphen ge- 
leistet. werden. 


§ 3. 
‘Reduction der Bedingungen. 


Kin Theil der somit aufgestellten Bedingungen ist eine Folge der 
iibrigen oder liasst sich auf unmittelbare Weise erledigen. 

In dieser Richtung behaupte ich zuniichst, dass zufolge der Defi- 
nition der Lameé’ schen Functionen die Integraleigenschaft (3) eine Folge 
von (1) ist. 

Zum Beweise sei der Kiirze halber 


(Ey (u) - £,(v) - £3 (0) |m,n = Pmyn 
gesetzt. Dann folgt fiir zwei verschiedene m, da beide der Differential- 
gleichung des Potentials geniigen, aus dem Green’schen Satze sofort, 
dass das iiber die Oberfliche unseres Kérpers ausgedehnte Doppel- 


integral : 
Om, n OPm, n 
Jims ‘ ~~ Pm',n' * an da 


gleich Null ist; d@ ist dabei das Flichenelement der verschiedenen 





Begrinzungsflichen , © bedeutet eine Differentiation nach der je- 


on 

weiligen, in bestimmtem Sinne genommenen, Normale. Fiinf unserer 
Begriinzungsflichen liefern aber tberhaupt keinen Beitrag zu diesem 
Integral, da fiir sie @m,, und @»’,,° beide verschwinden. Bei der 
sechsten Flache, dem Ellipsoid @ = ¢,, fallt die Normale der Richtung 
nach mit dem Durchschnitte der Flichen » = Const., v = Const. zu- 
sammen , Ao wird mit 50 
nicht in Betracht kommenden Factor 


sf ao 
e—u-e—v 





proportional*). Daher ist bis auf einen 
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OP mn 0 Es()m, n 
on = [EF,(u)- E,(v)|mn- — 





und es folgt: 


0£, OE, 
{(Ea)ms “2B 2 (Es)me, “(Fe),, af ‘Sf (Ey: Ey)m,n(E;: Ey) m,n da=0. 
Hier kann der einzige von @ abhiingende Factor: 
oF, OE, 
(Ey)m0(S),.  — (Fada (SE) 
nicht identisch Null sein. Denn sonst wiirde durch Integration folgen: 
(E5)m,n = Const. (E5)m’, n’; 
wihrend doch die beiden E, verschiedenen Lamé’schen Differential- 
gleichungen geniigen sollen. Somit folgt das Verschwinden des anderen 
Factors und also das Verschwinden von (8), was zu beweisen war. 
Ich sage ferner, dass man den Gleichungen — 


E,(a,;)=0, £,(b,)=0, E,(c,)=—0, 


die unter (1) mit aufgefiihrt sind, durch blosse Wahl der Particular- 
lisungen E,, E,, E, der Lamé’ schen Differentialgleichung geniigen kann. 

Im Interesse des Folgenden will ich dies, so einfach es ist, 
geometrisch erliutern. Ich will 4 (also ev. u,v oder @) als Abscisse 
deuten und somit von einer Curve (EZ, 4) sprechen. EF geniigt in Bezug 
auf 4 einer Differentialgleichung zweiter Ordnung; man darf also zur 
Individualisirung der Curve (EZ, 4) einen Punkt derselben und die 
Tangente in diesem Punkte beliebig annehmen. Unsere Forderung 
ist hiernach gewiss erfiillbar; denn sie verlangt nur, drei Curven (£,, 4), 
(E,, 4), (£;,4) so zu bestimmen, dass sie beziehungsweise durch die 
drei Punkte der Abscissenaxe 4 = a,, 4 = b,, 4 =e, hindurchlaufen. 
Sie ist sogar auf unendlich viele Weisen zu erfiillen, indem man die 
Richtungen der Curven in diesen Punkten beliebig annehmen kann. 
Indess ist die sonach existirende Unbestimmtheit fiir unsere Zwecke 
gleichgiiltig, Denn eine Aenderung der Anfangsrichtung bedeutet ja 
nur, dass das betr. E mit einem constanten Factor multiplicirt wird, 
und ist also fiir unseren Ansatz, in welchem E, - FE, - E, ohnehin mit 
einem beliebigen Factor verbunden ist, durchaus irrelevant. — Diesen 
Ueberlegungen entsprechend will ich fernerhin unter E,, E,, E, drei 
solche Particularlésungen verstehen, welche die Bedingungen 

E,(a,)=0, £,(o,) =9, £;(¢,)=0 
jedenfalls erfillen. 

Dass diese E,, E,, E, in den fiir sie in Betracht kommenden 
Intervallen dann jedenfalls endlich sind, wie wir unter (1) ebenfalls 
verlangten, folgt aus der Form der Lamé’schen Differentialgleichung 
auf Grund bekannter Convergenzbetrachtungen. 
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Es bleibt also nur noch den Gleichungen 
FE, (a) =90, F,(b.) = 0, 
es bleibt ferner der Forderung (2) zu geniigen. Fiir Beides hat man 


-(), noch die Constanten A, B der Lamé’schen Differentialgleichung: zur 
vollen Verfiigung. Sie aber reichen auch gerade aus, um Beides zu 
erzielen. Dies zu beweisen ist die Aufgabe der folgenden beiden 
Paragraphen. Ich betrachte zu dem Zwecke neben A abwechselnd 
auch das Integral ¢ als unabhiingige Variable und stelle also neben die 

en: Curven (EH, A) die entsprechenden Curven (E£, ¢). 

ial- § 4. 

_ Der Verlauf der Curven (£, f). 

Die geometrische Beziehung zwischen 4 und dem Integrale ¢ 
_— di 
. om “ns = 

lar- y, Vi-t—w®-d—1 

mn. ' ; 7" = 

ist ist aus der Theorie der elliptischen Integrale geniigend bekannt. Wir 

iin haben hier nur die reellen Werthe von 4 von 0 bis + oo in’s Auge 

isse +s ; ‘ rut a 

6 zu fassen, die sich auf die drei Intervalle von 0 bis x?, von x? bis 1 
zu : ‘ . ‘ ‘ 
cas und von 1 bis + 00 vertheilen, Liiuft 4 von 0 bis x*, so bewegt sich 


die t als ebenfalls reelle Grisse von 0 bis @,, wo 2@, die reelle Periode 
des elliptischen Integrals bedeutet und der grésseren Bestimmtheit 


un ar -_ “ . 
i) wegen positiv gedacht werden mag. Wiichst 4 iiber x? hinaus, so 
die erhiilt ¢ zuniichst rein imagindre Zuwiichse, bis es, fiir 41, in 
fen a, + i@, tbergegangen ist, wo 2i@, die imaginiire Periode des Inte- 
die grals bedeuten soll und @, ebenfalls eine positive Grisse vorstellen mag. 
mi Fiir 4 > 1 entsprechen den reellen Incrementen von 4 wieder reelle 
‘ : ‘ dit . 

2cke Aenderungen von ¢, und ertheilt man, was gestattet ist, dem az 
t ja diesem Intervalle das negative Vorzeichen, so geht ¢ fiir 4 = + co 
vird, in i@, tiber. Der ganze Weg, den ¢ in seiner complexen Ebene 
mit zuriicklegt, wenn 4 von 0 bis 4 oo liiuft, ist sonach durch folgende 
eeen Figur geaebiin. 
drei t@g w @, + i» 

t v 
nden PSone, et t 
falls 0 U @; 
ung 


Ich habe die Buchstaben w, v, w hinzugeschrieben, entsprechend den 
particuliiren Benennungen, welche ¢ in den betr. Intervallen triigt (ef. § 1.). 
27 
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Ueber diesem Linienzuge als Basis denke man sich nun die Curven 
(E, t) construirt, indem man E etwa als verticale Ordinate senkrecht 
gegen die complexe Ebene ¢ auftriigt. Im Allgemeinen wird (LF, ¢) 
von .(, 4) der Gestalt nach verschieden sein; auf das merkwiirdige 
Verhalten an den Stellen 4 = 0, x?, 1, c© habe ich hernach noch 
besonders aufmerksam zu machen. Aber (EZ, ¢) wird dann und nur 
dann die Ebene ¢ treffen, wenn (E, 4) die Abscissenaxe A trifft, — 
und das ist fiirs Erste die Hauptsache. 

Ks migen jetzt ¢ = a,, a; B,, B, die Werthe sein, welche 
4 =4a,, a; b,, b, entsprechen; vergleiche die beigesetzte Figur: 


i @, @, + i@, 
Be 
t 
By 
0 ay Qe @; 


Dann betrachten wir eine Curve (£,, #), die von « = a@,, eine andere, 
(E,,v), die von v = B, ausliiuft, und unser Nachweis hat sich dem 
vorigen Paragraphen zufolge darauf zu beschriinken, zu zeigen: dass 
es immer ein einziges Werthepaar A, B der Constanten in der Lamé’ - 
schen Differentialgleichung giebt, fiir welches (E,, u) zwischen «, und a, 
und (E,, v) zwischen B, und B, genau (m+ 1), beziehungsweise (n + 1) 
Halboscillationen ausfiihrt. 

Nun kann man aber iiber den Verlauf der Curven (£, ¢) aus der 
Differentialgleichung (6), die man folgendermassen schreiben mag: 

CE 

(9) o, =AL+B, 
gewisse allgemeine Schliisse ziehen. Wenn niimlich dé ein reelles 
Increment bedeutet, so sagt ein positiver Werth der linken Seite in 
(9), dass die Curve (J, ¢t) der Ebene ¢ die convexe Seite zukehrt, dass 
die Curve (Z, ¢), wie ich einen Augenblick sagen will, in Bezug auf 
die Ebene ¢ divergirt; ein negativer Werth bedeutet Convergenz der 
Curve. Ist aber dé rein imaginiir (wie im Intervalle v), so wird die 
Bedeutung, wie man sofort sieht, genau umgekehrt: dem _positiven 
Werthe entspricht die Convergenz, dem negativen die Divergenz. 

Hierzu nun nehme man den Satz: dass eine stark convergirende 
Curve nothwendig bereits im kleinen Intervalle oscillirt, sowie den 


B sity 
4 positiv 
ist) zwischen 2 =O und 4=-+ 00 das Zeichen wechselt. So scheint 
es von vorneherein moglich, fiir (Z,, uw) und (£,,v) das oben Ver- 


ferneren, dass Ad +- B hichstens einmal (wenn nimlich — 
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langte zu erzielen. Man wird Ad + B fiir 4 =a, jedenfalls negativ, 
fiir 4 = b, jedenfalls positiv nehmen miissen, da (Z,, w) im Intervalle 
(@,, @) und (#,,v) im Intervalle (6,, 6,) oscilliren soll. Ich sage 
aber geradezu, dass die Zahl dieser Oscillationen ausreicht, wm A und B 
eindeutig zu bestimmen. Man ersieht dies am besten, wenn man wieder 
4 als Abscissenaxe einfiihrt und » = AA + B als Gleichung einer 
geraden Linie deutet, wie dies nun geschehen mag. 
§ 5. 
Bestimmung der Constanten A, BD. 


Der Ausdruck » = AA + B soll jetzt, wie bereits gesagt, tiber 
der Abscissenaxe 4 als gerade Linie gedeutet werden, und wir fragen 
zuniichst, wie diese gerade Linie verlaufen muss, damit wenigstens 
die Curve (Z,, 4) in ihrem Intervalle die richtige Zahl von Halb- 
oscillationen ausfiihrt, beziehungsweise, welche Enveloppe von den un- 
endlich vielen Geraden, die dieser einen Bedingung geniigen, um- 
hiillt wird. 

Sicher hat diese Enveloppe eine horizontale Tangente. Man setze 
in (9) A=0. So kommt 

CE 
bi 
E 
‘und also, wegen LF, (a@,) = 0: 
E, = sin /— B(u — «,). 
Die somit gegebene Curve (£,, w) vollfiihrt nun von uw = a, bis 
u== a, (m-+ 1) Halboscillationen, wenn 


VY — B(a, — a) =(m+1)2 
genommen wird. Wir haben also als horizontale Tangente unserer 
Enveloppe : 
(m + 1)? x? 
“4 (4 — y)* 





q = 


Man iiberzeugt sich ferner, dass wnsere Enwveloppe kein Paar 
paralleler Tangenten, also auch keine Wendetangente besitzen kann. 
Denn ist y= AA+ B, yx = AA+ B’, so ist (mit Riicksicht auf 
das Vorzeichen) y im ganzen Intervalle (a,, a.) entweder grésser oder 
kleiner als x, und die Curve £,, welche y entspricht, oscillirt daher 
durchweg langsamer oder schneller als die Curve fiir 7. 

Nunmehr nehme man A sehr gross positiv, B so, dass trotzdem 
Aa, + B einen negativen und zwar einen sehr stark negativen Werth 
repriisentirt. Dann oscillirt die Curve (Z,, 4) in der Niihe von 4 = a, 
sehr lebhaft, und schon in einem kleinen Intervalle hinter a, werden 
(m + 1) Oscillationen eingetreten sein. Wir miissen also B so wihlen, 
dass AA -+ B dicht hinter 4 =a, bereits verschwindet, und von da 
27* 
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F. Kuer, 


ab positiv wird, dass also die betr. Curve (E,, «) sehr bald hinter a, 
von der Convergenz zur Divergenz iibergeht. — Analoge Betrachtungen 
gelten fir solche Ausdriicke A4-+ B, die fiir 4A =a, einen bedeutenden 


negativen Werth aufweisen, wihrend gleichzeitig (F,, 2) nur ee *) mal 


im Intervalle (a,, a) oscilliren soll. Das heisst aber geometrisch: dass 
unsere Enveloppe sich von der bereits bestimmten horizontalen Tangente 
nach abwéirts zieht, und dass sie die beiden Linien 4 =a, und 4 = a, 
zu Asymptoten hat. 
Alles in Allem genommen hat also unsere Enveloppe schematisch 
folgende Gestalt: 
ae o a, fo yd 


-—_+—_+__— A 














q 


Ganz analoge Betrachtungen stelle man nunmehr fiir das Intervall 
(b,, 6.) an, in welechem (n-+ 1) Halboscillationen von (£,, 4) eintreten sollen. 
Dann wird nur, mit Riicksicht auf das rein imaginiire dv, der Unter- 
schied Platz greifen, dass die betr. Horizontaltangente eine positive 
Ordinate besitzt und die Enveloppe nach oben gekehrt ist. Die beiden 
Enveloppen haben also gegen einander die folgende Lage: 





a 


a a, - 
A——+— +" - +7 —-++- 








Nun waren unsere Behauptungen gegen Ende des vorigen Para- 
graphen auf den einen Satz zuriickgefihrt worden, dass die Zahlen 
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m, n, welche das Verhalten der Curven E,, EF, in ihren bez. Inter- 
vallen charakterisiren, allein hinreichen, um A, B zu bestimmen. Dies 
heisst offenbar, dass unsere zwei Enveloppen eine und nur eine gemein- 
same Tangente besitzen sollen. Und dass dies in der That zutrifft, dass 
also unser Beweis erledigt ist, zeigt ein Blick auf unsere Figur. Zwei 
Curven, die so gegen einander liegen, wie unsere beiden Enveloppen, 
haben nothwendig eine und nur eine gemeinsame Tangente. Man 
kann also in der That die Bedingungen des § 2. befriedigen und das 
dort formulirte Problem in dem auseinandergesetzten Sinne erledigen. 

Man beachte noch dieses. Im Falle der Figur ist A nothwendig 
positiv. Setzen wir also A = n(n-+ 1) und nennen » den Grad der 
Lamé’schen Function, so ist der Grad ein reeller. Hitten wir da- 
gegen das Intervall (b,, b,) (zwischen x? und 1) mit dem Intervalle 
(¢,, €,) (zwischen 1 und + oo) zu combiniren gehabt, uns also damit 
beschaftigt, eine willktirliche Function zu repriisentiren, die auf einem 
Stiicke eines zweischaligen Hyperboloids gegeben ist, so wire A noth- 
wendig negativ, » also imagindr von der Form — s + in’ geworden. 
Dasselbe wiire eingetreten, wenn wir Oscillationen einerseits zwischen 
(m + 1)? 
Sad 


Y—— kleiner 
(a, — a)? 





a,, @,, andererseits zwischen ¢,, ¢, verlangt hitten und 


(r + 1)? 
(¥1— Ye)" 
die ¢,, ¢ entsprechen, wud x + 1 die Zahl der Halboscillationen 
zwischen c¢,, ¢, sein). Diese Bemerkungen schliessen als particuliire 
Fille gewisse Sitze in sich, die man aus der Theorie der Kugel- 
functionen kenunt*). 


als gewesen wiire (y,, y, sollen die Integralwerthe bedeuten, 


§ 6. 
Kérper, begrenzt von beliebigen sechs confocalen Flachen. 


Es hat jetzt keinerlei Schwierigkeit, diese Untersuchungen auf 
den Fall eines beliebigen, endlichen, von sechs confocalen Fliichen 
begrenzten Kérpers auszudehnen, mag sich der Kérper von einem 
Oktanten des Coordinatensystems in einen zweiten hiniiberziehen oder 
mag er sogar so gedacht werden, dass er gewisse Theile des Raumes 


*) Kugelfunctionen von imaginiirem Grade werden bei Thomson und 
Tait in dem cit. Appendix erwihnt. Andererseits wurde bekanntlich Herr Mehler 
zur Betrachtung derselben gefiihrt; er nennt dieselben Kegelfunctionen. Man 
vergl, die Aufsiitze von Mehler und Neumann im XVIII. Bande dieser Annalen, 
p. 161 und p. 195 ff. — Ich will dabei hinzufiigen, dass der erste auf Kegel- 
functionen beziigliche Aufsatz des Herrn Mehler im 68. Bande des Borchardt’- 
schen Journals erschien (1868) und von 1867 datirt ist. 
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mehrfach ausfiillt*). Man wird einen solchen Kérper in der Weise 
beschreiben, dass man nicht nur die Parameter a,, a,; b,, b, und 
Cy, €, der begriinzenden Fliichen angiebt, sondern hinzufiigt, wie durch 
das Innere des Kirpers hindurch a, in ay, b, in b,, ¢, in c, tibergeht. 
Die folgenden drei Figuren, welche sich nur auf das Intervall a,, a, 
beziehen, werden geniigen, um die unbegrenzt vielen hier denkbaren 
Méglichkeiten verstiindlich zu machen, und zugleich erliutern, wie 
man jeden Kérper der gemeinten Art durch eine schematische Figur 
definiren kann: . 


F, Kuer. 








0 ay ly ke 

1) A | genes A 
0 ay Ag ke 

2) a —= ; l a 
0 a, Ag 2 

3) A ee EE A 





Die Modification, der unsere bisherigen Betrachtungen zu unter- 
werfen sind, ist durch diese Figuren von selbst gegeben. Es handelt 
sich im Wesentlichen darum, zu untersuchen, wie die Constanten A, B 
der Lamé’ schen Differentialgleichung beschaffen sein miissen, damit 
die Curve (E,, 4) eine beliebig vorgegebene Zahl (m-+-1) von Halb- 
oscillationen ausfiihrt, wenn a, auf dem vorgeschricbenen Wege 
in a, tibergeht. Wir werden also zuniichst untersuchen, wie sich all- 
gemein die Curve (/,, 4) verhiilt, wenn das zwischen a, und a, be- 
wegliche 4 an einer Grenze 4 =k? oder 4 = 0 anlangt und dann seinen 
Bewegungssinn umkehrt. Sodann werden wir fragen, wie nunmehr 
die Enveloppe aller derjenigen Linien » = AA -+ B beschaffen sein 
wird, fiir welche (E,, 4) im gegebenen Intervall die gewiinschte Zahl 
von Nullstellen aufweist. 

Was den ersten Punkt betriffit, so beachte man vor Allem, dass 
das Integral 

‘ ee 
dee fom ym 
( 
bei der genannten Umkehr von 4 ungehindert weiter liuft. Ich will 
des bestimmteren Ausdrucks wegen den Fall der Figur 1) zu Grunde 
legen, bei welchem die Umkehr in 4 = k? erfolgt. Wenn dann ¢ von 
0 auslaufend bei 4 = a,, a,, k®, wie wir oben annahmen, die Werthe 
@,, @,, @, aufweist, so erreicht es, wihrend 4 von k? zu a, zuriick- 
kehrt, den Werth 2@, — «,, wie nachstehende Figur erliutert: 


*) Es hat keinen Zweck, diese Méglichkeit hier auszuschliessen, weil die 
Methode der Behandlung fiir sie dieselbe ist, wie im anderen Falle. 
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o—| I - —_1—- 
0 Oy Q 4 2 @,— & 
Hinsichtlich der Curve (Z,, w) ist also nur Dieses geiindert, dass das 
Intervall, in welchem die (m + 1) Halboscillationen stattzufinden 
haben, iiber w, hinausgreift: eine Aenderung, die fiir unsere Betrach- 
tungen durchaus irrelevant ist. Hieraus folgt zumal, dass EF, auch 
im neuen Intervalle durchaus endlich bleibt. 

Wir iibertragen jetzt (Z,, «) in (Z,, 4), indem wir bei jedem 4 
als Ordinate diejenigen FE auftragen, welche den entsprechenden Werthen 
von wu zugeordnet sind. Hierbei will insbesondere beriicksichtigt sein, 
wie sich (Z,, 4) an der Stelle 4 = Kk? verhiilt. Man hat allgemein: 

dK dB 


ie = gy VA a BAR. 


Wenn also 65 an der betreffenden Stelle nicht verschwindet, so ist 


du 
dE , , i wer . 
“qz «nothwendig unendlich gross: die Linie 4 = k? wird von der Curve 


(E,, 4) in einem bestimmten Punkte beriihrt; vom Beriihrungspunie ab 
liiuft die Curve, indem sie sich wmbiegt, mit einem neuen Zweige riick- 


wiirts. Wenn aber “” gleich Null ist, so kommt durch fortgesetztes 


du 
Differentiiren : 
= GE 
(= pat “ dv 
d4 Jj=k k? (k? —1) 
__ 2E(AR+ B) 
R(ke—1) 


Ueberdies beachte man, dass die Curve (E,, w) jetzt nothwendig in 
Bezug auf w=, symmetrisch ist. Die Curve (Z,, 4) existirt jetzt 
also nur in einem Zuge, der von 4 =a, bis A=? und dann riick- 
warts von Ak? bis 4a, durchlaufen wird. Derselbe trifft die 
Linie 4 = k*® unter einem Winkel, der von den Werthen der A, B, E 
abhiingt. Es ist hier also die Méglichkeit gegeben, dass (H,, 4) in 
das zweite Intervall k? << 4< 1 hinein reell forgesetzt wird. 

Diese Ueberlegungen hindern in keiner Weise die Betrachtung 
der Enveloppen des § 5,.; die Resultate gestalten sich nur etwas anders. 
Zuvorderst ist ersichtlich, dass die horizontale Tangente der Enveloppe 
die folgende geworden ist: 

(m -+- 1)? 2? 
= (2@, — ot, — ag)* 
Dann aber sage ich (indem ich immer am Falle der Figur 1) festhalte), 
dass 4 = a, allerdings Asymptote geblieben ist, dass die andere Asymptote 
aber in A = k? iibergegangen ist, dass also die Enveloppe eine Gestalt 
hat, wie sie folgende Figur versinnlicht: 
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4——f-_?- Bas 


In der That, wenn » = A&-+ B eine ‘sehr sfeile Linie vorstellt, so 
darf derjenige Theil des uns vorgeschriebenen Intervalls, in welechem 
» negativ ist und in welchem daher die Oscillationen unserer Curve 
stattfinden, nur sehr wenig ausgedehnt sein. Dieser Ueberlegung 
lisst sich aber nur Rechnung tragen, indem wir die Asymptoten in 
der angegebenen Weise wahlen. — Es braucht kaum hervorgehoben 
zu werden, dass sich die Lage der Asymptoten und somit die Gesammt- 
gestalt der Enveloppe in allen iibrigen Fillen ahnlich bestimmt; im 
Falle der dritten Figur z. B. wiirden 2=0O wand A= ik? die beiden 
Asymptoten sein. 

Man sieht aber sofort, dass die so gewonnenen Enveloppen noch 
immer dieselbe Schlussweise gestatten, wie sie in § 5. fiir den dort 
betrachteten speciellen Fall begriindet wurde. Zwei Enveloppen iiber 
verschiedenen Intervallen haben immer cine und nur eine gemeinsame 
Tangente, mag der Weg, der innerhalb des cinzelnen Intervalls vom 
einen Endpunkte zum anderen Endpunkte fiihrt, beschaffen sein, wie 
er will. 

Diese Schlussweise bildete aber den Kern unserer Ueberlegungen, 
und es bleiben die letzteren also auch fiir den allgemeinen uns jetzt 
vorliegenden Fall in Geltung, was zu beweisen war. 

Vielleicht ist es zur vollen Deutlichkeit niitzlich, noch eine Be- 
merkung tiber den Werth ,(c,) hinzuzufiigen. Es kéunen c, und c, 
so verbunden sein, wie die Figur aufweist: 


0 IK? 1 Cy 
A [ ! ' A 
Man wird dann unter E,(c,) denjenigen Werth verstehen, den FE, an- 


nimmt, wenn 2 von c, aus zuniichst bis 1 abnimmt und dann erst bis 
c, wiichst. 
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§ 7. 
Das Vollellipsoid. 


Wenn die vorhergehenden Untersuchungen fiir einen Kérper ver- 
werthet werden sollen, der weniger als sechs verschiedene Begrenzungs- 
flichen hat, so bediirfen sie zuniichst einer gewissen Verallgemeinerung. 
Unsere Functionen E,, E,, E, waren dadurch bestimmt, dass sie fir 
gewisse feste Werthe von 4 und ausserdem eine gewisse Anzahl von 
Malen zwischen diesen Werthen verschwinden sollten. Aber man sieht 
leicht, dass dieselbe Methode, vermége deren wir die eindeutige Be- 
stimmtheit der betr. E,, E,, EH, erschlossen, auch noch in anderen 
Fiillen anwendbar ist. Wir kénnen sie z. B. Wort fiir Wort wieder- 
holen, wenn FZ, zwischen a, und a, nach wie vor m-mal verschwinden 
soll, aber bei a, und a, irgend welchen anderen Bedingungen geniigt, 


z. B. einen verschwindenden Differentialquotienten =. besitzt. 


Diese Bemerkung findet bei Kérpern der nun zu betrachtenden Art im 
folyenden Sinne Verwerthung. Solche Kérper besitzen nothwendig eine 
oder mehrere Symmetriecbenen. Nun ist es ein allgemeines Verfahren, 
dessen man sich bei der Potentialaufgabe fiir symmetrische Kérper 
seit je bedient: dass man einen solchen Kérper liings der Symmetrie- 
ebenen zerschneidet und dann fiir den einzelnen so entstehenden Theil 
gewisse Fundamentalaufgaben lést. Dieselben verlangen siimmtlich, 
ein Potential so zu bestimmen, dass es auf der urspriinglichen Ober- 
fiche des bei der Zerschneidung entstandenen Theiles willkiirlich vor- 
gegebene Werthe annimmt; sie unterscheiden sich dadurch, dass auf 
der einzelnen begrenzenden Ebene entweder das Potential selbst oder 
aber sein nach der Normale genommener Differentialquotient ver- 
schwinden soll. Die Lésung der anfinglichen Potentialaufgabe er- 
wichst, indem wir die verschiedenen bei diesen Kinzelproblemen ge- 
fundenen Potentiale durch die Symmetrieebenen hindurch fortsetzen 
und iibrigens zusammenaddiren. 

Betrachten wir nun gleich den Fall des Vollellipsoids. Wir zer- 
schneiden dasselbe vorab lings seiner drei Symmetrieebenen. Der so 
entstehende Oktant kann als ein Korper aufgefasst werden, der von 
sechs confocalen Flichen zweiten Grades begrenzt ist. Nur die eine 
Begrenzungsebene niimlich vertritt eine einzelne I liche zweiten Grades: 
das ist die Coordinatenebene YZ und die Fliiche w = 0. Die beiden 
anderen repriisentiren Stiicke von verschiedenen Fliichen; die Ebene 
XY z. B. gehért zum Theile (soweit sie von der Focalellipse des 
Systems umschlossen wird) dem Ellipsoid @ = 1, zum Theil der Regel- 
fiche vy = 1 an. — Fiir diesen Oktanten haben wir nun, indem wir 
bei jeder der drei Coordinatenebenen die beiden in Betracht kommenden 
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Annahmen aus einander halten, im Ganzen acht Einzelprobleme zu 
unterscheiden. 

Es wird geniigen, nur die beiden extremen Fille genauer zu be- 
sprechen: bei dem einen handelt es sich um Herstellung eines Poten- 
tials, das auf siimmtlichen drei Coordinatenebenen verschwindet, bei 
dem anderen soll der nach der Normale genommene Differentialquotient 
bei simmtlichen drei Coordinatenebenen gleich Null sein. 

Im ersten Falle haben wir nur einen besonderen Fall der in 
§ 2.—5. behandelten Aufgabe: a, riickt in 4 =O, a, und b, fallen 
in A =k?, b, und ¢, in A=1 zusammen. Dies hat zur Folge, dass 
E,, E,, FE, von etwa zutretenden irrelevanten Factoren abgesehen, die- 
selbe Particularlisung der Lamé’ schen Differentialgleichung vorstellen, 
Denn FE, und EF, verschwinden nun beide fiir 4 = k*, EF, und FE, beide 
fir A= 1. Allerdings lisst sich E,, da (1, 4) dem Friiheren zufolge 
die Linie 4 = i? beriihrt, nicht reell iiber diese Linie hinaus fortsetzen. 
Aber eine leichte Ueberlegung liisst erkennen, dass EF, in diesem 
Intervalle rein imaginir ist, also nach Abtrennung des irrelevanten 
Factors i das gewollte FE, liefert. — Alles Uebrige bleibt so wie im 
allgemeinen Falle. Die verschiedenen E,~-E,-E,, welche in der 
Reihenentwickelung des gesuchten Potentials auftreten, entsprechen 
nach wie vor den verschiedenen moéglichen Zahlencombinationen m, », 
die die Anzahl der Verschwindungsstellen in den Intervallen 0 — k? 
und k? — 1 ergeben. 

Im zweiten Falle haben wir die neue Form der Grenzbedingungen. 
Fir «o =0, F soll ~ , fir v=, 1 soll = und fiir 9g = 1 
= verschwinden*). Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres (wie schon 





im vorigen Paragraphen angedeutet wurde), dass E,, L,, EF, nur 
verschiedene Benennungen derselben Particularlisung E sind; denn die 
Curve (E,, 4) z. B. zieht sich jetzt vom Intervalle uw in das Intervall 
v ungehindert hiniiber. Uebrigens aber werden wir zur Lésung unserer 
Potentialaufgabe genau an den Bedingungen des § 2. festhalten. Wir 
werden das gesuchte Potential aus einer unendlichen Zahl von Producten 
E, - E, - E, zusammensetzen, von denen das einzelne wieder durch die 
Anzahl m seiner Verschwindungsstellen im Intervalle u und die Anzahl 
n seiner Verschwindungsstellen im Intervalle v charakterisirt sein wird. 
Dass fiir eine solche Reihenentwickelung auch wieder die Integral- 
eigenschaft gilt, folgt ihnlich wie in § 3. aus dem Green’schen Satze. 

In entsprechender Weise behandele man die iibrigen sechs Fille. 
Dann ist man offenbar genau zu demjenigen Verfahren gekommen, 


*) Vergl. die Formel fiir fn auf pag. 423 und die fiir i 
zu pag. 415. 
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welches Lamé fiir das dreiaxige Ellipsoid aufgestellt hat, Denn ich 
zeigte in meiner bereits in der Einleitung citirten Note, dass die 
gewohnlichen Lamé’schen Functionen genau in der Weise ihre Null- 
stellen iiber die beiden Intervalle u, v vertheilt haben, wie wir es 
hier von den successiven Gliedern unserer Reihenentwickelung ver- 
langen. In einer Hinsicht fihrt Lamé’s urspriinglicher Ansatz weiter 
als der meinige. Man verstehe unter 6, 6’, 6” Kins oder Null, je 
nachdem FE, . 1, - EB, fiir 4 = 0, k?, 1 verschwindet, oder nicht. Dann 
folgt bei Lamé sofort, dass A, die erste in der Differentialgleichung 
auftretende Constante, den folgenden Werth hat: 


A= (2(m+n)+ 6+ 6 + 6”) (2(m+n) + 6+ 6'+ o’+ 1). 
Bei der von mir gegebenen Entwickelung bediirfte es dazu zuvorderst 
des Nachweises, dass LE, = LK, = FE, im vorliegenden Falle eine alge- 
braische Function von 4 ist. — Dagegen liegt bei Lamé das Theorem 
iiber die Vertheilung der Nullstellen auf die verschiedenen Intervalle 
ziemlich fern*), wihrend es bei meiner nunmehrigen Darstellung als 
selbstverstiindlicher Ausgangspunkt gilt. 


Leipzig, den 14, Marz 1881. 


*) Offenbar bedeutet dies Theorem fiir die Berechnung der gewdhnlichen 
Lam é’schen Functionen, dass man die Gleichungen héheren Grades, von denen 
die Bestimmung der zugehiérigen Constanten B abhingt, a priori separiren kann. 
Ich mdchte mir vorhalten, auf diesen Gegenstand bei einer spiiteren Gelegenheit 
einzugehen. 











Ueber das Parallelhexagon auf dem geradlinigen Hyperboloid. 


Von 
H. Scuréirer in Breslau. 


Drei beliebig gewihlte Paare von parallelen Erzeugenden eines 
geradlinigen Hyperboloids lassen sich zu einem riiumlichen Sechseck 
an einander fiigen, dessen Seiten auf dem Hyperboloid verlaufen, und 
dessen drei Hauptdiagonalen (Verbindungslinien der gegeniiberliegenden 
Ecken) drei Durchmesser des Hyperboloids sind. Diese riiumliche Figur, 


welche wir ein Parallelhexagon nennen wollen, lisst gleichzeitig noch 


zwei andere Auffassungen zu. Wenn wir je zwei aufeinander folgende 
Seiten des Parallelhexagons durch eine Ebene verbinden, so erhalten 
wir sechs Ebenen, Beriihrungsebenen des Hyperboloids, die paarweise 
parallel laufen und die Seitenflichen eines Parallelepipeds bilden, von 
dem aber nur sechs Kanten und sechs Ecken dem Hyperboloid an- 
gehéren, die tibrigen sechs Kanten und die tibrigen beiden Ecken 
nicht, Wenn wir die Schnittpunkte je zweier auf einander folgender 
Seiten d. h. die sechs Ecken des Parallelhexagons auffassen, so sind 
dieselben die Ecken eines Paralleloktaéders, dessen acht Seitenflichen 
paarweise parallel laufen; von ihnen gehéren aber nur sechs als Be- 
riihrungsebenen dem Hyperboloid an, die beiden iibrigen nicht; von 
den zwolf Kanten des Oktaéders gehéren sechs als Erzeugende dem 
Hyperboloid an, die sechs iibrigen nicht. Die drei Hauptdiagonalen 
des urspriinglichen Parallelhexagons kénnen als die (schiefwinkligen) 
Axen des Paralleloktaéders aufgefasst werden. Das Parallelepiped und 
das Paralleloktaéder sind Polarfiguren von einander in Bezug auf das 
Hyperboloid; das Parallelhexagon ist sich selbst polar. 

Fiir das besondere Hyperboloid, welches unendlich viele Tripel 
von je drei zu einander rechtwinkligen Erzeugenden besitzt und welches 
ein ,,gleichseitiges* genannt wird, hat Herr H. Vogt*), indem er 
auf demselben ein Parallelhexagon, von zwei solchen rechtwinkligen 


*) H. Vogt: ,,Ueber ein besonderes Hyperboloid“, Borchardt’s Journal f. 
Mathematik Bd. 86, 8. 297. 
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Tripeln gebildet, annahm, einige metrische Kigenschaften abgeleitet, 
welche diesem besonderen Hyperboloid eigenthiimlich zu sein schienen. 
Herr G. Bauer*) hat aber von einer dieser Eigenschaften, dass niimlich 
der Inhalt des oben beschriebenen Parallelepipeds constant ist, nach- 
gewiesen, dass dieselbe allgemein gilt fiir ein beliebiges Hyperboloid 
und irgend drei Paare von parallelen Erzeugenden. Die iibrigen Eigen- 
schaften des rechtwinkligen Parallelhexagons auf dem gleichseitigen 
Hyperboloid gelten zwar nicht gleichlautend fir das allgemeine Hyper- 
boloid und drei beliebige Paare von parallelen Erzeugenden, sind aber 
besopdere Fiille von sehr einfachen metrischen Beziehungen eines be- 
liebigen Parallelhexagons auf dem allgemeinen Hyperboloid; die Her- 
leitung derselben ist der Zweck der nachfolgenden Mittheilung, an 
welche sich noch einige elementare stereometrische Siitze kniipfen, die, 
wie es scheint, nicht alle bisher bemerkt worden sind. Die bereits 
bekannten findet man, zum Theil anders abgeleitet, in R. Baltzer’s 
Elementen der Mathematik. 

1. Nimmt man auf dem, geradlinigen Hyperboloid drei beliebige 
Paare paralleler Erzeugender: 


lund g, J, und g,, 1, und gq, 
so liisst sich aus denselben ein riiumliches Sechseck bilden, dessen 
Ecken seien: 


(Lg) =9, GD)=%, l=G Hh)=u, (h9)=b, (9h) =o. 
Die drei Diagonalen dieses Parallelhexagons: 
ab, ca, be, 
d. h. |aa,| |66,| |ec,! sehneiden und halbiren 
sich in dem Mittelpunkt {i des Hyperboloids ; 
die sechs Ebenen: 


(92) C924] (91) Core) Leg) C94) 
sind die Seitenfliichen eines Parallelepipeds, 
von dem drei Paar Gegenecken aa,, bb,, ¢¢, // 
und die sechs Kanten, welche die Seiten g W 
des Parallelhexagons sind, auf dem Hyper- Fig. 1, 
boloid liegen, das vierte Paar Gegenecken )>, und die tibrigen durch 
diese Ecken gehenden sechs Kanten aber nicht dem Hyperboloid an- 
gehoren. 

Da | aa, | ein Durchmesser, die Mitte MN zwischen aa, der Mittel- 
punkt und die beiden Ebenen [/,9,| und |g,/,| die Beriihrungsebenen 
des Hyperboloids in den Endpunkten aa, eines Durchmessers sind, so 

















*) G, Bauer: ,,Ueber eine Eigenschaft des geradlinigen Hyperboloids“, 
Sitzungsberichte der math. phys. Classe der K, Akad..d, Wissensch. zu Miinchen, 
5, Juni 1880. 
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wird eine durch SY zu diesen beiden Ebenen parallel gelegte Ebene 
die zu dem Durchmesser | aa, | conjugirte Durchmesserebene sein und 
das Hyperboloid in einer Hyperbel schneiden; deren beide Asymptoten 
durch YW parallel laufen mit den Geraden J, (oder g,) und l, (oder g,). 
Diese zu dem Durchmesser | « a, | conjugirte Durchmesserebene schneidet 
aus dem Parallelepiped ein Parallelogramm aus, dessen Ecken mm, 11, 
die Mitten der Kanten |6c,|, | cb, |, | ,a|, |a,d] sind. Die Diago- 
nalen |mm,|, |1t1,| dieses Parallelogramms, welche sich in Yt schneiden, 
sind ein Paar conjugirter Durchmesser fiir die Durchschnittshyperbel, 
weil sie harmonisch getrennt werden durch die Asymptoten derselben, 
welche den Seiten des Parallelogramms parallel laufen. 
Der Durchmesser |imm,! ist ein reeller, weil er den Erzeugenden 
ibe, | und |cb,| in den Punkten 
/ mund m, begegnet. Die Liinge 
; nun, vertritt den conjugirten 
7 ~ imaginiiren Durchmesser der 
= 4 Hyperbel, weil sie gleich ist dem 
/ — zwischen den Asymptoten ab- 
i geschnittenen Stiick auf der 
—- wt, Tangente im Punkte m, welche 
parallel liuft mit |nu,|. 


m 








sz i a 
Shee ait eg 7 


Wir haben nunmehr drei 
sf conjugirte Durchmesser des 
Fig. 2. Hyperboloids |aa,| |mm,| {1 1,| 
und kennen die ihnen zugehérigen Punktinvolutionen, von denen die 
beiden ersten hyperbolisch sind, die dritte elliptisch ist. 
Fiir jedes solche Tripel von conjugirten Durchmessern einer Ober- 
fliiche zweiter Ordnung gelten die bekannten Beziehungen*): 


I Pot Pe + Pe = const.= PP, + Ph+ P., 
Il. Pa Pp, sin? (AB) + P4 Pe sin? (AC) + Be Pe sin?(BC) 
= const. = P,P, + PLP. + PP. 
Ill. PaPpPc-S*?(A BC) = const. = P,P, P., 


wo P, P,P. die Potenzen der drei Punktinvolutionen auf den Haupt- 

axen der Oberfliiche, P4 P,P. die Potenzen der Punktinvolutionen auf 

drei beliebigen conjugirten Durchmessern derselben bedeuten und zur 

Abkiirzung S?(A BC) gesetzt ist fiir das Quadrat des riumlichen Sinus 

der von den drei conjugirten Durchmessern gebildeten kérperlichen Ecke. 
In unserem Falle ist nun: 


*) Theorie der Oberfliichen zweiter Ordnung und der Raumcurven dritter 
Ordnung von H, Schriter, Leipzig, B. G. Teubner 1880, § 58. 
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Pr= | (004) 
‘4 ee 
P; = i (mm)? = = (bo, 
1 9 1 9 
Po = — ={ (un? = —Z (ad)*; 


es lassen sich die obigen drei Beziehungen in eine solche Form kleiden, 
dass sie in einfacher Weise abhiingen von den Elementen des auf dem 
Hyperboloid verlaufenden Parallelhexagons und somit gewisse metrische 
Eigenschaften dieser riiumlichen Figur ausdriicken. 
2. Der Vollstiindigkeit und besseren Uebersicht wegen wollen 
wir die Elemente unseres Parallelepipeds folgendermassen bezeichnen: 
be, = ch, = d,a—a,d—a, 
die Kanten } ca, = ac, = 0,6 = b,d— 3b, 


ab, —=ba,—d,¢ —=cd —c, 


aay = a, 

die riumlichen | 6b, = £, 

Diagonalen cc = 7, 

DD, = é, 
° ° be=—c,b, —p, da = 4,0, — P,, 

die Diagonalen as , ; sh enti 
22 o a ., == D = a 

der Seitenfliichen . 7 q; | 191 > 
b= bay—-r, de = c,d, —7,, 


[ab, de, ] = [d, ca, 6] = S1, 
[be, day] == [d,06,c] = 8s, 
[cay db] os [d, be, a] = 53, 


die Fliichen der 
Seitenparallelogramme 


die Fliichen der [ba bc] =f, [da,d,a] = q,, 
Diagonal parallelogramme [eae a] = fo, [db, d, 6] = q, 
[abs a, bl =f, [de, d, ¢j =, 


und das Volumen des Parallelepipeds == 

Zwischen diesen Gréssen bestehen mehrere elementare Beziehungen, . 
von denen wir Gebrauch machen werden. Zuniichst folgt aus dem 
bekannten Satze, dass in einem Parallelogramm die Summe der Quadrate 
der beiden Diagonalen gleich ist der Summe der Quadrate der vier 


Seiten: 
p+ p,? = 20? + 2e, 
@ + 4? = 26 + 2a, 
Por? = 2a? + 2B, 
B+ y? = 2a? + 2p’, a? + 9? = 2a? + 2p,’, 
y? + a? = 2b? + 2¢’, B? + 0? = 2b? + 29,’, 


a? 4+ B= 2c? 4 2, y+ oe = 2 4 2r,?, 
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Hieraus folgt fiir die Beziehung I. in 1.: 
a? + p? — pp? = 4(P. + P, + P.) = const., 
ay Ete _ ST? Lap, + P+ P), 
e+ B+ 7 — 8 = 8(P, + Pst PY, 


und dies giebt unsern ersten Satz: 

Irgend drei Paare von parallelen Erzeugenden eines geradlinigen 
Hyperboloids lassen sich zu einem Parallelhexagon an einander reihen, 
dessen Seiten auf dem Hyperboloid liegen. Die Beriihrungsebenen in 
den sechs Ecken bilden ein Parallelepiped, von dem drei riiumliche 
Diagonalen die Verbindungslinien der Gegenecken des Parallelhexagons 
sind, wihrend die vierte Diagonale die beiden iibrigen nicht auf dem 
Hyperboloid liegenden Gegenecken des Parallelepipeds verbindet. Die 
Summe der Quadrate der drei ersten Diagonalen vermindert um das 
Quadrat der vierten Diagonale ist von unverinderlichem Werthe: 

=8(P.+ P+ P), 
wie auch die drei Paare von parallelen Erzeugenden auf dem Hyper- 
boloid gewdhlt werden mégen. 

In dem besonderen Falle des gleichseitigen Hyperboloids ergiebt 
sich, wenn man zwei Tripel von rechtwinkligen Erzeugenden wiihlt, 
der von H. Vogt (s. 0.) ausgesprochene Satz, dass die Ecken aller 
solechen rechtwinkligen Parallelepipeda auf einer Kugelfliiche liegen, 
weil «= B = y = 0 wird. 

Dieser Satz lisst sich auch als eine Eigenschaft des Parallel- 
hexagons auf dem Hyperboloid aussprechen, wenn man die aus den 
obigen Beziehungen hervorgehende Gleichung benutzt: 

OLR +P +H =A +P + 0%); 
man erhiilt: 
e+ P+y?—2(a?+0P+e)—4(2.+ P+ P.) ah. 

Ein beliebiges von drei Paaren paralleler Erzcugender eines gerad- 
‘linigen Hyperboloids gebildetes Parallelhexagon hat sechs Seiten und drei 
Hauptdiagonalen; die Summe der Quadrate der letzteren vermindert wn 
die Summe der Quadrate der ersteren ist von wunverinderlichem Werthe: 
= 4(P,+ P, + P.). 

Derselbe Satz liisst sich auch drittens als eine Kigenschaft eines 
Paralleloktaéders aussprechen, wenn man die aus den obigen Be- 
ziehungen hervorgehende Gleichung benutzt: 


e+ Pt yeetPtrettpPtg+e; 
man erhiilt: 


P+¢+r-—-@—Y—CP=4(.4+P4+ P.) 
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(ab)? + (ac)? + (be)? + (04 b,)® + (a, 0)? + (6, ¢))? 
— (ab,)?— (b, ¢)? — (¢, a)? — (a,b)? — (be,)?— (¢, 0)? = 8 (Put Py + P,) a. h. 


Die sechs Ecken eines von drei beliebigen Paaren paralleler Er- 
zeugender eines geradlinigen Hyperboloids gebildeten Parallelhexagons 
lassen sich als die Ecken eines Paralleloktaéders auffassen. Von den 
fiinfzehn Geraden, welche diese sechs Punkte im Raume paarweise ver- 
binden, sind ndémlich drei die (schiefwinkligen) Axen des Oktaéders (oder 
die drei Hauptdiagonalen des Parallelhexagons), die zwilf tibrigen die 
Kanten des Oktatders, von denen sechs Erzeugende des Hyperboloids 
sind, die iibrigen sechs nicht. Die Summe der Quadrate der letztexen, 
vermindert um die Summe der Quadrate der ersteren ist von unverdnder- 
lichem Werthe: 

=8(P,.+ P+ P.). 

Die von uns benutzten Beziehungen lassen sich als elementar- 

stereometrische Siitze aussprechen, z. B. 


e+fP+y+0e0—4(7+ 0?+c*), dh. 
Die Summe der Quadrate der vier riiumlichen Diagonalen eines 
Parallelepipeds ist gleich der Summe der Quadrate siimmtlicher (12) 


Kanten desselben. (Legendre.) 
Ferner : 
e+ P4+rYV=@40+4+@4+p+¢4+r, ah. 

* In einem Paralleloktaéder ist die doppelte Summe der Quadrate der 
drei (schiefwinkligen) Axen (d. h. Verbindungslinien der drei Paar Gegen- 
ecken) gleich der Summe der Quadrate siimmtlicher (12) Kanten. 

Betrachten wir das Tetraéder (Fig. 1.), welches von den vier 
Punkten : 

abed 
gebildet wird, so haben wir als Kanten desselben: 
PITAAN 
und die Kanten abe des diesem Tetraéder umschriebenen Parallel- 
epipeds sind die Verbindungslinien der Mitten je zweier Gegenkanten 
des Tetraéders*), welche wir ,,Mittellinien* nennen wollen; also lisst 
sich die Beziehung: 
4a $V e)— p+ eter t+ pe +arteri 

so interpretiren : 

Im Tetraéder ist die Summe der Quadrate der (6) Kanten gleich 


*) Vergl. R. Baltzer: ,,Die Elemente der Mathematik", 3. Aufl., Leipzig 
1870, Stereom, § 6., 8. S. 205. 
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der vierfachen Summe der Quadrate der drei Mittellinien, deren jede 
die Mitten zweier Gegenkanten verbindet. 

Auch Beziehungen der Art: 

2(? — BP) =g—r+Qq/?—7,’, 

2(a?— c) = 9? — p? + 1,2 — p,’, 

2(0' a) = p*— ag? +p — 4" 
lassen eine ihnliche einfache geometrische Interpretation zu. Wiire 
insbesondere z. B. c= 6, so wiire das Parallelogramm [ba,cd,| ein 
Rhombus, also seine Diagonalen rechtwinklig zu einander d. h. in dem 
Tetraéder abcd miissen die Gegenkanten | ab | und | cd| rechtwinklig 
zu einander gerichtet sein, und es wiirde daraus die Bedingung folgen: 

ftqee rte,’ 

und, wie leicht zu sehen, auch umgekehrt: 

Wenn ein Paar Gegenkanten eines Tetratéders rechtwinklig 2u ein- 
ander gerichtet ist, so hat die Summe der Quadrate jedes der beiden 
tibrigen Paare von Gegenkanten denselben Werth, woraus folgt: 

Wenn zwei Paare von Gegenkanten eines Tetraéders Paare von 
rechtwinklig zu einander gerichteten Strahlen sind, so ist es auch das 
dritte Paar von Gegenkanten. 

Endlich kénnen wir die Beziehung: 


C++ P+ Q— P+ e+ Ptr tarry 
sowohl als eine Kigenschaft des Parallelepipeds, wie auch des Tetraéders 
abcd aussprechen, dessen drei Paar Gegenkanten pp,, qq,, 77; sind. 
In letzterem Sinne ist Yt der Schwerpunkt des Tetraéders und 


mM a=5 = ; {4, wenn {, die Schwerlinie bedeutet, welche von der 
Kcke a des Tetraeders nach dem Schwerpunkt der gegeniiberliegenden 
Seitenfliche desselben hingeht; wir erhalten also den Satz: 

Im Tetraéder ist die neunfache Summe der Quadrate der vier 
Schwerlinien (welche von den Ecken nach den Schwerpunkten der gegen- 
iiberliegenden Seitenfliichen gehen) gleich der vierfachen Summe der 
Quadrate der sechs Kanten. 

Oder wir kénnen die Beziehung: 

C=—pPt+a?try—aev—v—e 
als eine Kigenschaft des Parallelepipeds aussprechen: 

In einem Parallelepiped ist die Verbindungslinie einer Ecke mit 
der gegeniiberliegenden eine riiumliche Diagonale; von den Verbindungs- 
linien der ersten Ecke mit den sechs iibrigen Ecken sind drei Kanten 
drei Diagonalen in den Seitenfliichen des Parallelepipeds. Die Summe 
der Quadrate der drei leteteren vermindert um die Summe der Quadrate 
der drei ersteren ist gleich dem Quadrat der réumlichen Diagonale. U.s.w. 
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jede 





3. In iihnlicher Weise laisst sich der Satz II. in 1. 


Wir erhalten zuvoérderst: 
P.Pi+ Pa P+ P, P. = “s jaa, -be-sin(aa,, bef 


. 2 
— * jaa, -abd-+sin(aa,, av) 


- , — 46 foc - ad + sin (bc, ad)}’. 
aa Von den drei Ausdriicken der rechten Seite sind die beiden letzten 
6 leicht zu ermitteln, der erste etwas umstindlicher. Da abd = d,a, ist, 
yen : : a : ; 
so wird gemiiss der obigen Bezeichnung 
be-ad- sin(bc, ad) = 2s,, 
ein- ad, + ad-+sin(aa,, ad) = g,. 
aden 
Zu einem einfachen Ausdruck iiir die Grésse 
von aa, + be-sin(aa,, be) 
das 
gelangen wir durch folgenden Hilfssatz: 

Werden vier parallele Kanten eines beliebigen Parallelepipeds 
durch eine zu ihnen normale Ebene geschnitten, so sind die Durch- 
schnittspunkte die Ecken eines Parallelogramms, dessen Seiten und 

‘ders Diagonalen normal stehen auf den vier parallelen Kanten. Zwischen 
sind. den Seiten und Diagonalen eines Parallelogramms besteht aber die 
und oben erwihnte bekannte Beziehung, dass die Summe der Quadrate der 
- der beiden Diagonalen gleich ist der Summe der Quadrate der vier Seiten; 
adel | wenn wir also dieser Gleichheit als Factor hinzuftigen das Quadrat 
der Liinge einer der vier parallelen Kanten, so folgt der Satz: 
eins Wenn man bei einem Parallelepiped vier parallel laufende Kanten 
gen- paarweise durch Ebenen verbindet, so enthalten dieselben vier Seiten- 
der parallelogramme und zwei Diagonalparallelogramme des Parallelepipeds. 
Die Summe der Quadrate der vier Seitenparallelogramme ist gleich der 
Summe der Quadrate der beiden Diagonalparallelogramme. 
Dieser Hilfssatz in die oben (2) eingefiihrten Bezeichnungen iiber- 
tragen liefert die drei Relationen: 
- mit fi? + o,? = 2s,? + 2s,?, 
oe fy? + 9,? = 28,? + 2s,?, 
smeeee f;? + 93? = 28,? + 2s,?, 
irate woraus u. A. folgt: 
8. W. 4 (8)? + 8,’ + 8°) =f? +f? +f + 9 + 9? + 9? dh. 
28* 
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Bei einem Parallelepiped ist die Summe der Quadrate siéimmitlicher 
(6) Diagonalparallelogramme gleich der doppelten Summe der Quadrate 
stimmtlicher (6) Seitenparallelogramme. 


Ferner lassen sich die Flichen der Seitenparallelogramme aus- 
driicken durch die Flaichen der Diagonalparallelogramme: 


4s? = —f? +f? + fy? — 9)? + 92? + 9") 
4s? = +f —f, +f + 9? — 9? + 9’, 
4s? = +f +f? — fy? + 9? + 92? — 9;’. 
Wenn wir von dem Parallelepiped (Fig. 1) durch die Diagonal- 


ebene [bcb,c,] ein dreiseitiges Prisma abschneiden, dessen drei parallele 
Kanten: 


Jad, | | bec| |e, b 
sind, so lasst sich der vorige Satz: 


° ‘ 1» i 2 
8° + 8,? = 2 r+ 5 er 


oder 


fad, cb, }? + ad, be)? = : [beb,¢, is -- ; fad, a, d)? 


leicht als eine Eigenschaft des dreiseitigen Prismas aussprechen, auf 
die wir nicht weiter eingehen wollen. Wenn wir aber von dem drei- 
seitigen Prisma durch die Ebene |b,c,d,] ein Tetraéder ab,c,d, ab- 
trennen, so giebt der vorige Satz eine Kigenschaft des Tetraéders: 


wo » die Mitte der Kante | b,c, | bedeutet (Fig. 3) d. h. in Worten: 

Die Summe der Quadrate zweier Seitenfliichen eines Tetraéders 
vermindert um das doppelte Quadrat derjenigen Dreiecksfliche, welche 
die gemeinsame Kante zur Grundlinie und die Mitte der Gegen- 
kante zur Spitze hat, ist gleich dem achten 
Theile von dem Quadrat des Products aus diesen 
beiden Gegenkanten in den sinus threr Neigung zu 
einander *), 

Hiernach kénnen wir das noch fehlende dritte 
Glied des anfinglichen Ausdrucks umgestalten, 
wenn wir das Tetraéder 

aa be 
und das Gegenkantenpaar | aa,| und | bc| nehmen; also wird nach 
unserem Hiilfssatz: 





*) Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des allgemeinen auf Seite 551 
meiner ,,Theorie der Oberfliichen 2. O. etc.‘ ausgesprochenen Satzes. 
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a, e 2 - 
re {aa,- be-sin(aa,, be)}* = 2f,? + 2f? — ,?. 
dra 
Dieses substituirt in die urspriingliche Formel giebt: 
aus- Bite 1 os 1 eo» 1 ‘ 
PP+PPe+ BRP. = fe + =f? — 9, — - 8,7 — 9," 
8 8 16 4 16 
we is _—— = 
— 2 2 » 2 
— gh’ teh i 9 sole i 
oder wenn wir fiir s,? seinen Werth setzen, ausgedriickt durch die 
Diagonalfliichen (s. 0.) 
onal- “7. D D - 7 ; , P - 
allele 16(PaP, + Pa Po + Ps Pc) =f)? + f.? + fy? — 91? — .? — 93’; 
und dies giebt unsern zweiten Hauptsatz: 
Irgend drei Paare von parallelen Erzeugenden eines geradlinigen 
Hyperboloids lassen sich zu einem Parallelhexagon an einander reihen, 
dessen Seiten auf dem Hyperboloid liegen. Die Beriihrungsebenen in 
den sechs Ecken bilden ein Parallelepiped, dessen sechs Diagonalebenen 
Parallelogramme bilden, welche je zwei gegeniiberliegende Kanten des 
Parallelepipeds zu Gegenseiten haben. Von diesen Diagonalparallelo- 
grammen haben drei je ein Paar paralleler Erzeugender zw Gegenseiten, 
, auf die drei iibrigen nicht. Die Summe der Quadrate der ersten drei Dia- 
drei- gonalparallelogramme vermindert wn die Summe der Quadrate der drei 
. ab- iibrigen ist von unverdnderlichem Werthe: 
S: ‘ > 
= 16{ P,P, + Pale + PoPef, 
wie auch die drei Paare von parallelen Erzeugenden auf dem Hyperboloid 
rien: gewdhlt werden mogen. ett 
iden In dem besonderen Falle des gleichseitigen Hyperboloids ergiebt 
sich, wenn man zwei Tripel von rechtwinkligen Erzeugenden wibhlt, 
velche a P ora ; 
ional der Werth der Constanten gleich Null, weil /,; = 9,, f= 92, fy = 3 
“tes wird, und es geht hieraus die bekannte Bedingung fiir die Hauptaxen 
+O) eines gleichseitigen Hyperboloids hervor. 
liesen a ; : ne ‘ . aan: 
Wihlt man aber auf dem gleichseitigen Hyperboloid drei beliebige 
wy eu " Sika ; : 
Paare paralleler Erzeugender, so tritt eine neue Eigenschaft des gleich- 
iritte seitigen Hyperboloids hervor, wonach die Summe der Quadrate der 
alten drei ersten Diagonalparallelogramme immer gleich ist der Summe der 
: Quadrate der drei iibrigen. 
Derselbe Satz lisst sich auch als eine Higenschaft des Parallel- 
— hexagons auf dem Hyperboloid aussprechen, wenn wir die zuletzt be- 
nutzte Eigenschaft eines Tetraéders noch anders verwerthen. Wir er- 
halten nimlich, wenn wir in dem Tetraéder 
te 551 abed 
das Paar Gegenkanten | bc| und |abd| auffassen: 
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[bea]? + [bed]? = FA? +5 817 

und wenn wir das Paar Gegenkanten |ad| und |6d| auffassen: 
[adb} + [adc = 5 ge +5 8 

Aus diesen beiden Gleichungen geht einmal hervor: 

abe}? + [abo] + [acd] + [bed}?—= > (2+ 9) + 8)? 

und nach dem Obigen 


= s,? + s,? + 58,”, 


oder auch 
= eth +ts+91°+- 92 +93"). 


, ‘ * l > 1, eae 1 1 
Die Dreiecke, deren Flichen 5 /,, > ho» y fs» P11 F Pr FM 


sind, sind aber diejenigen, welche in dem Tetraéder durch je eine 
Kante und die Mitte der Gegenkante gelegt werden. Wir erhalten 
also folgenden Satz: 


Im Tetraéder ist die Summe der Quadrate der vier Seitenflichen 
gleich der Summe der Quadrate der sechs Dreiecksfliichen, welche je eine 
Kante des Tetraéders zur Grundlinie und die Mitte der Gegenkante zur 
Spitze haben. 


Zweitens folgt aus den vorigen beiden Gleichungen: 
[bea] + [bcd] — [adb]? — fade? = > A? — > 
und in gleicher Weise: 
[cab]? + [cad]? — [bda]* — [bode]? = 
endlich drittens: 
[abc] + [abd]? — [cda}* — [edb]? = 5 fy? — 5 9s 
woraus durch Addition folgt: 
4 [abc]? —{[abc]?+[abd]?+ [acd]?+[bed]?} 
= it +f — 9° — 929s} , 
oder nach dem Obigen: 
4[ abc]? —(s,?-++5,-+8,2)—= 5 {f+ het he — 9:2 — 92? — 95°}, 
was sich auch so schreiben lisst: 
[abc]? —[bea,|?—|cab,]*? —[abe,]* 
+ [ay bye, — [6, c, af? — [c, @, b]? — [a,b,c]? 
d. h. in Worten: 
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Ein beliebiges von drei Paaren paralleler Erzeugender eines gerad- 
linigen Hyperboloids gebildetes Parallelhexagon hat sechs Ecken, die in 
bestimmter Rethenfolge durch die Seiten des Parallelhexagons verbunden 
werden. Je drei auf einander folgende Ecken bestimmen cin Dreieck 0, 
deren es also sechs giebt, die paarweise congruent sind. Die drei gerad- 
stelligen und die drei ungeradstelligen Ecken bestimmen je ein Dreieck Q, 
welche beiden Dreiecke ebenfalls congruent sind. Die Summe der Quadrate 
der beiden letaten Dreiecke & vermindert um die Summe der Quadrate 
der ersten sechs Dreiecke 8 ist von unverdnderlichem Werthe: 


= 4(P,P, + P,P, + P,P). 


Drittens lisst sich derselbe Satz auch als eine HKigenschaft des 
Paralleloktaéders aussprechen, dessen sechs Ecken die (im Endlichen 
liegenden) Treffpunkte der drei Paare paralleler Erzeugender des Hyper- 
boloids sind. Die acht in dem letzten Ausdrucke auftretenden Drei- 
ecke sind niimlich die Seitenflichen dieses Oktaeders, und wir kénnen 
daher den Satz so formuliren: 


Drei beliebige Paare paralleler Erzeugender eines geradlinigen 
Hyperboloids treffen sich ausser in drei unendlich-entfernten Punkten 
noch in sechs iibrigen Punkten, welche als die Ecken eines Parallel- 
oktaéders angesehen werden kinnen. Von den acht Seitenflichen desselben 
sind sechs Beriihrungsebenen des Hyperboloids, die beiden tibrigen nicht. 
Die Summe der Quadrate der beiden leleteren vermindert um die Summe 
der Quadrate der sechs ersteren giebt einen unverdnderlichen Werth 
[= 4(P.P, + PaP. + Py P.)\, wie auch die drei Paare von parallelen 
Erzeugenden auf dem Hyperboloid gewdhlt werden mégen. 

Die von uns benutzten Beziehungen lassen sich auch als elementar- 
stereometrische Sitze aussprechen, wie dies zum Theil schon oben 
geschehen ist. 

So fiihrt z..B. die oben abgeleitete Beziehung: 

[abc]? + [abd]? + [acd]? + [bcd]? = s,? + s,? + 8,” 
auf eine von Joachimsthal angegebene Kigenschaft des Tetraéders. 
Der Inhalt des Tetraéders abcd ist nimlich, wie unmittelbar einleuchtet, 
der dritte Theil von dem Inhalte des ihm umschriebenen Parallel- 
epipeds (Fig. 1.). Der Inhalt des Tetraéders lisst sich vierfach aus-. 
driicken durch eine Seitenfliiche und die zugehérige Hohe, der Inhalt 
des Parallelepipeds dreifach durch eine Seitenfliche und den Abstand 
derselben von der mit ihr parallelen Seitenfliiche. Fiihren wir diese 
Ausdriicke ein in die vorige Formel und bezeichnen die vier 
Hoéhen des Tetraéders durch h,h,h,h,, die drei kiirzesten Abstiinde 
je zweier Gegenkanten des Tetraéders von einander durch k,k,k, 
(da diese offenbar gleich sind den drei Abstiinden je zweier paralleler 
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Seitenflichen des dem Tetraéder umschriebenen Parallelepipeds), so 
erhalten wir: 


i 1 1 1 1 1 
ae tage tae tong = ae ter tag ob 


Die Summe der reciproken Quadrate der Héhen eines Tetraéders 
ist gleich der Summe der reciproken Quadrate der kiirzesten Abstiinde 
je sweier Gegenkanten von cinander. 

Ferner liefert die Beziehung: 


4[abe]? + 8,7 + 8,’ + s,? = f,? + f.? +f; 
eine Kigenschaft des Paralleloktaéders : 

In einem Paralleloktatder (begrenzt von vier Paaren paralleler 
Seitenflichen) ist die doppelte Summe der Quadrate der acht Seiten- 
fléichen (Dreiecke) gleich der Summe der Quadrate der drei Diagonal- 
fliichen (Parallelogramme). 

In athnlicher Weise zeigt die Beziehung: 


[bea]? + [Ged]? — [adh]? — (ade? = 2f(“)° (2) 


folgende Kigenschaft des Tetraéders: 


Der Ueberschuss der Summe der (Quadrate zweier Seitenfliichen 
eines Tetratders iiber die Summe der Quadrate der beiden iibrigen ist 
gleich dem doppelten Ueberschuss des Quadrates derjenigen Dreiecksfléche, 
welche die gemeinsame Kante der beiden ersten Tetraéderflichen zur 
Grundlinie und die Mitte der Gegenkante zur Spitze hat, iiber das 
Quadrat derjenigen Dreiecksfliche, welche die gemeinsame Kante der 
beiden iibrigen Tetraéderflichen zur Grundlinie und die Mitte der Gegen- 
kante zur Spitze hat. 

Bezeichnet man die Seitenflichen eines Tetraéders 


1234 


durch 6,6,6,6, und die Mittelflichen durch u;,, d. h. die Fliiche eines 
Dreiecks, welches die Kante (ik) zur Grundlinie und die Mitte der 
Gegenkante zur Spitze hat, so lassen sich erstere durch letztere also 
ausdriicken: 


3 1 (a3 
62 = r (u,2 -+ us? oo u,?) mF (u,? + 3 + “443)> 








eng hes: ‘ D tua 2 : 
OP = (es + ad + wt) — g(t + oa + oD» 
4 ' 3 1 
65? = + (H+ Hi + 43) — > (43 + 8 + 2); 
3 or 2 
\ 6, > (w2 + “5 + #3) wi ie (ug + M43 + 43)- 
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Wir tibergehen die Interpretation dieser und iihnlicher Beziehungen, 
welche sich aus unsern Formeln ergeben. 

4. Der Satz III. in 1. nimmt nach Einftihrung der Werthe 
fiir die drei conjugirten Durchmesser des Hyperboloids folgende Ge- 
stalt an: 


— Pa: By- Pe = Gy (aay)? (Go)? (ad)? - S2(aay, be, ad), 


wo der riiumliche sinus S der von den drei conjugirten Durchmessern 
gebildeten kérperlichen Ecke bedeutet das Product aus dem sinus des 
Winkels zweier Kanten in den sinus des Neigungswinkels der dritten 
Kante gegen die durch die beiden ersten gelegte Ebene; fiihren wir 
diesen Werth ein, so ist 


(6c) « (ad) - sin(6d, ad) = 2s, 


und 


(aa,) sin {aa,, 8} =k, 


wo k, den Abstand der beiden parallelen Seitenfliichen des Parallel- 
epipeds bedeutet, welche die Beriihrungsebenen in den Punkten a und 
a, am Hyperboloid sind. Das Product s,k, ist nun nichts anderes als 
das Volumen v des Parallelepipeds, wir erhalten also: 


v? = — 16 P,P, P. = const. d. h. 


wir haben als dritten Hauptsatz den schon von Herrn G. Bauer a. a. O. 
ausgesprocheuen Satz: 


Irgend drei Erzeugende der einen Regelschaar und die drei mit 
ihnen parallelen Erzeugenden der andern Regelschaar eines geradlinigen 
Hyperboloids lassen sich zu einem riiumlichen Sechsseit an einander 
reihen, dessen sechs Seiten der Reihe nach abwechselnd. den beiden Regel- 
schaaren des Hyperboloids angehiren. Legt man durch je zwei auf 
einander folgende Seiten dieses Sechsseits Ebenen, so erhdlt man die sechs 
Seitenflichen eines Parallelepipeds. Das Volumen dieses Parallelepipeds 
bleibt von unverdnderlichem Werthe: 


= — 16P, P,P, 
wie auch die drei Paare von parallelen Erzeugenden auf dem Hyper- 
boloid gewdhit werden mégen. 
Wenn man von dem Parallelepiped (Fig. 1) die beiden Tetraéder 
(abcd,) und (a,6,¢,d), deren jedes : v zum Volumen hat, in Abzug 


bringt, so bleibt der Inhalt des oben betrachteten Paralleloktaéders 
tibrig und der vorige Satz lisst sich in folgender Form aus- 
sprechen : 
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Die sechs Ecken eines von drei beliebigen Paaren paralleler Er- 
zeugender eines geradlinigen Hyperboloids gebildeten Parallelhexagons 
lassen sich als die Ecken eines Paralleloktatders auffassen; der Inhalt 
desselben bleibt von unverdnderlichem Werthe: 


=—= P,.P,-P,, 


wie man auch die drei Paare paralleler Evzeugender auf dem Hyper- 
boloid wihlen mag. 


Breslau, den 20. Mirz 1881. 

















Ueber die algebraischen Functionen, welche zu gegebenen 
Riemann’schen Flachen gehéren. 
(Auszug aus einem Schreiben an Hrn. F. Klein.) 
Von 


J. THOMAE in Jena. 


Sie fragten mich nach der Construction algebraischer Functionen, 
die wie eine gegebene Fliiche 7 verzweigt seien. Ich sagte Ihnen 
schon , dass fiir den Fall, in welchem die Fliche drei Blatter besitzt, 
eine solehe Function von mir im sechsten Bande der Annalen auf 
Seite 612 dargestellt sei und zwar algebraisch, wenn vier Verzweigungs- 
punkte in 7 vorhanden sind, durch Thetafunctionen im allgemeinen 
Falle*), Im ersten Falle ist die Function spiter noch einmal con- 
struirt in der Inauguraldissertation des Herrn Kasten Bremen 1876. 
Durch Ihr Gesprich angeregt, habe ich iiber diesen Gegenstand wieder 
nachgedacht, und bemerkt, dass meine Methode auch zur Darstellung 
algebraischer Functionen fthrt, welche wie eine vierblittrige Fliche 
mit gegebenen Windungspunkten verzweigt ist, und ich will Ihnen 
diese Methode hier mittheilen. Dabei wird vorausgesetzt, dass das 
Problem, eine Function 6 zu construiren, die wie eine dreiblittrige 
Flaiche { mit beliebig vielen einfachen Windungspunkten verzweigt 
ist, bereits gelést sei. 

Es sei 6 eine Function, welche in der dreiblittrigen Flaiche & 
mit einfachen Windungspunkten, die iiber den Punkten k,, k,, --- 
++ Kkep44 der z-Ebene liegen, einwerthig ist. & ist vom Geschlecht p, 
und es seien wu, u, +--+ uy, die iiberall endlichen Integrale dieser Fliche, 
in der kanonischen Form, und mit den Anfangswerthen, welche 
Riemann gewahlt hat, um sie als Argumente in Thetafunctionen 

id 


*) In der 5ten Zeile ist dort (pag. 612) g(x) g(a) statt Const. zu lesen, wo 
g(x) eine ganze Function ist, und in den Thetafunctionen ist u,, (7, x) durch 


U(r, 2) — Dy) 4, (0, k,) zu ersetzen, wenn die Summe iiber die p Verzweigungs- 
punkte k, erstreckt wird, in denen die Function unendlich werden soll. 
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einzusetzen. Die 2p Periodicitiétsmoduln von u, sind demnach 0, 0, 


-o+ 0H, 0...05 Gut, Qu2,.--+ Guy. Zur Erleichterung der Bezeichnung 
sollen einige Abkiirzungen eingefiihrt werden. Es sei 


ye _ Se (p) 
C= wu, -f “+ + u, 


2) . . ; : ® 
_ seien die Werthe von u, in p Punkten o,, 2,; 


1 
und wu, u ’ 
Me “ 


ll 

“i . 

Go, 23+ * * Op, Zp von &, und, unter h und g ganze Zahlen verstanden, sei 
Oy = JutH + hy Quit hydye+ +++ + hpaup. 

Das System (u, — €,, UW, — €,,+++ Up — py) werde kurz mit (wu — e), 


on ts . 1 1 1 
und fihnlich das System (u, — + 50, Uy — &,-+ 5 Wy +++ Up — lp + 5 Wp 


mit (u —e+ : @) bezeichnet, und Dhw fiir h, uw, + how, +---+hpup 
gesetzt. Endlich seien 6, 6’, 6” die Werthe von 6 in drei iibereinander- 
liegenden Punkten von {, die also zu demselben z gehdren. Dann ist 
nach dem Abel’schen Theoreme 
wu + w + wu” = Const. 

wenn uuu” die Werthe von w in den Punkten 6, 2; 6’, 2; 6”, 2 sind. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir eine Function 6, die wie 
eine vierblittrige Fliiche 7’ verzweigt ist, mit Windungspunkten, die 
liber k, k, ++ - kep44 liegen, und vom Geschlecht p — 1 ist, sofort hin- 
schreiben. Es ist die Function 


29 (u—e+ da) A 9 (w—e+ 50) Ah" 9 (uw —e+ 1 
o? F(u—e) ~~ a ee ee 
worin die p-fach unendliche Thetareihe die Moduln a,,, dy., -- - @pp 
hat. Die Function hud (u —e-+ : @) : d(u — e) lisst sich alge- 
braisch darstellen (freilich nicht durch bloses Radiciren), und ihr 
Quadrat /(6, z) oder kurz f ist in T einwerthig. Statt f(0’, 2) /(o", 2) 
soll bez. f’, f” geschrieben werden. 

Man erkennt zuniichst, dass 


R=/f-f -f” 


in & einwerthig ist, so dass R rational in 6 und z, sogar rational in 
z ist. Denn es ist 


Fru tutu g(a —e+ _ o) a (w —e+ ; o) o(u"— e+50) 
Bee ee tea 


in & einwerthig, weil wu + u’ + wu” constant ist. Fiihrt man 6, z in 
& herum an seinen Platz zuriick, so kann 
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UM ID Uy My tH + NM Aur My Aue +++ + NpAup, 


Ue in Ue Mim + Nidui- Neduet +++ + Mpaup, 


oder in wy + myim + Ni duit Maye +> + Ny aup, 
Un in Ue + mete + Nidyit Nedue+ +> > + Np dup, 
oder bez. in wi, + mia + Niduit NZdu2+ +++ + Npaup, 


iibergegangen sein, wenn m, 2”, m’, n’, m’, n’ganze Zahlen sind. Es ist 
aber jedesmal m, + m, + m, = 0, nm + n,-+ n;) =O und R multi- 
plicirt sich deshalb durch einen solchen Umgang von 6, z in © mit 


e=h(mm' +m" \in+ Sg(n+n'+n"\in =m 1, 


R ist einwerthig. Da aber f-/'-/” in 6, o, 6” symmetrisch ist, wird 
dieses Product eine rationale Function von z, und da es iiberall, wo 
es verschwindet oder unendlich wird, unendlich klein oder unendlich 
gross zweiter Ordnung wird, so ist / fff” rational in z. 

Diese Rationalitiit und daraus folgende Eindeutigkeit der Quadrat- 
wurzel bewirkt, dass s eine einwerthige Function ist, und zwar geniigt 
s der Gleichung 


t—2(fAP +P )8*— SEF Ps HPL AP YAP APTN) =O, 
deren Coefficienten rationale Functionen von z sind. Die Discriminante 
dieser Gleichung ist abgesehen von einem constanten Factor das 
Quadrat der Function, 


(AE = HFT -—1) 4 TEN 


also die Discriminante der Gleichung 


FB —G¢+ Pf +P AG +Ef +P NE - ff’ =0. 


Es fragt sich nun, wo und wie s verzweigt ist. — Verschwindet 
f fiir 2 = 4%, 6 = 6, so ist f (und ebenso sind f’, f’) nach der Natur 
dieser Function dort in eine Reihe von der Form . 


(@ — )*(A + Beem) + Cle—%) +++) 


entwickelbar, und es ist dort /f einwerthig, ds: dz endlich, Es ist 
jener Punkt kein Verzweigungspunkt. 

Aehnlich verhilt es sich mit den Punkten,.in welchen f oder /’, f” 
unendlich wird, sie sind ebenfalls keine Verzweigungspunkte. Der 
Differentialquotient 
of, of de of , af do af” af” ae’ 

2 ds __ 0a © 06 dz 02 Oo dz , 02 do” 8=dz 

dz Vf VF’ Vf’ 
do do do" 
dz’? dz’ dz 
unendlich gross wird, oder wenn ¢ auf einen der Werthe k,k,... kop 











kann da, und nur da unendlich gross werden, wo 
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fallt. Das Verhalten von s an jenen Stellen liisst sich leicht direct 
bestimmen. 
Ist 


rx ” ay verz' 
Vi +Vf +VE 

der erste Werth von s, so sind die drei andern at 
ist. 
er 0, FT £87 — PT: 07-9 +97. a 
Fallen nun die Werthe o, o fiir zk zusammen, so wird ein * 

Umgang um k den ersten und letzten Werth von s nicht dindern, weil 

f, f' nur vertauscht werden, und die Wurzeln durch einen (hinreichend gebi 
nahe um k gefiihrten) Umgang ihre Zeichen unverindert beibehalten. den 


Der zweite und dritte Werth von s aber werden sich iindern, und 
zwar in einander tibergehen. Ks liegt also in der wie s verzweigten 
Fliche 7 iiber k ein und nur ein Verzweigungspunkt, so dass die- 
selbe 2p + 4 einfache Windungspunkte enthilt und zum Geschlecht 
p — 1 gehért. Die Form von s lehrt zugleich auch, dass 7’ nicht 
zerfallt, sondern zusammenhingend ist. Denn fiihrt man o, ¢ in £ 
herum, so in die Anfangslage zurtick, dass /f sein Zeichen gewechselt 
hat, was nach der Natur dieser Function stets méglich ist, so muss ist , 


von den Wurzeln //f', Vf” eine, und wegen der Eindeutigkeit von 
Vfff" wur eine ihr Zeichen gewechselt haben, wobei nicht ausge- 


schlossen ist, dass /f’ in +/f", Vf” in + Vf’ tbergegangen ist. 
Man gelangt also durch ein solches Herumfiihren von 6, z vom Werthe Mi 
Vi +Vf +Vf" zm einem andern, etwazu —/~f—Yf+/Yyf". Zu 
den beiden andern Werthen von s gelangt man aber, wenn man 6G, ¢ in 
<= herum so zum Anfang zuriickfiihrt, dass /f” sein Zeichen wechselt, 
so dass man also von einem Werthe von s durch stetige Aenderung 
von g wirklich zu allen anderen Werthen von s gelangen kann, was 
nicht méglich wire, wenn 7’ zerfiele. 

Durch verschiedene Wahl der Gréssen h,g erhalten die Ver- 
zweigungspunkte verschiedene Lagen in Bezug auf die Blitter, man 
kann jedoch, wenn fiir eine Lage die Function s construirt ist, eine 
solche fiir jede andere Lage durch stetige Abiinderung der i erhalten. 

Ein Beispiel fiir die Construction einer Function s ist vielleicht 
erwiinscht. Deshalb werde eine Function construirt, die in einer vier- 
blittrigen Fliche vom Geschlecht Null einwerthig ist, deren sechs 


Verzwéigungspunkte tiber z=-+-1, +t, -++trt ("= cos -+ isin = x) 
liegen. 

Eine dreiblittrige Fliche { vom Geschlecht Eins, welche iiber 
den sechs Punkten einfache Windungspunkte besitzt, ist wie die 
Function 
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verzweigt, welche Wurzel der Gleichung 
o* —3sz+2=—0 


ist. Functionen /, die in einem Punkt unendlich gross und in einem 
unendlich klein zweiter Ordnung werden, kénnen als Quotienten der 
Ausdriicke 


6+j2, 6o+ry2, 64+rrj2, 6 
gebildet werden. Setzen wir f = (6 + /2):6, so erhalten wir fiir s 
den Ausdruck 


Vig Nigh yVigh 


ist, so folgt 
ff +f =34+ 53/2#, 


4 ” ad ‘ ‘ r; weg it OD ov! 
fh +ff +f f=38 43/22, fit = 73/2. 
Mithin geniigt s der Gleichung 
—(6 + 3/222) s* —4//12 22s —3 —P 22? + 19 4e! =0. 
Jena, 21. April 1881. 








Die Anzahl der unabhingigen Gleichungen, die zwischen den 
allgemeinen Charakteren einer Curve im Raume von x Dimen- 
sionen stattfinden.*) 


Von 
G. VeRONESE in Leipzig. 


Es ist bekannt, dass eine Curve in der Ebene sechs Charaktere 
hat, und dass zwischen ihnen drei unabhiingige Pliicker’sche Glei- 
chungen stattfinden. — Im Raume von drei Dimensionen hat eine 
Curve neun allgemeine Charaktere und sechs unabhingige Cayley- 
Pliicker’sche Gleichungen. — Im Raume von » Dimensionen hat 
man folgenden Satz: 

Eine Curve in einem n-dimensionalen Raume hat 3n allgemeine 
Charaktere, fiir welche 3(n—1) unabhiingige Gleichungen stattfinden. 

Ks kommt noch eine Gleichung fiir das Geschlecht hinzu, so dass, 
wenn die Ordnung, die Zah! der Spitzen und das Geschlecht gegeben 
sind, die anderen Charaktere abgeleitet werden kénnen. Die Curve 
kann ausserdem n— 2 stationire Riiume und n Doppelelemente haben. 


Leipzig, Juni 1881. 





*) Dieser Satz gehért in eine gréssere Arbeit tiber n-dimensionale Geometrie, 
welche in einem der niichsten Hefte der Mathem. Annalen publicirt werden wird. 
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Ueber Galois’ Theorie der algebraischen Gleichungen. 
Von 


Paut BacuMaAnn in Miinster. 


Obwohl neuere Bearbeiter, unter ihnen besonders Herr C. Jordan*), 
die Untersuchungen von Galois**) iiber die algebraische Auflésbarkeit 
der Gleichungen dem allgemeinen Verstindnisse durch eine weitere Aus- 
fihrung und systematischere Entwicklung niher gebracht haben, so 
diirfte doch Mancher vom Studium dieses principiellen Theiles der Lehre 
von den Gleichungen durch den ausgedehnten Gebrauch der sehr ab- 
stracten Substitutionstheorie abgehalten worden sein, welcher von Jenen 
gemacht wird. Solchen wird vielleicht nachfolgende neue Darstellung 
des Gegenstandes nicht unwillkommen sein, welche die genannte Theorie, 
soweit es der Natur der Sache nach méglich scheint, vermeidet, indem 
sie sich im Wesentlichen nur auf die beiden fundamentalen Begriffe 
des Zahlenkérpers***) und der Irreductibilitit griindet. Bei dieser 
Behandlung, welche tibrigens schon von Herrn Dedekind angegeben 
worden ist, wird zugleich — meinen wir — von den Phasen des Auf- 
lésungsprocesses der Gleichungen eine viel concretere Anschauung, als 
bei der gebriiuchlichen Darstellungsweise, gewonnen. 

Nur die einfachsten Sitze iiber symmetrische und ahnliche Func- 
tionen werden vorausgesetzt. 


1. Wir beginnen mit der Feststellung einiger fundamentalen 
Begriffe. 

Die aufzulésende Gleichung 
(1) F(z) =0 
sei eine Gleichung n'** Grades: 


a" + aya 4 aa? +». + a, =0, 
*) Vgl. z. B. seinen Commentaire sur Galois in Math. Ann., Bd, I, p. 141. 
**) In Liouville’s Journal, I. sér. t. XI. 
***) Dedekind, sur la théorie des nombres entiers algébriques, § 15., insb. 
Ende von § 16.; vgl. auch Vorl. iiber Zahlentheorie von Dirichlet, herausg, 
von Dedekind, 3. Aufl, Suppl. XI. 
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deren Coefficienten aus den rationalen Zahlen und irgend welchen ge- 
gebenen Gréssen A, B, C,---+ auf rationale Weise d. i. mittels einer 
endlichen Anzahl von Additionen, Subtractionen, Multiplicationen und 
Divisionen zusammengesetzt, deren Wurzeln 

Gy, Hy, By, ***, Ana 
aber von einander verschieden sind, 

Jede Grisse, welche gleichfalls auf rationale Weise aus A, B, C,--- 
und rationalen Zahlen entsteht, wird als rational bekannt bezeichnet. 

Wenn im Laufe einer Untersuchung den urspriinglich gegebenen 
Gréssen A, B, C,--- andere y, 2, --+ als bekannt hinzugefiigt werden, 
so sagt man, man adjungire diese der Gleichung, und nennt sie ad- 
jungirte Grissen. Durch solche Adjunction wird der Begriff der rational 
bekannten Gréssen verindert, indem nach derselben alle Gréssen rational 
bekannt sind, welche aus A, B, C, --- und y, z,--- rational zusammen- 
gesetzt sind. 

Eine ganze Function f(#) oder die Gleichung f(x) = 0, deren 
Coefficienten aus irgend welchen Gegebenen rational zusammengesetzt 
sind, heisst irreductibel, wenn es unmdglich ist, f(x) in Factoren ge- 
ringeren Grades zu zerlegen, deren Coefficienten in demselben Sinne 
rational sind. Durch Adjunction neuer Gréssen kann es sich ereignen, 
dass eine bis dahin irreductible Gleichung reductibel wird. 

Es ist bekannt, dass, wenn eine irreductible Gleichung mit einer 
anderen in gleichem Sinne rationalen Gleichung eine Wurzel gemein- 
schaftlich hat, alle ihre Wurzeln dieser Gleichung geniigen. Zwei in 
demselben Sinne irreductible Gleichungen , welche eine Wurzel gemeinsam 
haben, miissen folglich identisch mit einander sein. 

Ein System von Zahlen, die nicht siimmtlich verschwinden und 
die EKigenschaft haben, dass Summe, Differenz, Product und Quotient 
irgend zweier, seien sie verschieden oder identisch mit einander, wieder 
Zahlen des Systems sind, wird nach Herrn Dedekind’s Vorgange 
ein Zahlenkorper genannt. 

Solechen Korper bilden z. B. in jedem Momente der Untersuchung 
die rational bekannten Grossen. . 

Dasselbe gilt, wenn & eine Wurzel der irreductibeln Gleichung 
f(z) =O und m der Grad dieser Gleichung ist, von den rationalen 
Functionen von & oder auch von den siimmtlichen Gréssen 


(2) Ay + AE + AgE? +++ + An b"—, 
bei denen A,, A,, +--+, Am—1 in demselben Sinne rational sind, wie 


die Coefficienten der Gleichung. Kin Kérper dieser Art soll kurz ein 
irreductibler (aus € erzeugter) Koérper vom Grade m genannt werden. 
Da jeder Wurzel der Gleichung ein solcher Kérper entspricht, erhiilt 
man im Ganzen m der Gleichung entsprechende Koérper, welche zu 
einander conjugirt heissen. 
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Satz I. Damit die conjugirten Kérper — was die Gesammtheit 
der in ihnen enthaltenen Zahlen betrifft — mit einander identisch sind, 
ist nothwendig und hinreichend, dass jede Wurzel der irreductibeln 
Gleichung durch jede andere rational ausdriickbar sei. 

Denn, enthalten die den Wurzeln &, & entsprechenden Kérper 
dieselben Zahlen, gehdren also die Gréssen ~ 
(3) Ay + A,’ + Aye? +--+ + Ani: o™ 
fiir alle rational bekannten Werthe der Coefficienten A’ zu den Gréssen 
(2), so findet sich unter diesen auch & selbst; und unter derselben 
Voraussetzung auch € im Kérper der Gréssen (3). — Umgekehrt, wenn 
&' rational durch & ausdriickbar ist, wird jede Zahl (3) zum Kérper 
der Zahlen (2), desgleichen, wenn auch & rational ausdriickbar ist 
durch &, jede Zahl dieses Kérpers zum Koérper der Zahlen (3) gehéren, 
beide Kérper also identisch mit einander sein. 

Der Kérper der Zahlen (2) soll ein Normalkérper heissen, wenn 
er mit den zu ihm conjugirten identisch ist. 

2. Die allgemeinste Frage nun, welche man sich beziiglich der 
Auflésung der Gleichungen stellen kann, ist diese: durch welche (alge- 
braische) Grissen kann eine gegebene Gleichung gelist, d. h. kinnen ihre 
Wurzeln rational ausgedriickt werden? Zu ihrer Beantwortung wird 
man versuchen miissen, der Gleichung successive geeignete Griéssen 
y, 2,-++ zu adjungiren der Art, dass schliesslich ihre Wurzeln rational 
bekannt werden. Um aber diese Operation richtig zu leiten, wird 
man vor Allem klar zu stellen haben, welche Gréssen denn ven vorn- 
herein zu den rational bekannten gehdren. 

Die Coefficienten der Gleichung (1) sind bekanntlich bis anf die 
Vorzeichen gleich den einfachsten symmetrischen Functionen ihrer 
Warzeln a, @,, +++, @,-1, und jede rationale symmetrische Function 
der Wurzeln ist rational durch sie ausdriickbar. 

Ist nun (1) die allgemeine Gleichung n°" Grades, so sind die 
Coefficienten a,, a,, +++, a Unbestimmte und sie allein die Gegebenen. 
In diesem Falle sind die genannten Functionen der Wurzeln auch die 
einzigen Wurzelfunctionen, welche rational bekannt sind; denn eine 
Gleichung 

P (oy, Oy, > +» Gn) = Y(G,, My, +++) Gn), 
in welcher pm, w rationale functionen der Argumente bezeichnen, kann, 
ohne identisch zu sein, nicht bestehen, da die Wurzeln, ebenso wie 
die Coefficienten, Unbestimmte bezeichnen, kann aber nur dann iden- 
tisch sein, wenn @ sich, ebenso wie ~, symmetrisch aus den Wurzeln 
zusammensetzt. 

Dagegen ist klar, dass eine solche Beziehung zwischen den Wur- 
zeln einer Gleichung und ihren Coefficienten, wenn diese bestimmte 
29* 
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Werthe haben, oder von bestimmt Gegebenen A, B, C,... abhiingen, 
sehr wohl mdglich ist, und kénnen dann folglich auch ausser den 
symmetrischen Functionen der Wurzeln noch andere Gattungen ratio- 
naler Wurzelfunctionen existiren, welche als bekannt anzusehen sind. 
Auch leuchtet ein, dass dieser Gattungen stets neue auftreten kénnen, 
wenn durch Adjunction geeigneter Gréssen der Umfang der Gegebenen 
erweitert wird. 

Hieraus ist ersichtlich, dass wir unsere Untersuchung auf die Be- 
trachtung aller rationalen Functionen von den Wurzeln a, @,, - ++, @»—1, 
deren Coefficienten in den Gegebenen A, B, C, --- rational sind, 
werden zu begriinden haben. Diese bilden einen Kérper, welcher 
K heisse. 

Nun folgt bekanntlich aus dem Satze von den dhnlichen Func- 
tionen, dass jede rationale Wurzelfunction rational ausgedriickt werden 
kann durch eine solche Function, welche bei den Vertauschungen der 
n Wurzeln 

N=1.-2-3.---m 
numerisch verschiedene Werthe erlangt. Eine Function dieser Art ist 


Gy = Nighy + hye, + ++ - + In arOn-1 
fiir passende Werthe der h,;; setzt man nimlich z. B. 
he=1, h, =—h, h, = h?, ---, hay = h*"', 


so kénnen zwei bestimmte der N algebraisch verschiedenen Werthe 
von @, hdchstens fiir » — 1 Werthe von h einander numerisch gleich 
sein, und demnach giebt es nicht mehr als 

te 1). 42—) 

2 

verschiedene Werthe von h, fiir welche irgend zwei jener Ausdriicke 
numerisch gleich sein kénnen. Fiir jeden anderen Werth von h miissen 
sie simmtlich von einander verschieden sein, auch leuchtet ein, dass 
h sogar rational, , also im Kérper K gewiahlt werden kann. 

3. Diese verschiedenen Werthe von , sind Wurzeln einer Glei- 
chung P(x) = 0, deren Coefficienten als symmetrische Functionen von 
@, %,,°*-, @,, rational bekannt sind. Die Function P(z) wird jeder- 
zeit, mag man die Gleichung (1) in ihrem urspriinglichen Zustande 
oder nach Adjunction irgend welcher Gréssen betrachten, wie leicht 
zu sehen, in irreductible Factoren desselben Grades zerfallen, weil 
ihre Wurzeln jede durch eine beliebige von ihnen rational ausdriickbar 
sind. Wir bezeichnen* mit G(x) denjenigen irreductibeln Factor von 
P (a), welcher rational bekannte Coefficienten und die Wurzel , hat, 

* seinen Grad mit g, und nennen 


(4) 


@o, @,, Wy, 





*-. *s @g—1 

















yen, 

den 
atio- 
ind. 
nen, 
nen 


in—15 
ind, 
sher 


ine- 
‘den 
der 


; ist 


rthe 
pich 


icke 
sen 
lass 


lei- 
von 
der- 
nde 
icht 
weil 
‘bar 
von 
hat, 











Ueber Galois’ Theorie. 


453 


die Wurzeln der irreductibeln, sogenannten Galois’ schen Gleichung 
(5) G(x) = 0. 

Alsdann sind die Functionen des Kérpers K, weil sie rational 
durch , ausdriickbar sind, offenbar simmtlich gleich einer Zahl der 
folgenden Form: 

(6) Cy + C, 04 + C,@,? + +--+ Cy109", 

in welcher die Coefficienten rational bekannt sind; und umgekehrt 
reprasentirt jede Zahl dieser Form den Werth einer Function des 
Koérpers K. Diese Zahlen bilden wieder einen Kérper G, welcher der 
Galois’ sche Koérper der Gleichung (1) genannt werden soll. Die Zahl 
g heisse sein Grad; sie muss nach der iiber P(x) gemachten Bemerkung 
stets ein Theiler von N sein. 

Der Galois’ sche Korper ist ein Normalkorper, weil (Satz 1.) jede 
der Functionen @,, @,, ---+, @,-1 durch eine beliebige von ihnen 
rational ausdriickbar ist. Setzt man, dieser Bemerkung entsprechend, 
indem man mit 0,, 0,, ---, O,-1 rationale Functionen bezeichnet, 
die Wurzeln der Gleichung (5) in die Form: 

Gy = Oy (Gy), , = O,(), ++ +» Gy—-1 = Oy-1(@p), 
so ist, wenn @ irgend eine Wurzel von (5) bedeutet, fiir jeden Werth i 
aus der Reihe 0, 1, 2,---,g —1 auch 0;(@) eine Wurzel; denn wegen 
der Irreductibilitit der Gleichung (5) wird die rationale Gleichung © 
G[O,(x)| = 0, weil sie die Wurzel m, mit jener gemein hat, durch 
jede Wurzel o derselben erfiillt, und demnach 
G[0;(@)] = 0. 
Wegen der Irreductibilitit der Gleichung (5) wird ferner eine 


Function 
Uy = Cy + C, ay + C05? + +--+ Cyr + gr? 

des Kérpers K dann und nur dann von vornherein bekannt sein, wenn 
= C,---=C,1—0 ist. Ihr Werth bleibt daher ungeindert, 
wenn irgend eine der Gréssen (4) statt m, gesetzt wird; wie denn 
auch umgekehrt eine Function u,, welche bei diesen Substitutionen 
sich nicht andert, als symmetrische Function der Gréssen (4) dar- 
gestellt werden kann, also durch die bekannten Grdéssen rational 
ausdriickbar ist. Die Werthe dieser Functionen bilden einen in G ent- 
haltenen Kérper C, den Kérper der (urspriinglich) bekannten Functions- 
werthe, die Substitutionen aber, welche die Werthe (4) aus , hervor- 
bringen, die Gruppe der Gleichung. (1) (Galois). 

4. Nunmehr betrachten wir eine Function wu) des Koérpers K, deren 
Werth dem Kérper C nicht angehdrt. Die g Werthe derselben, welche 
den Substitutionen der Gruppe entsprechen, werden einer Gleichung 
TT (x) = 0 Geniige leisten, deren Coefficienten als unveriinderliche 
Functionen rational bekannt sind. Mit (a) bezeichnen wir denjenigen 
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irreductibeln Factor von TI(”), welchem die Wurzel u, zukommt, mit 
y seinen Grad, und nennen 


Mg» My, Ma, °°, My—t 
die Wurzelu der irreductibeln Gleichung 
(7) T(x) = 0. 


Die Function «, kann rational durch w, dargestellt werden, was 
in der Gleichung u, = y(@,) ausgedriickt werde. Aus der rationalen 
Beziehung 

T (uo) = Fy(a@) = 0 
folgi aber wegen der Irreductibilitiét der Gleichung (5), dass die simmt- 
lichen Gréssen 
O(a), YO,(@), - ++, PO,-1(@) 
Wurzeln der Gleichung (7) sind. Angenommen nun, unter diesen 
seien mehrere, etwa die ersten h, gleich u,, und folglich 


(8) pO, (@,) = ¥O,(@) = +--+ = W On-1(@p), 


so bestehen diese Relationen auch fiir jede andere Wurzel o der Glei- 
chung (5): 


(9) ~O,(@) = HO, (@) = --- = HO,1(o). 

Die h Wurzeln 
(10) O,(@), O,(@), --+, Ons(@) 
der Gleichung (5) sind aber erstens untereinander verschieden, weil 
z. B. aus der Gleichheit ©, (@) = 0,(@) sich falschlich ©, (@,) = 0,(@,) 
ergiibe. Zweitens sind sie auch von den Wurzeln 
(11) ©,(@), 9, (@), - ++, On—s(@o) 
stimmtlich verschieden, sobald es eine unter ihnen ist; denn, firide 
sich auch nur eine von ihnen unter den Wurzeln (11), so wiirden die 
simmtlichen Gréssen (9) gleich u,, und demnach miissten die Wurzeln 
(10) simmtlich zu den Wurzeln (11) gehéren, welche nach der Voraus- 
setzung ausschliesslich den Werth u, hervorbringen. 

Hieraus ist zu schliessen, dass immer je h von den Wurzeln der 
Gleichung (5) dieselbe Wurzel der Gleichung (7) hervorbringen und 
dass folglich g ein Vielfaches von h, niimlich g = yh sein muss. Man 
gewinnt daher den Satz: 

Satz Il. Hine jede Function des Korpers K, welche nicht selbst 
rational bekannt ist, geniigt einer irreductibeln Gleichung mit rational 
bekannten Coefficienten, deren Grad ein Theiler von g ist. 

Zum Kérper K gehéren insbesondere die Wurzeln der Gleichung 
(1) selbst. Ist diese also irreductibel, so muss ihr Grad ein Theiler 
von g sein. Man findet daher den 

Zusatz. Der Grad des Galois’ schen Kirpers einer Gleichung 
vom Grade n ist theilbar durch n, wenn sie irreductibel ist. 
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Der Wurzel u, der irreductibeln Gleichung (7) entspricht der 
Kérper T aller Zahlen von der Form 
(12) Cy + Cy tty + Cy tty? +--+ + Cyn + Ug" 
mit rational bekannten Coefficienten. Sie enthalten in sich die Zahlen 
des Kérpers C und gehdren selbst insgesammt zum Galois’schen 
Kérper G der Gleichung (1). 

5. Satz Ill. Wird nun die Function u, der Gleichung (1) ad- 
jungirt, so erweitert sich der Korper der rational bekannten Functions- 
werthe, der urspriinglich C ist, zwm Korper T. Gleichzeitig aber wird 
die bisher irreductible Galois’ sche Gleichung reducirt; denn die nach 
Adjunction von uw, rationale Gleichung 
(13) y (xr) — w% =O 
hat, wie gezeigt, nur noch die h Wurzeln 

Oo (@), 94(@%), ++ >, On-1(@o) 
mit der Gleichung (5) gemeinschaftlich. Nennt man also 
(x, Uy) 
denjenigen in uw, irreductibeln Factor von G(x), welchem die Wurzel 
o, zukommt, so ist die Gleichung 
(14) G(x, uy) =O 
vom Grade g = h. 

Denn zuniichst kann ihr Grad g nicht grdsser sein als h, weil 
sonst die Gleichung (13) mehr als h Wurzeln mit der Gleichung (5) 
gemeinsam haben miisste. Andererseits erhilt man, wenn wu eine Un- 
bestimmte bedeutet, indem man G(x) durch (wv, w) theilt, eine Glei- 
chung von der Form: 

G(x) = G(a, u)- O(a, u) + Ra, w), 
worin Q und R ganze Functionen von 2 und w bezeichnen, deren 
letztere beziiglich 2 von kleinerem Grade ist als (§. Man findet hieraus 
die Identitit , 

R(x, uy) = 9, 

weil diese Beziehung durch jede Wurzel von (14) erfiillt werden muss; 
d. h. die Coefficienten von R(w#, u) verschwinden siimmtlich fiir vu = u, 
und folglich wegen der Irreductibilitét der Gleichung (7) auch fiir 
U= Uy, Uy, >**, Uya1- Hieraus folgt, dass G(«) durch jede der 
Functionen 

G(x, My), G(w, uy), +--+, GW, wy) 
theilbar ist. Das Product dieser Functionen ist aber eine ganze lunc- 
tion von 2 vom Grade gy, deren Coefficienten als symmetrische Func- 
tionen der Wurzeln von (7) in den Zahlen des Kérpers C rational 
sind, und welche, weil sie mit der in demselben Sinne rationalen und 
irreductibeln Function G(#) gemeinsame Wurzeln hat, durch diese 
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Function vom Grade hy theilbar ist. Da folglich g Sh, so findet 
sich durch Vergleichung mit der bereits erlangten Beziehung g < h, 


wie behauptet, 9 = h = . : 


Satz IV. Durch Adjunction von u, wird demnach die urspriing- 
liche Galois’ sche Gleichung vom Grade g durch die neue Galois’ sche 


Gleichung (14) nur noch vom Grade £, und folglich der urspriingliche 
Galois’ sche Korper der Gleichung (1) vom Grade g durch einen neuen 
nur noch vam Grade : ersetat, dessen Coefficienten die Zahlen des 
Korpers T sind. 

Werden mehrere Functionen des Kérpers K, z. B. 
(15) Uy, Uy’; coe, gem 
adjungirt, so kommt*dies auf die Adjunction einer einzigen passend 
gewahlten Function dieses Kérpers zuriick. Denn in dem Ausdrucke 

Uy = Ty ty’ + Igy” + + + + Pmt 

lassen sich fiir die h; (vgl. Nr. 2.) rationale Werthe so wihlen, dass 
bei. jeder Vertauschung der Wurzeln, welche wenigstens eine der 
Functionen veraindert, auch w, sich andert; waihrend natiirlich u, un- 
geindert, bleibt, sobald die Functionen (15) gleichzeitig ihren Werth 
behalten. Der so bestimmten Function u, sind also simmtliche Func- 
tionen (15) ahnlich und kénnen demnach durch u, rational ausgedriickt 
werden. Der Kérper, welcher in rationaler Weise aus den Groéssen (15) 
entsteht, muss daher identisch sein mit demjenigen, der in gleicher 
Weise aus u, hervorgebracht wird. 

6. Sei jetzt [ ein beliebiger in G enthaltener Kérper (doch wird 
stillschweigend vorausgesetzt, dass [ von C und von G selbst ver- 
schieden sei), dessen Glieder, wie alle in G enthaltenen, die Werthe 
von Functionen des Kérpers K bezeichnen. 


Wir wollen die Grissen (15) unabhiingig von einander nennen, 
wenn eine Gleichung 


hey tty + hegttg” + + + him + Ug = 0 


mit rational bekannten Coefficienten nur dann bestehen kann, wenn die 
letatern gleich Null sind. 


Demgemiss wird man im Kérper [ eine gewisse grésste Anzahl, 



































welche g nicht erreicht, von unabhangigen Gliedern w,', wu)", - + -, 9” 
angeben kénnen der Art, dass jedes andere Glied U von [ in der Form 
(16) U = k, Uy + k, tho + * 2 ¢ of kmuy™ 


mit rational bekannten Coefficienten darstellbar ist. Denn da die 
Gréssen (15) dem Kérper G angehéren, erhilt man m Gleichungen 
von der Form: 








welch 
hing 
abhat 
den | 
Korp 


Bem: 
eine! 
dere: 
der | 
Dem 


dure 
in j 
Uy | 
duc 
No 
der 
bri 


de 
di 


so 






adet 
= h 


~ "2 


ing- 
sche 
iche 
wen 

des 


end 
cke 


lass 
der 
un- 
rth 
ne- 
ickt 
45) 
her 


rird 
rer- 


the 


die 


hl, 


A aed 
rm 


die 
en 





Ueber Galois’ Theorie. 


Uy = Cy + Cy tg +++ ++ Cy-1 + =" 
uy” = Oo" + CO," +--+ C1 - og 
um = Om + CMa, +--- oo. - @-1, 
welche gegen die Voraussetzung iiber die Gréssen (15) nicht unab- 
hingig sein kénnten, wenn m > g wire, fiir m= g aber, da sie un- 
abhiingig von einander sein sollen, gestatten wiirden, @, und damit 
den gesammten Kérper G in der Form (16) auszudriicken d. i. dem 
Kérper [ einzuverleiben. *) 

Ersetzt man nun die Functionen (15) nach dem in voriger Nr. 
Bemerkten durch eine einzige Function u,, welche, wie gezeigt worden, 
einer gewissen irreductibeln Gleichung [(”) = 0 vom Grade y geniigt, 
deren Coefficienten’ in den Zahlen des Kérpers C rational sind, so wird 
der Kérper [ identisch mit dem Kérper der Zahlen von der Form (12). 
Demnach ist m = y; denn die siimmtlichen Zahlen dieses Kérpers sind 
durch die y unabhingigen Groéssen 

1, Uo» Uy”, pa Ut" 
in jever Form mit rational bekannten Coefficienten darstellbar. 

Dies Resultat lisst sich folgendermassen aussprechen: 

Satz V. Zu jedem in G enthaltenen Korper T gehort eine Function 
u, des Kérpers K von der Art, dass T als ein aus u, gebildeter irre- 
ductibler Korper dargestellt werden kann. 

Dies vorausgeschickt, nehmen wir an, [ sei ein in G enthaltener 
Normalkérper, welcher selbst keinen Normalkérper weiter umfasst. 

Die Wurzeln 





Ug, Uy, °° *y Uy—-t 
der irreductibeln Gleichung ['(7) = 0, deren jede den Kérper [ hervor- 
bringt, sind alsdann (nach Satz I.) rational durch u, ausdriickbar ; und 
weil Gleiches von jeder rationalen Function der Wurzeln uo, u,, - > + Uy—1 
der Gleichung [(#) =O gilt, ist [ mit dem Galois’schen Korper 
dieser Gleichung identisch. 

Letzterer kann demnach keinen Normalkérper enthalten. Denn 
sonst gabe es eine rationale Function der Grossen wu), %,, +++, Uy—1: 
t= (Uy, Uy, = ++, Uy), 
welche zu ihm gehdrt und einer irreductibeln Gleichung ['(”) = 0 
geniigt, deren Wurzeln rational unter einander ausdriickbar sind. Die- 
selbe Function ¢ ist aber auch eine gewisse in K enthaltene Function 
VON @, @,, +++, @,1, und wegen der genannten Kigenschaften der- 
selben wiirde, wenn sie der Gleichung (1) adjungirt wird, der Koérper 
der rational bekannten Functionswerthe sich (nach Satz III.) zu dem 
aus ¢ gebildeten Normalkérper erweitern, dieser aber gegen die Voraus- 


*) Vgl. Vorl. iib. Zahlenth, v. Dirichlet, 3. Aufl, p, 466. 
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setzung in [ enthalten sein, da ¢ selbst, als rationale Function von u, 
darstellbar, diesem Kérper angehort. 

Die Betrachtungen der letzten drei Nummern, welche wir zunichst 
auf den urspriinglichen Zustand der Gleichung (1) bezogen haben, 
werden oftenbar ihre Giiltigkeit auch dann behalten, wenn sie auf 
einen Augenblick bezogen werden, in welchem derselberi bereits eine 
oder mehrere Functionen des Kérpers K adjungirt worden sind. 

7. Wir wollen eine irreductible Gleichung, deren Wurzeln rational 
unter einander abhangen und fiir welche der Galois’sche Kérper keinen 
Normalkérper enthalt, hinfort kurz eine einfache Gleichung (C. Jordan) 
nennen. Bei solcher Ausdrucksweise lehren die vorausgeschickten Be- 
trachtungen den Satz, dass die Auflisung jeder Gleichung auf die von 
einfachen Gleichungen zuriickfiihrbar ist. 

Denn zuvérderst darf offenbar die gegebene Gleichung (1) als 
irreductibel vorausgesetzt werden, widrigenfalls man nur jeden ihrer 
irreductibeln Factoren successive gleich Null zu setzen und in der 
nachfolgenden Weise zu behandeln hiitte. 

Enthalt nun der Galois’sche Kérper G der Gleichung (1) einen 
Normalkérper, so wird man diesen, wie leicht einzusehen, stets so 


wihlen kénnen, dass er selbst keinen Normalkérper weiter enthiilt.’ 


Kine zu diesem Kérper [ gehérige Function «, von den Wurzeln der 
Gleichung (1) leistet dann einer einfachen Gleichung [ (~) = 0 Geniige, 
und ihre Adjunction d. i. die Auflésung dieser Gleichung erweitert den 
Koérper C der urspriinglich bekannten Functionswerthe zum Korper [, 
indem sie gleichzeitig die urspriingliche Galois’sche Gleichung G (a7) = 0 
vom Grade g durch eine neue 

% (x, uw) =O 


vom kleineren Grade g = : ersetzt. Der Galois’sche Korper der 


Gleichung (1) ist nunmehr identiseh mit der Gesammtheit der Zahlen 
von der Form 

To +0, oy + 0,0. + +--+ 1-1: @,-', 
worin die Coefficienten die Zahlen des Kérpers [ bedeuten. 

Enthalt jener Kérper wieder noch einen Normalkérper in sich, so 
kann man mittels derselben Betrachtung eine neue einfache Gleichung 
l(a) =O vom Grade y' einfiihren, bei deren Auflésung die neue 
Galois’sche Gleichung durch eine dritte von noch kleinerem Grade 


j= , ersetzt wird; und kann solange in gleicher Weise fortfahren, 


als der neue Galois’sche Korper noch einen Normalkérper enthilt. 
Da die Grade der Galois’schen Gleichungen aber nicht ohne Ende 
abnehmen kénnen, muss endlich der Fall eintreten, dass der Galois’sche 
Kérper keinen Normalkérper mehr enthiilt; dann ist aber die ent- 
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sprechende Galois’sche Gleichung selbst eine einfache, und durch ihre 
Auflésung werden alle Functionen, welche der Kérper K enthiilt, 
bekannt und die Gleichung (1) aufgelést. 

Hieraus entnehmen wir das wichtige Princip, dass es, statt einer 
gegebenen Gleichung die Wurzeln einer beliebigen anderen zu adjungiren, 
geniigen wird, ihr successive die Wurzeln der einfachen Gleichungen 
zu adjungiren, auf deren Auflésung diese letztere zuriickkommt. Wenn 
wir uns demnach jetzt die Frage stellen, welche Wirkung es auf die 
Gleichung (1) habe, wenn wir ihr die Wurzeln irgend einer anderen 
Gleichung adjungiren, ‘so diirfen wir diese letztere als einfach voraus- 
setzen. 

8. Es sei in irgend einem Momente der Untersuchung C’ der 
Kérper der rational bekannten Functionswerthe, G’ der Galois’sche 
Kérper der Gleichung (1), und 
G’ (x) = 0 


die entsprechende Galois’sche Gleichung vom Grade g. Wir be- 
zeichnen mit 
(17) p(x) =0 


eine Gleichung vom Grade p mit gegenwirtig rational bekannten 
Coefficienten, und ihre Wurzeln mit ' 


By, By, +++, Bp 
Dieser Gleichung entspricht dann eine gewisse Galois’sche Gleichung 
H(a) = 0 
vom Grade g und ein Galois’scher Kérper, welcher H heisse. 

Die Kérper G’ und H werden gewisse Glieder gemeinschaftlich 
haben, welche, nach der Natur der Zahlenkérper, in ihrer Gesammt- 
heit einen besonderen Kérper [ (den gréssten gemeinschaftlichen 
Theiler von G’ und H — Dedekind —) bilden. Seine Glieder re- 
prisentiren die Werthe derjenigen Functionen von den Wurzeln der 
Gleichung (1), welche auch als rationale Fuuctionen von den Wurzeln 
der Gleichung (17) mit rational bekannten Coefficienten dargestellt 
werden kénnen, und daher nach Auflésung dieser Gleichung rational 
bekannt werden. Ist demnach der Kérper [, welcher C’ nothwendig 
in sich enthilt, von C’ verschieden, so kann er, als in G enthalten, 
nach Satz V. durch eine Function «) von den Wurzeln der Gleichung 
(1) hervorgebracht werden, welche einer, in den Zahlen des Korpers 
C’ rationalen und gegenwiirtig irreductibeln Gleichung [(x) = 0 vom 
Grade y geniigt, und folglich sind die Glieder des Kérpers [ identisch 
mit der Gesammtheit der Zahlen von der Form: 


Cy + Cy tty + Cyt? + + + Gas mgt, 


in welcher die Coefficienten rational bekannt sind, 
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Nun sind die Wurzeln der Gleichung [ (x) = 0 einerseits ver- 
schiedene Werthe der Function u, von den Wurzeln a, a, +--+; @n—1. 
Andererseits sind die Glieder des Kérpers [, insbesondere auch u, 
selbst in H enthalten, also mittels B,, B,, - - -, Bp—1 rational ausdriickbar; 
und da [(x) =O die irreductible Gleichung mit rational bekannten 
Coefficienten ist, der # geniigt, so sind deren Wurzeln auch ver- 
schiedene Werthe von wu, als einer Function von den Warzeln 
By, Bi, -* +, Bpa, sie sind also selbst rationale Functionen dieser 
Wuarzeln und demnach simmtlich Glieder des Kérpers [ und kénnen 
eine jede, so gut wie u,, benutzt werden, um diesen K6rper zu er- 
zeugen. 

Das heisst aber nichts Anderes, als dass [ ein — in G’ sowohl, 
wie in H — enthaltener Normalkorper ist. 

Indem man nun die Gleichung (17) auflést, erweitert man nach 
der Voraussetzung den Kérper C’ zum Korper [ d. bh. man adjungirt 
die Function u, oder lést die Gleichung [(#) =O auf. Hierdurch 
aber wird nach Satz IV. der Grad des Galois’schen Kérpers G’ der 


Gleichung (1) auf g” -* erniedrigt. Und da der Kérper [ und die 


Gleichung [(z)=—0O zur Gleichung (17) in demselben Verhiltniss 
stehen, wie zur Gleichung (1), wird die Auflésung der letztern den 
Grad des Galois’schen Koérpers H der Gleichung (17) auf q = 7 
reduciren. Man findet hieraus: 

Satz VI. Wenn die Auflisung der Gleichung (17) den Grad g 
des Galois’ schen Koérpers von (1) auf g” erniedrigt, so erniedrigt wm- 
gekehrt die Auflisung dieser Gleichung den Grad q des Galois’ schen 
Korpers jener auf q', in der Weise, dass 

$.'% 


ps 
ist. 

9. Wird nun die bisher beliebige Gleichung (17) als einfach vor- 
ausgesetzt, so enthalt H als Galois’scher Kérper derselben keinen 


Normalkérper ausser sich selbst, und folglich muss dann .[ mit ZH : 


identisch sein. Hieraus folgt einerseits, dass jedes Glied von H, ins- 
besondere jede Wurzel der Gleichung (17) eine zu G’ gehdérige Zahl 
d. i, eine Function der Wurzeln a, @,, ---, G1 ist; andererseits 
muss y =q, und da bei einfachen Gleichungen (vgl. Nr. 6.) der Grad 
. des Galois’schen Kérpers gleich dem der Gleichung ist, y = p sein. 
Man gewinnt folglich den wichtigen 

Satz VII. Der Kérper der rational bekannten Functionswerthe 
einer Gleichung kann durch Auflosung einer einfachen Gleichung nur 
dann sich erweilern, wenn die Wurzeln der leteteren rationale Functionen 
von den Wurzeln der ersteren sind. Bei eintretender Erweiterung wird 
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der Grad der Galois’ schen Gleichung in der Weise reducirt, dass er 
durch den Grad der einfachen Gleichung getheilt wird. 

Versetzen wir uns demgemiiss in einen Augenblick, in welchem 
der Gleichung (1) bereits eine oder mehrere Functionen des Kérpers 
K adjungirt sein kénnen, so werden, bei Beibehaltung der obigen 
Bezeichnungen, die Functionen des Kérpers K siimmtlich durch die 
Zahlen von der Form 

Cy + OC; ey + Cy’? + ++ + Cys og 

reprasentirt sein, in welcher die C; die Zahlen des Kérpers C’ sind, 
und werden es solange auch bleiben, als die Adjunction anderer 
Gréssen den Koérper C’ der rational bekannten Functionen nicht er- 
weitert, insbesondere also solange nur solche Hilfsgleichungen auf- 
gelést werden, deren Waurzeln nicht rationale Functionen von den 
Wurzeln der gegebenen sind. Wird aber durch Auflésung einer ein- 
fachen Gleichung (17) vom Grade p, deren Coefficienten von den zuvor 
Adjungirten abhingig sein kénnen, der Kérper C’ zu einem in G’ 
enthaltenen Normalkérper [ erweitert, so wird offenbar dasselbe auch 
ohne die Hilfsgleichungen durch Adjunction einer Function u, des 
Koérpers K geleistet, welche einer in den Zahlen des Korpers C’ ratio- 
nalen und vor Auflisung der letzten Hilfsgleichung irreductibeln Gleichung 
T(z) = 0 vom Grade y = p geniigt. 

Und diese Bemerkung lisst sich nunmehr auf jeden spitern Mo- 
ment der Untersuchung iibertragen. 

10. Da wir fiir diese Untersuchung uns vorgesetzt haben, die Be- 
dingung fiir die algebraische Auflésbarkeit einer Gleichung von einem 
Primzahlgrade zu bestimmen, beschrinken wir uns nun auf die Be- 
trachtung derjenigen Gleichungen, welche nach Herrn Kronecker’s 
Vorgange Abel’sche Gleichungen genannt werden und durch den 
Umstand charakterisirt sind, dass, wenn ihre Wurzeln in bestimmter 
Weise cyklisch geordnet werden, eine jede von ihnen die gleiche 
rationale Function von der vorhergehenden ist. Die Theorie derselben*) 
wird hier als bekannt vorausgesetzt und nur in Erinnerung gebracht, 
dass eine Abel’sche Gleichung, deren Grad eine zusammengesetzte 
Zahl ist, auf andere von Primzahlgraden zurtickgefiihrt werden kann. 
Letztere aber sind einfache Gleichungen; denn, da der Grad ihres 
Galois’schen Kérpers (vgl. Ende von Nr. 6.) ihrem Grade selbst 
gleich also eine Primzahl ist, kann kein anderer Kérper in Letzterem 
enthalten sein ausser dem der rational bekannten Functionswerthe. 

_ Dies vorausgeschickt, sei p eine Primzahl, € eine Wurzel der 
Gleichuug 








*) Abel, mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles algébrique- 
ment, O. compl. I, p. 114, sowie auch Cr, J. Bd. 4, p. 26. 
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(18) eS, 


xz—1 


und 79,71) °**, Yp—1 die Wurzeln der Gleichung 
(19) 2? =A, 
in welcher A rational bekannt. Da man jene p Wurzeln in solcher 
Weise wiihlen kann, dass 

Vi = b+ Yor Yo HE My tr Yo EM pes 
und folglich jede von ihnen dieselbe, nach Adjunction von & rationale 
Function der vorhergehenden ist, wie die erste von der letzten, so 
ist die binomische Gleichung (19) nach Adjunction von & eine Abel’ sche 
Gleichung; dasselbe gilt aber bekanntlich von der Kreistheilungs- 
gleichung (18), und demnach kann man mit Beachtung der vorauf- 
geschickten Bemerkung sagen, dass die Ausziehung einer Wurzel von 
einem Primzahlgrade, folglich offenbar jede Wurzelausziehung und 
demnach auch die Lésung jeder durch Wurzelausziehungen auflésbaren 
Gleichung auf eine Reihe von Abel’schen Gleichungen von Prim- 
zahlgraden zuriickfiihrbar ist. 

Da umgekehrt jede Abel’sche Gleichung algebraisch auflésbar 
ist, gewinnt man zuniichst das Resultat: Kine Gleichung ist dann 
und nur dann algebraisch auflisbar, wenn sie durch Abel’ sche 
Gleichungen von Primzahlgraden auflisbar ist. 

Verfolgen wir nun die Phasen der Auflésung bei einer algebraisch 
lésbaren Gleichung (1), wie sie den successive aufzulésenden A bel’schen 
Gleichungen von Primzahlgraden entsprechen! 

Nachdem méglicherweise die Auflésung einer oder mehrerer solcher 
Gleichungen den Korper der bekannten Functionswerthe und folglich 
die Gestalt des Galois’schen Kérpers der Gleichung (1) nicht ver- 
findert, sei p(x) = 0 eine Abel’sche Gleichung vom Primzahlgrade p, 
deren Aufliésung jenen Kérper zum Korper [ erweitert. Nach Nr. 8. 
ist [ ein Normalkérper und kann diese Erweiterung (vor. Nr.) auch 
ohne die Hilfsgleichungen geleistet werden durch Adjunction einer 
Function «, des Koérpers K, welche einer irreductibeln Gleichung 
T(z) = 0 des Grades y = p mit rational bekannten Coefficienten ge- 
niigt; diese Gleichung ist aber eine Abel’sche Gleichung, da ibre 
Wurzeln rational von einander abhiingig sein miissen und ihr Grad 
eine Primzahl ist. Da nunmehr und in jedem folgenden Stadium der 
Untersuchung dieselbe Betrachtung sich wiederholen lisst, so erkennt 
man, dass die Wurzeln der siimmtlichen Abel’ schen Gleichungen, die 
zur Lisung der gegebenen dienen, als Functionen des Korpers K vor- 
ausgesetzt werden diirfen. 

Sind y’, y", vy’, --- die Grade dieser successiven Abel’schen 
Gleichungen, [’, [", [’", - - - die Normalkérper, zu denen sie allmihlich 
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den Koérper C erweitern, so sind jene Zahlen auch die Grade dieser 
Korper, und die Auflisung einer jeden Hilfsgleichung erniedrigt jedesmal 
(Sate VII.) den Grad der augenblicklichen Galois’ schen Gleichung in 
der Weise, dass er durch den Grad der aufgelisten Gleichung getheilt wird. 

11. Betrachten wir nunmehr eine algebraisch auflisbare irreductible 
Gleichung 
(1) F(x) = 0 
vom Primzahlgrade n. 

Der Grad g ihres urspriinglichen Galois’schen Kérpers wird 
dann (Satz Il., Zusatz) durch » theilbar sein, aber durch keine héhere 
Potenz von n, weil g in 1-2-3---+m enthalten ist; und wird bei 
der successiven Auflésung derjenigen Abel’schen Gleichungen von 
Primzahlgraden, welche zur Auflésung der Gleichung (1) sich eignen, 
auch solange durch  theilbar bleiben, als keine dieser Gleichungen 
vom Grade » ist (s. vor. Nr.). Damit aber die Gleichung (1) schliesslich 
aufgelést werde, muss der Grad der Galois’schen Gleichung bis auf 
1 herabsinken; es muss also ein Augenblick eintreten, in welechem der 


Grad dieser Gleichung — sie heisse dann G(x) = 0, ihr Kérper G, 
der gemeinsame Grad beider g -- noch durch n theilbar ist, bei 


Auflésung einer Abel’schen Gleichung [ (x) = 0 vom Grade n jedoch 
durch eine andere (2) = 0 mit dem Kérper © ersetzt wird, deren 


(i) 
Grad g = £ nicht mehr durch » theilbar ist. 


Vor dieser Auflésung muss die Gleichung (1) noch irreductibel 
sein; denn wiirde sie im Gegentheil schon bei Auflésung einer der 
friiheren Abel’schen Gleichungen vom Primzahlgrade p reducirt, und 
nennten wir 

thy Uy) oy Up—t 
die Wurzeln derselben und f(a, u,) einen jetzt irreductibeln Factor von 
F(x) von méglichst kleinem Grade, so wiirde F(x), wie man leicht 
sieht (vgl. Nr. 4.), durch jede der Functionen 


f(@, Uy), F(%, My), ++ +> F(@, Up) 

theilbar, welche siimmtlich in gleichem Sinne irreductibel sein miissten, 
weil sie simmtlich in «, rational wiiren und keinen in demselben 
Sinne rationalen Factor von geringerem Grade wie f(%, u)) enthalten 
kénnten. Da das Product jener Factoren Coefficienten hiitte, welche 
dem Kérper der, vor Auflésung der Abel’schen Gleichung bekannten 
Werthe angehéren, miisste es durch die zur selben Zeit irreductible 
Function F(x) theilbar und offenbar eine Potenz von F(x) sein, weil 
es keine anderen Wurzeln hat, wie F(x) selbst. Man gewinne also 
eine Gleichung von der Form: 


F(a) = f(@, uy) + F(@, M4) +» + F(@, Up-r). 
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Nun kénnten zwei der irreductibeln Factoren nur entweder ohne ge- 
meinsame Wurzeln oder ginzlich mit einander identisch sein; in der 
vorstehenden Gleichung miissten daher je 4 Factoren einander gleich, 
folglich p ein Vielfaches von 4 also A= 1 und 


F(x) = f(x, U9) - f(@, m) +++ f(@, Up) 
sein, was erfordert, dass die Primzahl » theilbar durch p, also n = p 
wire. Dann wiirde aber durch Auflésung jener A bel’schen Gleichung 
der vorstehenden Formel gemiss F(x) in Linearfactoren zerlegt, die 
Gleichung (1) also aufgelést, und der Grad g® kénnte nicht mehr 
durch » theilbar sein. 

Nach Auflésung der Gleichung [(v) = 0 aber kann F(x) (nach 
Satz II., Zusatz) nicht mehr irreductibel sein, und folglich wird durch 
Wiederholung der eben angestellten Betrachtung, wenn wu, u,, - + +, Ua—t 
jetzt die Wurzeln der Gleichung [(«) = 0 bezeichnen, eine Gleichung 
von der Form 

F(z) 7 f(x, Uo) ° f(x, Uy) f(x, Un—t) 

d. i, eine Zerlegung von F(x) in Factoren ersten Grades erhalten. 
Die Gleichung (1) wird also durch Adjungirung von u, aufgeldst. 
Da hiernach der Grad der Galois’schen Gleichung, welcher vorher g‘’ 
war, durch Adjunction von «, auf 1 herabsinken muss, kann g“ nur 
gleich m sein; dann ist aber der Kérper G“ vom Grade n identisch 
mit jedem der irreductibeln Koérper, welche durch die Wurzeln 
&y, Oy, ***, G1 der gegebenen Gleichung hervorgebracht werden. 
Mit andern Worten: ein jeder von diesen ist ein Normalkérper, folglich 
die Wurzeln der Gleichung (1) rational von einander abhiingig und 
die Gleichung (1), weil ihr Grad eine Primzahl, eine Abel’sche 
Gleichung. 

Damit also die Gleichung (1) algebraisch auflisbar ist, muss sie 
nach Adjunction der Wurzeln einer gewissen Abel’schen Gleichung 
selbst eine solche werden. 

12. Hieraus liasst sich das Kriterium fiir die algebraische Auf- 
lésbarkeit der Gleichung (1), welches von Galois gegeben worden ist, 
folgendermassen herleiten. 

Zur einfacheren Darstellung nehmen wir einmal an, es bediirfe, 
um die Gleichung (1) zu einer Abel’schen zu machen, der Auflésung 
nur zweier solcher Gleichungen. Die erste von ihnen sei 


l(a) = 0 
mit den Wurzeln u,',u,, --+, Wy-1, die andere, deren Coefficienten 
in 4,’ rational sein kénnen, 

r (x) =0, 


und ihre Wurzeln u,", «,",- + -, #’y:-1. Nach Adjunction von wu,’ und u,” 
reducirt sich die urspriingliche Galois’sche Gleichung 
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» ge- G(a)—= 0 
fe vom Grade ny'y” auf eine andere 
e 

ich, G®) (xz) = 0 


vom Grade », deren Wurzeln, wenn © eine rationale Function be- 
deutet, gleich 


=a 
hung (20) @o, O(@,), ©? (a), tiie: O"-* (a9) 
, die gesetzt werden kénnen; und die gegebene Gleichung wird dadurch zu 
mehr einer Abel’schen, d. h. sie wird aufgelést, wenn noch eine ihrer 

Wurzeln, etwa «,, als bekannt angesehen wird. 
nach Die gleichzeitige Adjunction von «,, ,, wu,” ist daher gleich- 
urch bedeutend mit der Adjunction von @,, und folglich indert jede Sub- 
“e—t stitution der Gruppe, weil sie w, veriindert, wenigstens eine der drei 
hung Gréssen ty, ty, ty’ 

Da die Wurzeln (20) der Galois’ schen Gleichung dieselben Werthe 

von w und «, hervorbringen (Nr. 4.), so findert die Substitution, 
ten. welche @, in Q(@,) verwandelt, die Wurzel a, und zwar stellt sie, 
lost. da sie erst nach m-maliger Wiederholung zu q, zuriickfiihrt, und n 
rg eine Primzahl ist, offenbar eine cyklische Vertauschung zwischen den 
nur n Wurzeln vor, durch welche etwa 
tisch 
rzeln n se 
‘den. Oy Oy Oy + + + Oy 
zlich tibergeht. 
und Nach Adjunction von a, allein wiirde aber die Gleichung G(x) = 0 
sche auf eine andere 

G, (x) = 0 

3 sie vom Grade y’y” reducirt werden (Nr. 5.), deren Wurzeln, welche als 
hung rationale Functionen von @, mit 
Auf- 0, P' (@), P’ (Gy), +++, 1(@), - > 
1 ist, bezeichnet werden kénnen, denselben Werth von a, hervorbringen, 

mit andern Worten: die Substitutionen, welche @, in g’(@,), ” (@) 
lirfe, -- + 4(@,), +++ Verwandeln, lassen «, ungeiindert, vertauschen vielmehr 
sung nur die anderen Wurzeln und miissen uw), #) in ihre verschiedenen 

Werthe verwandeln. 

Man kann demnach (Nr. 4.) die ny’ y” Wurzeln der Galois’schen 

Gleichung in der Weise ordnen: 

nten 
@o » Y (@,), sv 1(@p); OFtL, 
it (21) O(a), Og’ (@),>-° Ox(@),° 
O"-* (ey), OPH (Wy), ++ | OY (@o)y 2 ++ | 0+ 
Mathematische Annalen, XVIII. 30 
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dass jeder Verticalreihe einer der Werthe von u,’, insbesondere den 


erst 
Verticalreihen der ersten Abtheilung die einzelnen Wurzeln der letzten x (6 
Abel’schen Hilfsgleichung, jeder der unterschiedenen Abtheilungen 
aber einer der Werthe von u, entspricht. Die Substitutionen also, alec 
welche z. B. die Glieder der zweiten Verticalreihe in einander ver- 
wandeln, sind diejenigen Substitutionen der Gruppe, welche wu,” nicht i 
iindern; sie miissen aber, da u,", u,” rational durch einander ‘aus- 
driickbar sind, iibereinstimmen mit denjenigen, welche u,’ nicht ver- 
iindern; es muss also z. B. Og'(@,) aus g'(@,) entstehen durch die als 
Substitution, welche @, etwa in 0*(@,) verwandelt, also 
Og’ (a@,) = y O*(a,) 
sein. Setzt man nun 
@y = G (Gy, Oy, >> -, &—1) ins 
; Y (Gy) = @(ay,, hy, +++, &y, 4), 
so findet sich 
O(a) = a(a,, aes @) fol, 
: Og’ (a) = @(My, y+ + +) My), 
desgleichen Es 
YP 9% (@) = @ (G44 y,, Gatyr** *) a tyn1)) Su 
wobei die Indices (mod. m) zu nehmen sind, und folglich die Beziehung 5 
zw 
Y2+1 — a+ y,(mod. n) bay 
und allgemeiner 2% 
Yepo—ab + ys. oa 
Hieraus aber folgt, wenn ¢ = 0 gesetzt und dann b mit 2 bezeichnet Vo 
und beachtet wird, dass y, = 0 sein muss, ‘ie 
y; == @- &. 

Die Substitutionen also, welche @, in g'(@,), p’(@,), ... ver- ein 
wandeln, haben simmtlich die Form (2) d. h. sie verwandeln den lin 
Index z in az, wenn a eine Zahl bedeutet, welche durch » nicht theil- sins 
bar ist. Dem Schema (21) gemiiss entstehen daher die Substitutionen i 
der Gruppe, welche «, nicht verindern und der ersten Abtheilung he 
entsprechen, indem Substitutionen von der Form (a2) mit den Wieder- ge 
holungen der cyklischen Substitution (: 4 i) zusammengesetzt werden, Al 
und haben demnach simmtlich die lineare Form dic 

‘ z : eil 
(22) bs +. ») 

Die Substitutionen ferner, welche die Glieder der zweiten Ab- + 
theilung in einander verwandeln, sind diejenigen Substitutionen der 
Gruppe, welche wu,’ nicht indern, und miissen, da u,', u,' rational durch 19 
einander ausdriickbar sind, mit denjenigen iibereinstimmen, welche der 
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ersten Abtheilung zugehéren. Demnach entsteht z. B. © y(@,) aus 
7 (@,) durch eine lineare Substitution. Setzt man wieder 


1 (@) _ @ (ay, @yi9 °° @y, 1) 
also 


0 x(@,) = @(My,, Hy, ++ °, ay), 


so ergiebt sich hieraus eine Relation vpn der orm 


Y: 41 — e+ y. + d(mod. n) 


also 
y, =a 
Yo =ed+d 
ye =e l'd+e%d+---4+d, 
insbesondere 
: c*"—1 
Yn =d- TSE 
folglich, da y, = y, = 0 ist, c = 1 (mod. m) und 
Y, =d-z. 
Es entsteht daher auch jede der Gréssen y(@,), --- mittelst einer 


Substitution von der Form (a2) aus @,, und folglich sind auch die der 


zweiten, in gleicher Weise aber auch die den folgenden Abtheilungen 
entsprechenden Substitutionen d. h. die Substitutionen der Gruppe 
iiberhaupt siimmtlich von der Form (22). 

Da endlich unsere Betrachtung offenbar unabhingig ist von den 
Voraussetzungen, welche wir, um die Darstellung zu vereinfachen, 
eingefiihrt haben, ergiebt sich 

Der Galois’sche Sate: Damit eine irreductible Gleichung von 
einem Primzahlgrade algebraisch auflisbar ist, darf ihre Gruppe nur 
lineare Substitutionen enthalten. 

Es wiirde leicht sein, zu beweisen, dass diese Bedingung auch hin- 
reichend ist*), Doch ziehen wir es vor, aus den vorstehenden Be- 
trachtungen diejenige andere Form des Galois’schen Kriteriums 
herzuleiten, welche von Herrn Kronecker gegeben und als die 
geeignetere bezeichnet worden ist**). 

13. Man kann die successive Adjunction je einer Wurzel der i 
Abel’schen Hilfsgleichungen, deren Grade »’, y”, ---, y seien, durch 
die Adjunction einer einzigen Function U, ersetzen, welche (Nr. 4.) 
einer irreductibeln Gleichung 

H(z) =0 


*) 8S. z.B. Serret, Handb. d. héheren Algebra, deutsch von Wertheim, 
1868, Bd. 2, pag. 519. 
**) Ebendas. pag. 535, oder auch Monatsber. d. B. Ak. 1853. 
30* 
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vom Gradeh= y'y” - - - y Geniige leistet mit von vornherein bekannten 
Coefficienten. In dem Schema (21) wird dann jeder Verticalreihe einer 
der verschiedenen Werthe von U,, welche die Wurzeln der genannten 
Gleichung sind, zugehéren, die Glieder derselben Verticalreihe aber, 
wie gezeigt worden, durch die Wiederholungen der cyklischen Sub- 


stitution (; 4 1) aus einander entstehen; demnach bleiben die Wurzeln 


der Gleichung H(a) = 0 bei denselben Substitutionen der Gruppe un- 
geindert, kénnen also eine jede durch eine beliebige von ihnen rational 
ausgedriickt werden. 

Andererseits hatten die Substitutionen, welche @, in g’(@,), »” (@,), 


-++4(@)), -- + verwandelten, siimmtlich die Form Ca oder, wenn r 


eine primitive Wurzel (mod. ») bezeichnet, die folgende: ((»,)- Das- 


selbe gilt offenbar auch von denjenigen Substitutionen, durch welche 
eine dieser Gréssen in eine beliebige andere von ihnen verwandelt 


wird. Und wenn nun (+2) diejenige dieser Substitutionen bedeutet, 


bei welcher m den kleinsten Werth k hat, und durch dieselbe geht 
einer der Werthe von U, — er heisse U — in einen anderen U'= ¥(U) 
iiber, unter w eine rationale Function verstanden, so folgt leicht aus 
der Irreductibilitét der Gleichung H(x) —0, dass die Wiederholung 


der Substitution (2) die simmtlichen Wurzeln dieser Gleichung hervor- 


bringt und dass daher diese Gleichung eine Abel’sche ist. Der Satz 
am Sehlusse von Nr, 11. lisst sich darnach priiciser folgendermasseu 
fassen : 

Damit die Gleichung (1) algebraisch auflésbar ist, muss sie nach 
Auflésung einer Abel’schen Gleichung mit rational bekannten Coef- 
ficienten selbst eine Abel’sche Gleichung werden. Aus der Natur 
solecher Gleichungen leuchtet nun aber sogleich ein, dass diese noth- 
wendige Bedingung auch ausreichend ist. Und so gewinnen wir 
schliesslich den 

Satz von Kronecker. ine algebraisch auflisbare irreductibele 
Gleichung vom Primzahlgrade n ist dadurch charakterisirt, dass ihre 
Wurzeln so geordnet werden kinnen, dass zwischen ihnen die Beziehungen 
stattfinden : 

a, = O(a,, U), a = O(a,, U), -- +, a = O(an1, U), 
wiihrend © eine rationale Function, U aber die Wurzel einer Abel’ schen 
Gleichung bezeichnet, deren Coefficienten in demselben Sinne, wie die der 
gegebenen , rational sind. 

Minster i/W. Januar 1881. 
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Zur Theorie der Vertheilung der Elektricitét in leitenden 
K6rpern.*) 


Von 


F. G. Meuuer in Elbing. 


In der wissenschaftlichen Beilage des zu Ostern 1870 ausgegebenen 
Jahresberichts des hiesigen K6niglichen Gymnasiums habe ich das 
elektrostatische Problem fiir einen unendlichen geraden Kegel unter 
der Voraussetzung gelést, dass der Sitz der fusseren elektrischen 
Krifte sich auf der Rotationsaxe befindet. Auch habe ich dort die 
allgemeine Lésung des Problems fiir den Kegel und das zweifache 
Rotationshyperboloid so weit vorbereitet, dass die weitere Bearbeitung 
im Wesentlichen nach der von Herrn Heine fir das Rotationsellipsoid 
gegebenen Methode hiitte geschehen kénnen. Da indessen das Interesse 
an der Sache durch die Beschiiftigung mit einem verwandten, aber 
schwierigeren Probleme zuriickgedriingt wurde, und da tiberdies auch 
eines der fiir die Weiterfiihrung der Untersuchung wichtigsten Hiilfs- 
mittel, das Additionstheorem fiir die Kegelfunctionen, nicht neu ist 
(indem Herr Heine schon friiher die Giiltigkeit des Theorems fiir 
Kugelfunctionen mit beliebigen nicht ganzzahligen Indices, also auch 
fiir solche mit imaginiiren Indices, zu denen die Kegelfunctionen ge- 
héren, nachgewiesen hat), so unterliess ich die damals beabsichtigte 
weitere Ausfiihrung und habe auch jetzt nicht die Absicht, dieselbe 
wieder aufzunehmen. Die in den letzten Jahren gemachten Versuche, 
auf anderem Wege in verwandte Gebiete tiefer einzudringen, als es 
mir friiher gelungen war, haben zwar nur einen theilweisen Erfolg 
gehabt; sie haben mich indessen zu der Aufstellung einiger die Ver- 
theilung der Elektricitaét in Rotationskérpern betreffenden Sitze gefiihrt, 
die mir bemerkenswerth erscheinen und vielleicht einer weiteren Aus- 
bildung und Anwendung fahig sind. Ich will im Folgenden zuniichst 
(in § 1.) die einfachsten dieser Siitze mittheilen und sie dann auf die 
Lisung des elektrostatischen Problems fiir zwei kugelférmige Leiter 


*) Aus dem Jahresberichte des Gymnasiums zu Elbing, Ostern 1879, 
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anwenden. Ich wiirde es nicht unternehmen, den zahlreichen vor- 
handenen Bearbeitungen dieses (fiir den Fall, dass keine dusseren 
Krifte wirken) zuerst von Poisson gelésten Problems*) eine andere 
hinzuzufiigen, wenn dieselbe nicht, nach meiner Ueberzeugung wenig- 
stens, eine wesentlich neue wire, nicht nur was den Ausgangspunkt 
der Untersuchung betrifft, sondern auch hinsichtlich der Form der er- 
haltenen Resultate. Wihrend niamlich alle mir bekannten Lésungen 
die Form von Reihenentwicklungen, wenn auch sehr verschiedener 
Art, haben, und nur in speciellen Fallen einzelne der in Betracht 
kommenden Gréssen durch elliptische Functionen**) oder durch be- 
stimmte Integrale ausgedriickt worden sind, erhalte ich das allgemeine 
Resultat von vornherein in Form von bestimmten Integralen. Ich stelle 
naimlich das Potential zunichst durch ein Integral dar, welches eine 
noch unbekannte Function einer complexen Variablen enthilt; es zeigt 
sich dann, dass diese Function, wenn allen Grenz- und Stetigkeits- 
bedingungen geniigt werden soll, eine doppelt periodische Function 
sein muss, und es ist leicht, dieselbe anzugeben. Uebrigens behandele 
ich, um die Methode in ihrer einfachsten Form anwenden zu kénnen, 
zunachst den Fall zweier concentrischen Kugeln und fiihre den all- 
gemeinen durch die Methode der reciproken Radienvectoren darauf 
zuriick. Wenn ich die Anwendung der letzteren Methode hitte ver- 
meiden wollen, so wiirde ich mich (jedoch nur in dem Falle, dass 
der spiiter durch P, zu bezeichnende Punkt ausserhalb der durch die 
beiden Kugelmittelpunkte gehenden Geraden liegt), gendthigt gesehen 
haben, diejenige Transformation der Differentialgleichung des Potentials 
zu benutzen, welche Herr C. Neumann in seiner zweiten Lésung 
des entsprechenden Wiirmeproblems***) zu Grunde legt. Die von mir 
erhaltenen Resultate sind in der Form sehr ahnlich denjenigen, welche 
ich fiir einen von zwei Kugelcalotten begrenzten Kérper durch Um- 
formung der anfangs unter wesentlich anderer Form erscheinenden 
Ausdriicke schliesslich gefunden habe. (Borchardt’s Journal, Bd. 68, 
S. 144.) Ich kann diesen Fall jetzt zwar auch direct behandeln; doch 
bediirfen die in § 1. angegebenen Sitze zu diesem Zwecke einer Er- 
weiterung, die anzugeben ich unterlassen habe, weil sie mit einer 


*) In Betreff der Litteratur des Problems verweise ich auf S. 214 des Werkes: 
»schwere, Elektricitét und Magnetismus. Nach den Vorlesungen von Bernhard 
Riemann bearbeitet von Karl Hattendorff. Hannover. 1876.“ 

**) Man vergl. hieriiber die Abhandlung von Herrn G. Kirchhoff: ,,Ueber 
die Vertheilung der Elektricitiit auf zwei leitenden Kugeln.“ (Borchardt’s 
Journal, Bd. 59.) : 

***) ,,Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationiren Temperatur- 
zustand eines homogenen Kérpers, welcher von irgend zwei nichtconcentrischen 
Kugelflachen begrenzt wird. Halle. 1862. 
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anderen, noch nicht gehdrig untersuchten Frage in Verbindung steht. 
Schon bei der Anwendung auf das Rotationsellipsoid gestalten sich 
die Bedingungen, welchen die Function der complexen Variablen zu 
geniigen hat, nicht so einfach, dass es mir gelungen wiire, die Hunc- 
tion ohne Hiilfe von Reihenentwicklungen zu bestimmen, und es diirfte 
auch in der Sache selbst begriindet sein, dass fiir die Vertheilung der 
statischen Elektricitat auf Rotationskérpern nicht so einfache und 
allgemeingiiltige Resultate gewonnen werden kénuen, wie sie Herr 
Heine fir ein in mancher Beziehung ‘thnliches elektrodynamisches 
Problem*) erhalten hat. 


§ 1. 
Bemerkungen allgemeineren Inhalts zur Theorie der Vertheilung der 
statischen Elektricitét auf Rotationskérpern. 


Durch «, y, ¢ mégen die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines 
Punktes im Raume bezeichnet werden, in welchem man sich die Ein- 
heit der negativen Elektricitiit concentrirt denkt, und welcher der 
Einwirkung einer auf einer Rotationsfliche vertheilten elektrischen 
Massenschicht unterworfen ist. Die X-Axe sei die Rotationsaxe und 
die positiv zu wihlende Grosse (= )/y’+ 2*) bezeichne den Abstand 
des Punktes’ von der Rotationsaxe. Alle Punkte, fiir welche « und 7 
constant sind, liegen also auf der Peripherie eines bestimmien Kreises. 
Irgend eine Meridianebene diene nun gleichzeitig als Ebene der com- 
plexen Zahlen, und zwar sei die X-Axe zugleich Axe des Reellen, 
und die beiden Punkte, in welchen die Ebene durch die erwihnte 
Kreislinie geschnitten wird, seien Traiger der conjugirten complexen 
Zahlen x + in und «— iy. Jeder Linie in der Zahlenebene entspricht 
in Folge dessen eine Rotationsfliiche, jedem begrenzten Theile der 
Ebene ein von einer Rotationsfliche begrenzter kérperlicher Raum, 
und die im Folgenden in der Zahlenebene vorzunehmenden analytischen 
Operationen fiihren zu Resultaten, die ihre geometrische Bedeutung 
durch die entsprechenden riiumlichen Gebilde erhalten. Es werden 
nun Integrale betrachtet werden, welche sich iiber geschlossene Linien 
erstrecken, und zwar ist jede derselben (auch in dem Falle, wo zwei 
Linien die vollstindige Begrenzung eines ringférmigen Flichenstiickes 
bilden), in solchem Sinne zu durchlaufen, dass die im Punkte §, =, +-in, 
in der Richtung der Bewegung gezogene Tangente zu der Normale, 
welche nach dem Innern des von der Linie allein begrenzten endlichen 
Flichenstiickes gerichtet ist, dieselbe Lage hat wie die positive X-Axe 


*) ,, Ueber die constante elektrische Strémung in ebenen Platten.“ (Borchardt’s 
Journal, Bd, 79.) 
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zur positiven H-Axe. Fiir die Untersuchung macht es nun einen 
wesentlichen Unterschied, ob die Linien (oder die ihnen entsprechenden 
Rotationsflichen) die Rotationsaxe schneiden oder nicht. 

Wir werden nur den ersten Fall in Betracht ziehen, und hierbei 
stets voraussetzen, dass die den Integrationsweg bestimmende Curve 
durch die Rotationsaxe in zwei symmetrische Theile getheilt wird. 
Auch mag der Einfachheit wegen angenommen werden, dass der eine 
Schnittpunkt auf dem positiven, der andere auf dem negativen Theile 
der X-Axe liege. Ersetzt man z. B. x, + im, durch einen der vier 
Ausdriicke 


eatin, cos(t,—ig,), isin(®,—ie,), amr, 
und bestimmt durch Trennung des Reellen und Imaginiren x, und y, 
als Functionen von g, und @,, oder umgekehrt, diese als Functionen 
von jenen, so erfiillen die constanten Werthen von 9, entsprechenden 
Curven die gemachte Voraussetzung, und die Integration ist nach @, 
zwischen den Grenzen 0 und p(allgemeiner: + und t + p) auszuftihren, 
wenn p in den drei ersten Fiillen den Werth 22, im vierten den Werth 


4K besitzt. In Betreff der in den Integralen vorkommenden Wurzel- 
grésse 
R=/(b, — x — in) (§& —# + in) =V(§, — 2)? + y+ 2 

wird festgesetzt, dass sie in dem auf der positiven X-Axe liegenden 
Punkte der Integrationscurve einen positiven Werth habe. Bewegt 
sich der Punkt ¢, auf der Curve, so iindert sich R stetig und erhiilt 
nach einem ganzen Umlaufe stets wieder denselben Werth, moégen 
nun die Punkte «+ iy und « — in beide ausserhalb oder beide inner- 
halb des von der Curve begrenzten Fliichenstiickes liegen. Aber wiih- 
rend im ersten Falle R auch in dem auf der negativen X- Axe liegenden 
Punkte einen positiven reellen Werth hat, erhilt es im zweiten Falle 
dort einen negativen Werth. Wenn die Punkte « + iy auf der Inte- 
grationscurve liegen, so bleibt das Vorzeichen von R beim Ueber- 
schreiten dieser Punkte willkiirlich, und das Integral verliert dann 
seine bestimmte Bedeutung. Von besonderer Wichtigkeit ist aber der 
Fall, dass jene Punkte der Curve unendlich nahe riicken. Das Inte- 
gral zerfallt dann in zwei Theilintegrale, von denen das eine vom 
Punkte « — iy iiber die positive X-Axe hinweg bis zum Punkte x + iy, 
das andere von «+ in iiber die negative X-Axe hinweg bis x — in 
zu nehmen ist. Der Werth von R mége in dem ersten dieser Theil- 
integrale durch P, in dem zweiten durch Q bezeichnet werden, voraus- 
gesetzt, dass die Annaherung der Punkte von aussen her stattfindet. 
Geschieht sie dagegen von innen, so hat zwar zufolge der friiheren 
Festsetzungen in dem ersten Theilintegrale R den Werth P, aber in 
dem zweiten den Werth Q’=— Q. Es wird also zu beachten sein, 
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dass das Vorzeichen der mit P und Q bezeichneten Gréssen so ge- 
waihlt ist, dass diese Gréssen fiir 1, = 0 (also fiir £, = 2,) einen posi- 
tiven reellen Werth erhalten. Bemerkt muss jedoch werden, dass die 
soeben besprochene Zerlegung des Integrales in dem Falle ihre Be- 
deutung verliert, dass die Punkte 2 +- én in einen einzigen zusammen- 
fallen. Da aber das unzerlegte Integral (wie aus der Form desselben 
unmittelbar ersichtlich sein wird) fiir 70, d. h. auf der X- Axe, 
keine Stetigkeitsunterbrechung erleidet, so kénnen die ftir 4 =O 
geltenden Resultate aus den fiir ein beliebig kleines yn geltenden durch 
Uebergang zur Grenze gefunden werden. 

Nach diesen Vorbemerkungen schreiten wir nun zur Aufstellung 
und Begriindung der folgenden Siitze: 

«) Wenn /f(§,) auf der Curve C,, und auch an der inneren und 
iiusseren Seite derselben innerhalb eines Streifens von endlicher Breite, 
eine eindeutige, stetige und endliche Function der complexen Variablen 
£, ist und fiir conjugirte Werthe (a, + in,) von , ebenfalls conjugirte 
Werthe annimmt, so kann das iiber C, erstreckte Integral 


ees. J dg 
2xi R 


angesehen werden als das Potential einer elektrischen Belegung, welche 
auf der der Curve C, entsprechenden Rotationsfliche F', ausgebreitet 
ist, in Bezug auf irgend einen Punkt (2, y, 2) des ausserhalb F, 
liegenden Raumes. 

Denn zunichst ist mit Riicksicht darauf, dass der Integrationsweg 
symmetrisch zur Axe des Reellen liegt, und dass ebenso wie /(§,) 
auch R fiir conjugirte Werthe von £, conjugirte Werthe annimmt, 
leicht einzusehen, dass v nur reelle Werthe besitzt. Ferner sind, so 
lange der Punkt (2, y,2) in endlicher Entfernung von F’, bleibt, R 
und die Derivirten von R nach x, y, z stetige Functionen der Coordi- 
naten, woraus leicht die nimliche Eigenschaft fiir die Function v und 
ihre Derivirten sich ergiebt. Aber auch wenn (x, y, 2) der Fiache F, 


unendlich nahe riickt, behalten v, ee, -++ endliche Werthe. Denn 


zufolge der ersten der iiber /(£,) gemachten Voraussetzungen kann 
man, ohne dass das Integral dadurch eine Aenderung seines Werthes 
erleidet, die Curve C, durch eine an ihrer inneren Seite innerhalb des 
erwihnten Streifens verlaufende Curve C, ersetzen, welche in end- 
licher Entfernung von den Punkten «+ in bleibt. Es geniigt ferner 
v der Differentialgleichung A?v = 0, d. h. der Gleichung 


av ev ev 
aat + oe + oe = 9% 


weil dem reciproken Werthe von R, also jedem Elemente des Integrales, 
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diese Eigenschaft zukommt, und endlich ist auch die letzte der Be- 
dingungen erfiillt, welche das Potential einer Flichenbelegung im 
dusseren Raume erfiillen muss, niimlich dass die Producte 

2 Ov 2 Ov 2 Ov 

Vga? © oy? © os 

endliche Werthe behalten, wenn y = /x? + y? + 2? unendlich gross 
wird. Der Grenzwerth von r - v ist 


rev, 


m= af f(E:) a8; 
und stellt die Gesammtmenge der auf der Flaiche F verbreiteten 
Elektricitat dar. 

B) Besitzt f(,) in dem ganzen ausserhalb C, liegenden Theile 
der Zahlenebene keinen Verzweigungs- oder Unstetigkeitspunkt (und 
nimmt man an, dass §€,/(g,) fiir £, oo nicht ebenfalls unendlich 
wird), so kann man die Curve C,, ohne dass das Integral seinen Werth 
aindert, so erweitern, dass sie unendlich nahe an die Punkte x -+- ir 
herantritt, und es ergiebt sich dann durch die oben angedeutete Zer- 
legung des Integrales: 


ztin 2— in 
ae 1 £(S) d& 1 FE) dg 
es suf it uz f Q.” 
a2—iy x+in 


oder wenn man sich §, durch 9, + i#, und w und y durch e und @ 
ausgedriickt denkt, und dann, wegen der unendlichen Annaherung 
der Curve C, an die einem constanten Werthe von @ entsprechende 
Curve C, 9, = @ setzt*): 

: o p-? 

wy | f(r) 08 1 (Ei) eo 
+ oe f 3 a9, + 353i Q 06, *1- 

=o $ 
Wenn die Punkte x-+-in von der fusseren Seite auf der Normale 
nach der inneren iibertreten, so besitzt die Function f(£,): R in der 

*) Man kann die Curve C, so umformen, dass sie in ihrer ganzen Aus- 

dehnung mit der Curve C geradezu zusammenfiallt, ausser in unmittelbarer Nahe 
der Punkte # + in, welche durch unendlich kleine, z. B. halbkreisférmige, Bogen 
zu umgehen sind, Die iiber diese Bogen genommenen Theile des Integrales werden 
verschwindend klein, und jedes der Integrale iiber die diese Bogen verbindenden 
Linien niihert sich einem endlichen Grenzwerthe. Daher ist es erlaubt geradezu 
0: =e, und in den Grenzen #, = @ zu setzen. Die Ausdriicke fiir die Derivirten 


von v aber lassen, weil sie die (— + )te Potenz von R enthalten, sich nicht in 


der angegebenen Weise transformiren. Ihre Umformungen sind aber durch andere 
Hiilfsmittel leicht herzustellen, 
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fiusseren Flache keinen Verzweigungspunkt mehr, und da sie mit §,’ 
multiplicirt im Unendlichen endlich bleibt, so hat das iiber den ganzen 
Umfang der Curve erstreckte Integral den Werth Null. Unter Beach- 
tung des iiber den Zeichenwechsel von @ Gesagten erhilt man also: 


> 
f(&) oi 1 fh) 0 
af : > a, _ 2ni fi Q 39; d@,. 
$ 


Daher gilt im fusseren Raume fiir v der Doppelausdruck: 


> p—s 
x ol FS) 08) 3) il F(&) 08% 
mf _. 04, sat aa Sf Sete a8. 
—?9 > 

vy) Das erste dieser beiden Integrale erscheint fiir #— 0, also 
auf der positiven X-Axe, das zweite fiir #— 4p, also auf der nega- 
tiven X-Axe, unter unbestimmter Form, indem dann die Integrations- 
grenzen einander gleich werden, die Function unter dem Integral- 
zeichen aber unendlich gross. Man findet jedoch, indem man beachtet, 


dass hier a, = 7, &, = « + in, gesetzt werden darf, leicht die Grenz- 
werthe: 
Fiir x > 0: 
» nm 
lim v = lim / a ne = lim +% f(x+incosa) da =f(x), 
—y 0 
und fiir «<0 oder #=— tp: 
=" 
limv =lim + f fetimdm _ _ fia), 
im v lim +f factind d f(a) 


, 
Es besitzt also das Potential der in «) betrachteten elektrischen Be- 
legung der Fliche F,, wenn f(§,) auch die unter ) gestellten Be- 
dingungen erfiillt, im ausseren Raume auf dem positiven Theile der 
X-Axe den Werth f(x) und auf dem negativen Theile derselben den 
Werth — f(z). 

6) Bezeichnet man durch x, die Abscisse eines auf der X-Axe 
gelegenen festen Punktes X,, so ist, falls tiber eine den Punkt X, 
umschliessende Curve integrirt wird: 


dg == 1 = 
af Guar” Va—ae+ty’ oder = 0, 
je nachdem die Curve die Punkte x + iy ausschliesst oder ebenfalls 
umschliesst. Man erhilt also aus dem im #) gewonnenen Resultate, 
indem man dort f(£,) = 1:( — x) setat, fiir 1:7 die beiden Dar- 
stellungen ; 
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' 9 p—9 

Boba’ { a dm Nf Ody 

r mi J 0% (& —&%) P mt. OF, (%& —%) Q ’ 

¥ > 
und die Giiltigkeit derselben ist zunichst an die Bedingung & <x, <&, 
gekniipft, wenn &, und &, die Abscissen der Punkte sind, in denen 
der Integrationsweg des ersten und der des zweiten Integrales die 
X-Axe schneidet. Da man aber, bei festgehaltenen Werthen von 2, 
und & durch Erweiterung der Integrationscurve den Punkt mit der 
Abscisse §, beliebig weit auf der negativen X-Axe fortriicken lassen 
kann, so ist die erste der beiden Darstellungen giiltig unter der Be- 
dingung — co < a < §,; und ebenso ist es die zweite unter der Be- 
dingung §&, << 1 < oo. 
«) Erfiillt p(€,) die in «) in Bezug auf f(€,) gemachten Voraus- 

setzungen, so kann man das Integral 


— 1. ff wh) ah 
v= tz R 


ansehen als das Potential einer elektrischen Belegung der Fliche F, 
in Bezug auf einen beliebigen Punkt (a, y, 2) des inneren Raumes. 
Aber wenn diese Belegung dieselbe sein soll, wie diejenige, deren 
Potential im ‘usseren Raume in @) durch v bezeichnet wurde, so darf 
p(§,) nicht — /(§,) sein; die Lésung, des elektrostatischen Problems 
fiir die Fliche F’, erfordert vielmehr die Lésung der Aufgabe: wenn 
von den Functionen /(€,) und @(§,) die eine gegeben ist, die andere 
so zu bestimmen, dass auf der Fliiche F’, die Functionen v und » die- 
selben Werthe annehmen. 

B’) Ist p(€,) im ganzen inneren Raume endlich und einindrig, 
so gilt in diesem Raume fiir » der Doppelausdruck: 


+4 Sed 
elusat Uhr) Ob US) eit P(h) 08 
» oo sf oo oe Q ve, 2%. 


—?t > 


y) Auf dem Theile der Abscissenaxe, welcher innerhalb des von 

F, begrenzten Raumes liegt, besitzt das Potential » den Werth (2). 

6°) Wenn iiber eine Curve integrirt wird, welche den festen 

Punkt X, mit der Abscisse 2 ausschliesst, so ist, vorausgesetzt, dass 
Xy positiv ist: 

1 d& 1 i 


aat | Ga -+*- ee: oder = 0, 


je nachdem die Curve die Punkte «x -+ iy umschliesst. oder eben- 
falls ausschliesst. Es gelten daher fiir — 1:7 die beiden Dar- 
stellungen: 
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p— 
=. +e. 3 0& 4, Sea Of Sd 
r at 0%, (%—a%)P at OF, (f&— a) Q’ 
—? + 





‘be die erste giiltig fiir §, << a) < oo, die zweite identisch mit der zweiten 
s die in 0). Wenn aber x, negativ ist, so muss in der letzten Formel = 
me an Stelle von — t gesetzt werden, und die erste Darstellung von 
er 
assen + wird identisch mit der in 0), die 2weite ist giiltig fiir —co <a, < &. 
r Be- Denn obgleich in beiden Fallen das Integral tiber die die Punkte 7-+-iy 
r Be- umschliessende Linie gleich ist dem mit — 1 multiplicirten Werthe 
des Integrales lings eines mit unendlich kleinem Radius um X, in 
raus- derselben Richtung beschriebenen Kreises, so findet doch der Unter- 
schied statt, dass im Punkte X, 
R=Ve@=HF$¥—r, oder ——VermyP +R ——r 
e F, wird, je nachdem a > oder < 0. 
amen. 0”) Durch Verbindung von 4) und 6’) ergeben sich die Re- 
deren sultate: 
darf 3 
lems - oe. ee Fees j j a 
wenn xf 0%, (%&—m)P or (: +}, peg, SM) 
ndere p-9 
die- 1 [ ag de x, , < 
mi J Be Cag (em £1, Je nachdem & S24): 
drig, 
é) Es mégen jetzt zwei Curven OC, und C, betrachtet werden, 
von denen die erste von der zweiten umschlossen wird, und die 
Potentiale 
aly f(&q) 4h, <a f (8) 48, 
Va = Oxi ic « Oe ae 
; von . Pi: See hp deere se 2 
p (x). (Ra =V (ba — 2)? + 07, Re=V(b — 2)? + 4) 
esten 
dese zweier elektrischen Belegungen der Flichen F, und F,, beide bezogen 
auf irgend einen zwischen F, und F’, liegenden Punkt (a, y, 2). Die 
Funetion f(£,) sei eindeutig, stetig und endlich zwischen C, und C, 
(und auch innerhalb eines Streifens von endlicher Breite an der inneren 
Seite von C, und eines anderen an der iiusseren Seite von C,). Es 
eben- ergiebt. sich dann, wenn man C, so erweitert und C, so zusammen- 
Dar- zieht, dass zwischen beiden ein unendlich schmales die Punkte x + i» 
enthaltendes Flachenstiick tibrig bleibt: 
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p-? 
7% fe) ok 1 f(S) O& 
— sft ag, 1 + ani) Q aa, 


p-F 
1 fit) ag 1 [f(&) af 
eatin “y P oe, do, — ani.) Q 0%, ao,. 


Daher ist das Gesammtpotential beider Belegungen im Punkte (., y, 2): 
nee sf fg 2 ag, 


und auf dem Theile der positiven X-Axe zwischen F, unh F,, besitzt 
es den Werth f(z). 


&) Wenn aber die Potentiale der Belegungen die Formen 


ee 9 (£4) 4h, ou 1 ” (S) 48, 
tat — ee ae R, 


haben, und (£,), wie f(£,), zwischen C, und C, stetig ist, dann ist: 


> p—9 
1 (8) ste 1 9(h) § 
= sty f 2 1+ oJ 9g oe, 2% 
—? > 
SA p—> 
oa 1 f 9S) 08 w(S:) af 
ne ah P 6, A+ at J @ ve, 9% 


Daher gilt in diesem Falle fiir das Gesammtpotential der Belegungen 
in dem Punkte (x, y, 2) zwischen FP, und F, der Ausdruck 


p-—? 
ret a 26 a9, 


und auf dem Theile der negativen X-Axe zwischen F, und F, besitzt 
es den Werth — (z). 


§ 2. 
Erste Aufgabe 
iiber die Vertheilung der Elektricitit auf zwei concentrischen 
Kugelflachen. 
Der Raum zwischen den concentrischen Kugelflichen F, und F, 
wird als die Elektricitiit nicht leitend, der ganze tibrige Raum wird 


als sie leitend angesehen. Im nichtleitenden Raume befindet sich auf 
dem positiven Theile der X-Axe der Punkt X, mit der Abscisse 2. 
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Es sollen die Potentiale v, wnd v, zweier solchen Belegungen der 

Flichen F, und F, fiir den nichtleitenden Raum bestimmt werden, dass 

das Gesammtpotential va + v, auf F, und F, resp. die Werthe annimmt : 
1 1 1 1 


a — ee — und -f- » =-+ a eee 

"a V (aq — to)? + y2 + & " V (a, — %)? + y+ 2 
Die hier anzuwendenden Coordinaten werden durch die Gleichungen 
gegeben 





Lf in=c- et, x, + ing — e+ tin, 
wobei fiir die Constante ¢ nur wegen der in § 8. zu machenden An- 
wendung nicht die Einheit gewihlt ist. Die Gréssen g und @, kénnen 
alle Werthe von —oo bis oo annehmen, @ liegt zwischen 0 und z, 
wihrend fiir #, alle zwischen — a und 2a enthaltenen Werthe in An- 
wendung kommen werden. Die Radien a und b der Kugeln und die 
Abscisse von X, werden ausgedriickt durch 


a=c-e, b=c-, %=c- ee, 

und es ist @2 << @) < @ Man erhalt nun 

R=c eer, —Deartivie cosd + ee, 
und in dem Falle, dass g, = @ wird: 

R = cee e'* V2 (cos #, — cos @). 
Aus diesem Ausdrucke aber ergiebt sich fiir die oben mit P und Q 
bezeichneten Grossen : ; 
P = ceeet'™ V2 (cos @, — cos 8), (8 < 8, < 8), 
== — iceted'™ /2 (cos ® — cos 9), (@ < o, <2a— 9), 


wobei die beiden Quadratwurzeln, jede in dem fiir sie allein in Be- 
tracht kommenden Intervalle, nur reelle und positive Werthe besitzen. 
Auf der X-Achse, also fiir 4, = 0, resp. #, = 2, sind P und Q selbst 
positiv reell, wie es den gemachten Festsetzungen entspricht. Beachtet 
man ferner, dass fiir e, = @: 


ag _ ikti%ae, ok Med ag, 
fi —% = =etin_ oe 2 sin } (® — te + %Q) ’ 


so ergiebt sich durch Anwendung von 0”): 





(1) ee fs Se ee 
amc isin $ (8, — ie + igo) V2 (cos & — cos #) oF 
—?3 
wenn ¢= — 1 fire < @, und e=-+ 1 fiir @ > @. Dieses Integral 


nimmt also auf F, und F;, die fiir das Gesammtpotential vorgeschriebenen 
Werthe an, und es stellt das Gesammtpotential dar sowohl in dem 


























3) fo, + 10) = Le hee-te+ pe, 4 59), 
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Raume innerhalb F, als auch in dem Raume ausserhalb F,. In dem 
nichtleitenden Raume aber migen die Potentiale der einzelnen Be- 
legungen unter den Formen dargestellt werden, welche unter ¢) an- 
gegeben sind, und welche, wenn man die Function f als unmittelbar 


von @, + 7#, (statt von e@+'%) abhiingig betrachtet,- auch so ge- 
schrieben werden kénnen: 


2a 22 
a 


ae — * ar... i 

(2) se ef ef (Ge + iP.) R, » Vo =O fon (Q» + id,) R. 
0 0 

Es muss nun die Function /(g, + i#,) fiir gleiche aber entgegen- 

gesetzte 4, conjugirte complexe Werthe annehmen, und sie darf ihren 

Werth nicht findern, wenn #, um 22 wiichst, muss also der Gleichung 

f(e, + i#,) = F(e, + ¢#, + 2ix) geniigen. Setzt man jedoch 


so muss, da die vor /’ stehende Exponentialgrésse bei einer Zunahme 
von #, um 2a das (—1)fache ihres urspriinglichen Werthes erhiilt, 
die neue Function F' der Gleichung 

(4) F(o, + i8,) = — F(e, + io, + 2izm) 


Geniige leisten. Aus «) ergiebt sich nun unter Benutzung der an- 
gegebenen Werthe von P und Q: 





+ 2a—3 
= <) 
ER, b (e+e) F(e + it,)de, — + iF(y +i) d@, 
ig ine V2 (cos #, — cos #) V2(cos # — cos | 
(5) <9 - 
2a-—?3 


? 





? 
rae e Leto | Fle + i#,) a4, Les 
>= ee ~ Se — 


duc | V2(cos #, — cos #) V2(cos # — cos #, 
<9 





also fiir die Summe der beiden Potentiale: 





o 

J 
6) te toe ot! [_Fetianat, 

. ; 2me J V2(cos #, — cos #) ° 
=—2 

Fir @ =, und @ =, muss nun dieser Ausdruck die in (1) an- 
gegebenen Werthe haben. Wir versuchen dies zu erreichen, indem 
wir zunichst setzen : 


F(9 + i8,) = isin } (#, cae aes — G(e + 14, — @) 
~ Ge + i + Q — 202). 


Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung wird unendlich, 
wenn @= @) und #, = 0 oder = 2a. Da aber F fiir diese Werthe 
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(d. h. im Paunkte X,) endlich bleiben muss, so soll tiber G so ver- 
figt werden, dass in diesem Punkte die beiden ersten Glieder zusammen 
keinen unendlich grossen, sondern den Werth Null geben. Es miissen 
ferner nach Einsetzung des Werthes von F' in (6) von den drei so 
erhaltenen Integralen die beiden letzten fiir @ = @, und @ = @, einander 
aufheben. Verwandelt man aber in dem zweiten den Integrations- 
buchstaben #, in — @, und vereinigt es mit dem dritten, so erhilt 
man, wenn G der Bedingung G(— ¢) = — G(¢#) geniigt, das Integral: 
a 

J* G (e+ 1% +e) —G(e+i% +e — 200) 39 

, . 2 (cos #, — cos #) . 

—9 
Dieses verschwindet in der That fiir @ = @,. Damit dasselbe fiir 
0 = @ geschehe, soll G der Bedingung unterworfen werden 


G(— eo + 1, + Oo) = (as + 1, + Oy — 202), 

welche erfiillt ist, wenn fiir jedes ¢ die Function G(t) = G(¢ + 20, —2@,) 
ist. Da nach (4) ausserdem G(t) = — G(¢+ 2iz), so ist fiir G(f) 
eine doppelt periodische Function zu wihlen, deren reelle Periode 
= 20, — 20,., und deren imaginiire Periode = 4iz, und zwar geniigt 
allen bisher erdrterten Bedingungen offenbar: 

y 2K’ K’'t 

G(t) = —— + cot am ———, 
wenn der Mokul & des elliptischen Integrales so gewiahlt ist, dass: 


(7) e — Ca = - , alsog= e @-e@ und gq =e #8). 


Daher ergiebt sich, wenn man den Werth von @ in den Ausdruck 
von F einsetzt und ge, an Stelle von o@ schreibt: 


, . 1 2K’ K’ . 

(8) F(e,+49,) =tsnd@i—ta+ie) 2 cot am — (9, +1, — Qo) 
2K’ K’ . 

— cot am — (9, + ¢0, + 0 — 2Qc); 


und um einzusehen, dass dieser Ausdruck keine der nothwendigen Be- 





keine Unstetigkeitspunkte im nichtleitenden Raume besitzt. Nun wird 
F nur auf der X-Axe unendlich, und zwar in den Punkten, welche 
den Werthen 


01 =O + 2m(eo — Qa) und Q, = 20a — O + 2M(Qo — Qa) 
entsprechen, worin m und m beliebige ganze Zahlen bedeuten, fiir m 
jedoch der Werth 0 ausgeschlossen ist. Aber alle diese Werthe von 
o, sind theils kleiner als g,, theils grésser als g,, keiner der ent- 
sprechenden Punkte liegt also in dem Raume zwischen den beiden 
Kugelflichen. 
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dingungen unerfillt lisst, darf man sich nur noch tberzeugen, dass F’ 
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Es sind jetzt also F und f bestimmt durch (8) und (3), und 
folglich v, und v, fiir Punkte des nichtleitenden Raumes durch (5) 
oder auch (2). Die Ausdriicke in (2) gelten iibrigens noch in weiterem 
Umfange, nimlich, wie aus a) und a’) in § 1. hervorgeht, der erste 
noch in dem Raume ausserhalb F,, der zweite noch in dem Raume 
innerhalb F,. 


§ 3. 
Zweite Aufgabe 
iiber die Vertheilung der Elektricitét auf zwei concentrischen 
Kugelflichen. 


Es sollen die Potentiale v, und v, zweier solchen elektrischen Be- 
legungen der Fliichen F, und F, fiir den nichtleitenden Raum bestimmt 
werden, dass das Gesammtpotential v, + v, auf F, und F, resp. die 
Werthe annimmt: 
1 1 


= — Sa SS ee pe Re DEES 
"a V (a as Xo)* +$+a,°+ 4," "s V (% ue Xy)* + 97 + 2; 

Diese Aufgabe lisst sich, indem man von ¢) in § 1. ausgeht, in 
fast ganz gleicher Weise wie die vorhergehende behandeln, und ihre 
Lésung ist in den folgenden Formeln enthalten: 





2a-—-3 


EE TE Rca ae, 
ey) +" sin $(#, — ie + ie) V2(cos ® — cos &) 


22 22 


g an 28" | pide hi a OP ae .. . a4, 
(2') 2 = a fe P (Ga + 1H.) R,’ — 2m, ep Qn-+7 9») ; + 
0 


0 


(3) (01 + 1%) = BME HOH M HO, + 58,). 





iad , x’ 
, (8) O(0,+78,) = — a —— 25 cot am (o, +t%,— @) 


asin $(%, — 20, + 7) 


4 2K a 
~~ cot am — Fe, + i, + @ — 20). 
aS. ntl : ya 
7 _ (e+ ih)dd, 4+ 1O(e + 194) dG, 
Pm (cos #, — cos #) V2 (cos # — cos @,) 





22-3 


(5’) 7 








i } Va(cou 8, — con 8) "J V2 (con # — con 83) 
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2a-3? 


—t (e+e) : . 
. e 2 ADE +tF) dH 
(6) o> he Que Se (cos ® — cos #) 


$ 
Zu erwihnen ist in Betreff der Ableitung nur, dass an Stelle der in 
§ 2. vorkommenden Umformung eines bestimmten Integrales mit den 
Grenzen — # und @ durch Verwandlung von @, in — @, hier die 
Umformung eines Integrales mit den Grenzen @ und 22 — @ durch 
Verwandluug von #, in 2a — 9, tritt. 


§ 4. 
Verallgemeinerung der erhaltenen Resultate und Darstellung derselben 
in iibersichtlicherer Form. 


Um die weiter unten (§ 6.) auszufiihrende Uebertragung der ge- 
wonnenen Resultate auf zwei nicht concentrische Kugelfliichen vor- 
zubereiten, soll hier zunichst die specielle Voraussetzung, dass der 
Centralpunkt X, auf der positiven X-Axe liege, fallen gelassen und 
statt X, ein an beliebiger Stelle zwischen F, und F, gelegener Punkt 
P, gewihlt werden, dessen Coordinaten durch die Gleichungen 

Ly = ce cos B, Yo = ceesin F cos Py, Z = ce% sin B) sin Mp 
gegeben seien. Ebenso werden die Coordinaten des Punktes P zwischen 
F, und F,, auf welchen die Potentialfunctionen bezogen werden, aus- 
gedriickt durch 

x=cecos#, y=cesindcosg, z—ce&sin sin g, 
worin gm den zwischen 0 und 2z zu wiihlenden Winkel bedeutet, den die 
durch die X-Axe und P gelegte Ebene mit der X Y-Ebene bildet, 
wihrend die Bedeutung von @ und @ dieselbe geblieben ist. Unter r 
ist jetzt also nicht die Entfernung PX,, sondern PP, zu verstehen, 
und dem entsprechend, wenn P, und P, Punkte auf F, und F, be- 
zeichnen, unter r, und r, die Entfernungen P,P, und P,P. Es gilt 
daher z. B. fiir r die Gleichung 
(9) r = cet*+" 1/3 (cos (ig — i@,) — cos @), 
wenn 

cos @ = cos # cos #, + sin & sin #, cos (p — @p), 

also @ der zwischen 0 und a zu wihlende Winkel ist, den die vom 
Anfangspunkte A nach P und P, gezogenen Radienvectoren mit 
einander bilden. Da die vorgenommenen Abiinderungen nur die Wirkung 
haben, dass die Dichtigkeiten der elektrischen Schichten constant 
werden fir alle Punkte solcher Kreise, deren Ebenen auf der Axe 
AP, (statt auf A X,) senkrecht stehen, so ergeben sich die Ausdriicke 
31* 
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fiir die Potentialfunctionen durch blosse Verwandlung von @ in o. 
Wenn man nun in diese Ausdriicke die Werthe von F und ® wirklich 
einsetzt, so zerfallt jedes der Integrale in drei Theile, von denen der 
erste nach (1) und (1’) sich auf ¢:2r, resp. 1: 2r reducirt, wobei 
jedoch zu beachten ist, dass bei Anwendung dieser Zerlegung die Werthe 
der v fiir @ = 0,, da. h. auf der durch den Centralpunkt P, gehenden 
concentrischen Kugelfliiche unter unbestimmter Form erscheinen. tm 
Uebrigen treten nur die folgenden vier bestimmten Integrale auf, in 
denen der ee #, durch 4 ersetzt worden ist: 

J, = 3= foot am KE (e—et+ia)- 4G, 


2K K’ ‘ , di 
J,= foot am ~ (@+ @o — 20. + tA): _ 
—w 


22-o 


(10) : 21K’ Symes She @ dé) . &, 


22-o 
2iK’ ¢* RE’ ° di 
Jum 2 f cot am = (e+ @ —2e.+ %4)- a, 





wenn: M = j/2(cos 4 — cos), N = j/2(cos w — cos A). 
Aus den in § 1. angegebenen Griinden sind fiir o = 0 undo = 2 


diese Integrale durch die Grenzwerthe zu ersetzen, die sie fiir @ = +- 0 
und @=2—O0 annehmen, und man findet zunichst, indem man 


oa af 1 1 
sin > A= sin = @ cos y, resp. cos ? A = cos g @ cos w, setzt, wodurch 


die Integrationsgrenzen in Bezug auf ~ die Werthe 0 und z erhalten: 
Fir o = 0:J, — 2K’ cot am ~ (9 — ¢). 
(11) Fir @ = 2:J, = 2iK’ cot am ~— (9 — 9, + iz) 


= 2K’A am ~ ( — @). 


Die entsprechenden Grenzwerthe von J, und J, erhilt man _hieraus, 
indem man 9, — 20, an Stelle von — g, schreibt. Die allgemeinen Werthe 
von J, und J, kénnen auch unter den Formen dargestellt werden: 


2K’ /" K’ K’ 4) da 
a { cotam —-(@— +12) + cotam = (e— e)—ial SF, 


(12) 


nm 
oY x ; K’ .) aa 
ead | | cotam “=-(e@ — @o-+i4)—cotam—- (9 — 9 —id| i 












und 


mit 
reil 
der 





















Ueber elektrische Vertheilung. 


und hieraus ergeben sich die Grenzwerthe: 














in @. 
rklich Kir @=2:Jd, 
a der K' f; K’ ; K’ a 
wobei =— _f{eotam =e — @+%4)+ cotam—-(@ —@— ia) a 
Verthe 13 0 
renden ( ) Fiir a=0:d, 
. Im Kk’ Pt K’ : K’ : da 
uf, in = * = jeotam = (@ — Q) #id)— cotam——(@ —— id) a . 
0 
Wollte man iibrigens in allen Integralen die elliptischen Functionen 
mit complexem Argimente durch solche mit reellem und solche mit 
rein imaginiirem Argumente ersetzen, so wiirde dies durch Anwendung 
der Formeln 
cot am (wu + iv) + cot am (w — iv) = : et Pe? 
cot am (wu + iv) — cot am (wu — iv) = —ten eee en coh on : 
ohne Weiteres geschehen konnen. 
Die in § 2. und § 3. vorkommenden Potentialfunctionen, welche, . 
wie wir vorhin gesehen, unmittelbar auf einen beliebigen Centralpunkt 
P, iibertragen werden kénnen, mégen fortan durch 
3 A). va»! und v,—'!, respective vg'! und v,)! 
40 bezeichnet werden, wodurch angedeutet werden soll, dass das Gesammt- 
: i potential an den Oberflichen die Werthe 
durch — = und -, respective . und a 
a 6 a 6 
alten : besitzt. Man erhilt dann z. B. 
—4 (e+e) 
1 
Vg) == e+ —* lec (J, + J, + J; + J): 
Maltiplicirt man diese Gleichung noch mit 27, substituirt auf der 
rechten Seite fiir + den in (9) angegebenen Werth und setzt zur 
Abkiirzung 
eraus, 
‘erthe (14) a3 V2 cos (t9@ — 1@)) — 2 cosa —6; 
orden: 
und nimmt man dieselben Umformungen in allen iibrigen Fallen vor, 
ai so gelangt man zu den folgenden Formeln: 
M ? 
2rog-ht'=e+1—6d,+d,+4,4+4,), 
Lo (15) 2ry-ht == e—1—o6U,+d,—d; —J,), 
“ r(va—h* + vy!) = ¢ — o(d, + J). 
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2rva'' = 1+e — 6, —J,+d; —d,), 
(16) Zrvht = 1—e — 6(— J, +d,+d;,—d,), 
r(vah? + vs!) = 1 — o(d; — J)). 

Endlich kann man die Resultate noch dadurch verallgemeinern, dass 
man diejenigen Potentialfunctionen v.%? und »,? sucht, deren Summe 
auf der Fliche F, den Werth a:r, =a: P,P, und auf der Fliche 
F,, den Werth 6B: r, = 6: P,P, annimmt, wo « und £ irgend welche 
constante Werthe bedeuten. Es ergiebt sich nun nach bekannten 
Satzen 


on = $(B — a) o—'* + $(6 + a)v'! 
fiir jeden der beiden bei v hinzuzufiigenden Indices @ und b. Daher ist: 
2rv%F —= B(l +e) — 6(Bd, — ad, + BJ; —ad,), 
(17) {2 roy? = a(1l — e) — o(-— ad, + BJ, + ad, — Bd,), 

1 (va? + 19%?) —=y + 4(a—B)6 (J, +d,) —4(a+B)6(J,;—J,), 
worin wiederum die J durch die Gleichungen (10) gegeben sind und 
y die Bedeutung hat: 

y=he(l—c)+ $81 +0). 
Da aber e = — 1 oder —1, je nachdem go kleiner oder grdésser als 
Q%, 80 hat y den constanten Werth « fiir alle zwischen @, und g, und 
den constanten Werth £ fiir alle zwischen g, und @, gelegenen Werthe 


der Variablen 9. Ueber den Fall 9 =, ist schon weiter oben in 
diesem Paragraphen gesprochen worden. 


§ 5. 
Die Dichtigkeiten und Elektricitatsmengen der Belegungen der beiden 
concentrischen Kugelflichen. 


Die Dichtigkeit k,~? der auf der Fliche F, befindlichen elek- 
trischen Schicht ist durch die Formel 


ee fa a 
— 4akot = 23 (v.28 + 0, stems ae (@ = Qa) 


bestimmt. Benutzt man nun den in der dritten der Gleichungen (17) 
enthaltenen Werth und beachtet, dass fir @ = g,: 


ahi - OF, OK, 0%, OS, 
J, = J;, J,=4;, Ze 7 de ? de a de 
wird, so erhalt man: 


—Oo 


a od C 3 
Te Anka? sa : c F 5 (@ = B) x a (a + B) a he == Qa), 























ode 


unt 


Int 





1, dass 
Summe 
Fliche 
welche 
annten 


er ist: 
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Verthe 
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beiden 


elek- 
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oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (14) und (9): 
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o£ 0— 30a 
—Aakeot = Ta [le — 8) GE — (a + 8) 32 | oe, 





und da die Differentiation der ites J, und J, nach @ unter dem 
Integralzeichen ausgefiihrt werden darf: 





Kg? = ——- {(« — B) Sa + («+ B) Ta} wenn: 
‘ a ce = (@a—@o+tt) 2, 
(18) ee “4 sin? am =. @-<¢ @ +4) cli 
, 
ae / Hes OT) 
J sin? am = (@a—eo+it) * . 





w 


Das Integral S, reducirt sich fiir o = 0, d.h. in dem dem Punkte P, 
am niichsten liegenden Punkte der Kugelfliche F, auf den Werth 


aA am £. (@o — ~ @a) 
sin? am x (@0 — “ 


und das Integral 7, fiir o =a, d. h. in dem am weitesten von P, 
entfernten Bren auf den Werth 


— izA am — y (Ca 0+ in) K’ K’ 

= 2k? sinam — (@) — Qa) cos am — (Q,—Qa). 
2 — r veil 

sin? am — F(a @o + tz) 


Um die Dichtigkeit k,~? in irgend einem Punkte P, der Kugel- 
fiche F’, zu erhalten, hat man nur ndthig in dem fir hk,“ geltenden 
Ausdrucke a in b zu verwandeln und denselben ausserdem mit dem 
Factor — 1 zu multipliciren. 

Was die auf den concentrischen Kugelflachen ausgebreiteten 
Elektricitétsmengen m,“° und m,%? anbetrifft, so lassen sich dieselben 
zwar einzeln, die erste nach § 1. «), die zweite nach den Formeln fiir 
vt und vb! in in § 2. Nr. 2) und § 3. Nr. 2’), berechnen, man 
gelangt aber viel einfacher durch die Aufstellung der beiden folgenden 
Relationen zum Ziel. Da bekanntlich die Summe aller auf geschlossenen 
Flichen befindlichen Elektricitiitsmengen gleich ist dem Grenzwerthe 
des Productes aus dem Gesammtpotential in Bezug auf einen unendlich 
entfernten Punkt und der Entfernung des letzteren von einem im 
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Endlichen gelegenen Punkte (z. B. P,), und da im vorliegenden Falle 
das Gesammitpotential in dem Raume ausserhalb F’, den Werth 6: r 
hat, so gilt die Gleichung 

mee + me — B. 


Ferner ist, weil die Summe der Potentiale in dem Raume innerhalb 
F,=«:r und folglich im Kugelmittelpunkte = a: AP, = a: cee, 
und weil das Potential jeder einzelnen Kugelfliiche in Bezug auf den 
Mittelpunkt gleich ist dem Quotienten ihrer Elektricitaétsmenge und 
ihres Radius: 

e Cams F 4 eR me? — ae, 


Daher hat man: 





a, ae @o —_Be al ‘—. e ® 
(19) m, : _— ¢ ta py my ; m, ‘ — 5m —s 
§ 6. 
Die Vertheilung der Elektricitét auf zwei nicht concentrischen 
Kugelflachen. 


Durch die von Herrn W. Thomson in die Potentialtheorie ein- 
gefiihrte Methode der reciproken Radienvectoren kann man von der 
Green’schen Belegung zweier concentrischen Kugelfliichen (d. h. von 
der den Oberflichenwerthen 1:r, und 1:7, des Potentials entsprechen- 
den Belegung) iibergehen zu derjenigen Belegung zweier nicht con- 
centrischen Kugeln, deren Potential an den Oberflichen den Werth 1 
hat; und von dieser durch nochmalige Transformation (aus einem an- 
deren Punkte) zu der Green’schen Beleguug zweier nicht concen- 
trischen Kugeln. Die von mir in Betreff der Oberflachenwerthe ge- 
machten allgemeineren Annahmen («@:r, und #8:7,) andern in der 
Behandlung nichts. Das angedeutete Verfahren ist noch deshalb einer 
Vereinfachung fihig, weil bekanntlich wiederholte Transformationen 
durch reciproke Radienvectoren (von gleichzeitig eintretenden neben- 
sichlichen Verinderungen abgesehen) auch durch eine einzige ersetzt 
werden kénnen. Besonders geeignet fiir die Anwendung erscheint die 
von Herrn C. Neumann*) gegebene Form des Fundamentalsatzes der 
Theorie. Um in der Darstellung keine Liicke zu lassen, und da ich 
den Satz doch dem vorliegenden speciellen Falle und den im Vorher- 
gehenden angewandten Bezeichnungen anpassen miisste, will ich den 
(in etwas anderer Form gefiihrten) Beweis des Satzes in die Dar- 
stellung aufnehmen. 


*) Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton’sche Potential. 
Leipzig 1877. (S. 363 u. 364.) 
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Auf der positiven X-Axe werde in der Entfernung c vom Kugel- 
mittelpunkte A ein Punkt B als Pol der Transformation angenommen, 
und zu jedem Punkte P der correspondirende P’ construirt, d. h. der- 
jenige, der mit P auf demselben durch B begrenzten Strahle und in 
solcher Entfernung liegt, dass 


BP-BP’=c, oder BP: BA=BA:BP’. 


Da hiernach AAP’ Boo PAB, so ist, da nach dem Friheren 
L PAB=#% und AP: AB= @ ist: 

LAPB=% und AP’: BP’=e@e, 
Auf diese Weise haben sich zur Bestimmung der Lage eines Punktes 
im Raume dieselben Coordinaten ergeben, welche Herr C. Neumann 
seiner Lésung des Problems fiir nicht concentrische Kugeln zu Grunde 
gelegt hat. 

Zu den constanten Werthen 9 =o, und @=@Q, gehdren die 
(einander nicht schneidenden) nicht concentrischen Kugelflichen F,’ 
und F;, welche die correspondirenden zu den bisher betrachteten F, 
und F’, sind. Man kann, ohne die Allgemeinheit der Resultate zu be- 
eintriichtigen, annehmen, dass @, positiv sei, also F den Pol B um- 
schliesse. Je nachdem dann o, (welches < g,) negativ oder positiv, 
umschliesst F’,, den Pol A oder ebenfalls den Pol B und zwar auch 
die Fliche F,’. Fiir 9, = 0 wiirde F,’ iibergehen in die auf der Strecke 
AB in ihrem Halbirungspunkte senkrecht stehende Ebene, die gemein- 
schaftliche Potenzebene aller durch die Gleichung @ = Const. darge- 
stellten Kugelfiiichen. Drei Paare correspondirender Punkte von /, 
und F,,’ (und ebenso von F, und F,) liegen, zufolge des constanten 
Werthes des Productes BP,- BP, stets auf einer und derselben 
Kugelflache. Daraus ergiebt sich insbesondere, dass durch P, und 
P, eine F, und F;, beriihrende Kugelfliche gelegt werden kann, dass 
also unendlich kleine correspondirende Flichenelemente von F,, und F, 
sich wie die Quadrate ihrer Abstiinde vom Punkte’B verhalten. 

Wir betrachten nun, zu dem Beweise des oben erwahnten Satzes 
aaa die hic 


“dm, dm, 
cia $e aash 7 PP,’ &=) pp 


und setzen fest, dass fir ian Massenelemente die Be- 
ziehungen gelten 
P. , ar 


dm, = BR, dma, dim, = pr dm, 
0 


worin P, der dem Centralpunkte P, correspondirende Punkt ist. Da 
BP, 


nun ABP’ Pi ~ BP,P, also P’ PP, = EP PP,, so ist: 
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dm, a ae : dm, also v. = BP oder v, = a 
PP,~ BP; PP,’ Ye = “BP % er ee 





Folglich stehen die Potentiale der einzelnen correspondirenden Be- 
legungen zu einander in den Beziehungen: 
P’Py -0¢ = PPy- v4, P’ Py «vo = PP, -%, 
und fiir die Summe der Potentiale gilt daher die Gleichung: 
P’ Py (va + vs) = P’ Py (vat %). 

Nun sind durch die Gleichungen (17) v, und »,, fiir den Centralpunkt 
P,, in Bezug auf einen beliebigen Punkt P des nichtleitenden Raumes 
so bestimmt worden, dass v,-+ v, auf den Oberfliichen F, und F, 
resp. die Werthe «@: P,P, und 6: P,P, annimmt. Mithin besitzen 
die durch dieselben Gleichungen zu berechnenden Potentiale v, und 
v,, fir welche der Centralpunkt P,’ zu Grunde gelegt ist, und welche 
sich auf den Punkt P’ des correspondirenden (nichtleitenden) Raumes 
beziehen, die Eigenschaft, dass ihre Summe auf F’,’ und F,' resp. die 
Werthe a: P,P,’ und B: P,P,’ erhiilt. 

Es bleibt noch iibrig die Dichtigkeiten der neuen Belegungen zu 
bestimmen. Nun nimmt die oben fiir die Massenelemente von JF’, und 
F, aufgestellte Bedingung, wenn man diese Elemente durch die 


Flichenelemente ds, und ds, und die Dichtigkeiten k, und ik,’ aus- 
driickt, die Form an 


BP, 4s, 
oe aa” 


BP, BP? 


. c! 
‘BP; ° BP? =k. 


Ke = K., BP‘ . BP,’ ’ 


Ka 


und dem entsprechend ist der Werth von k,. Man findet nun aus 

den Gleichungen 

AP? + BP’?—2AP’- BP’ cst=c’, AP’ =BP’-@, 

dass: 
BP’ = <. e%®, wenn t = 2 cos ip — 2 cos @, 


BP, = = et a, wenn Tt, = V2 cosigg — 2 cos #, 


und zwei eben solche Gleichungen gelten fiir die Indices b und 0. 
Endlich stellt man noch leicht P’ P,’ (oder r’) in der Form dar: 





BP, _ rBP’-BPy _ ch 2cos(tg—tg)—2coem _ neo 


r =m f° e = - 
BP ce T+ Ts TT, 


Die fiir die Vertheilung der Elektricitit auf zwei nicht concen- 
trischen Kugelflachen erhaltenen Resultate sollen nun, unter Fort- 
lassung der Accente, iibersichtlich zusammengestellt werden: 
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Es sei ¢ die Entfernung zweier festen Punkte A und B. Die 
Lage eines Punktes P im Raume werde bestimmt durch 


= APB, 9 =log(AP: BP) 


und den Neigungswinkel gm der Ebene APB und einer festen durch 
die Gerade AB gelegten Ebene. Die dem constanten Werthe @, ent- 
sprechende Kugelfliiche F, und die dem grésseren und positiven con- 
stanten Werthe g, entsprechende Kugelfliche F, mégen zusammen 
die Begrenzungen eines Nichtleiters, jede einzelne fiir sich die Be- 
grenzung eines Leiters der Elektricitat bilden. Im nichtleitenden Raume 
sei der Centralpunkt, P,(0,, 3), o) gegeben, und durch P,(Q,, #, @) 
und P,(@,, #, m) mégen solche Punkte bezeichnet werden, welche 
resp. auf J’, und F’, liegen. Dann sind die Dichtigkeiten k derjenigen 
elektrischen Belegungen von F, und F,, deren Gesammtpotential in 
P, und P, resp. die Werthe 


. ce B 
PoP, ub d 5 D, P, 


besitzt, durch die Formeln bestimmt 


et Xi! fq — B) 8, + (a + B) Ta} 
(20) peg 
ky? == — 2 {(@ — B) Se (« + B) Tr}, 


und die Potentiale v der einzelnen Belegungen in’ Bezug auf irgend 
einen Punkt P (9, #, m) des nichtleitenden Raumes durch 


2r- ve? —B(L+e)—6( Bd, — ad, + Bd; — adj) 
2r - vy” = a(l — ec) — 6(— ad, + Bd, + ad — BI)). 


In diesen Formeln ist 


(21) 


T, = V2 cos igg — 2cos#, 1, —//2 cos ig, — 2cos #, 








t) = V2 cos ig, — 2cos#,, t —Y2cosig — 2cos#, 
1 ee ee ee 2 c 
6 = =~ V2 cos (ig — ig) —2c08@, re aa 





cos @ = cos # cos #, + sin # sin #, cos (p — gq). 


Die Grosse ¢ bedeutet den Werth — 1 fiir a, << @ < 9), dagegen den 
Werth 1 fiir e, << @<; fiir @ =, ist in jeder der Gleichungen 
(21) die rechte Seite durch den Grenzwerth zu ersetzen, den sie fiir 
@=o, +0 annimmt. Unter S, und S, sind die in § 5., Nr. 18), 
unter S, und 7, die durch Vertauschung der Indices a und b daraus 
hervorgehenden, und unter J,, J,, J;, J, die in § 4., Nr. 10) an- 
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gegebenen Integrale zu verstehen. Die in den Integralen vorkommen- 
den elliptischen Functionen beziehen sich auf einen solchen Modul, 
dass (nach den Bezeichnungen in Jacobi’s Fundamenta nova): 


Ds al 
a = 0 — Oa» also g==e “Ga, g’ == ¢-(%—Ca), 


| Beiliufig mag noch erwihnt werden, dass fiir die Radien a und b 
und die Centrale g der beiden Kugeln die Gleichungen gelten: 


c é c a 
Om tS wigs (@ 29) b= 8 aaa? 


2 sin ie, 
_ = ¢ ; ; ; > 
j= +> (¢ cot +Q, — ¢ cot t@a.), (0 20), 


und dass die Constante c aus den Werthen von a, b, g durch die 
Forme] 


g-¢=V(9g +a +) —a—b) G+ a—b) g —a Hh) 


berechnet werden kann. 





§ 7. 
Vertheilung gegebener Elektricitétsmengen, ohne Einwirkung dusserer 
Krafte. 


Nimmt man @, negativ an, betrachtet also zwei volle kugelférmige 
Leiter, und verwandelt man @ und 6 ina- BP, und §- BP, und 
lasst dann den Centralpunkt P, in unendliche Ferne riicken, so nahert 
sich fiir einen endlich entfernten Punkt P das Verhiltniss r: BP, 
der Einheit; die durch die Annahmen e, = 0, & =O zu erhalten- 
den Grenzwerthe der J mégen durch %, die von S und 7 durch © 
und J, die von k& durch f, die von v durch » bezeichnet werden. Man 
iiberzeugt sich dann leicht, dass das Product » - AP, wenn man jetzt 
(wo die Coordinaten des Centralpunktes in den Formeln nicht mehr 
enthalten sind) den Punkt P sich unendlich weit entfernen lasst, einem 
endlichen Grenzwerthe m zustrebt, dass also » auch der im Unend- 
lichen von einer Potentialfunction zu erfiillenden Bedingung Geniige 
leistet. Daher gelangt man zu den folgenden Resultaten: 

Diejenigen elektrischen Belegungen der beiden kugelférmigen 
Leiter, deren Gesammtpotential im Innern des ersten Leiters den con- 
stanten Werth « und im Innern des zweiten den constanten Werth 6 
besitzt, haben die Dichtigkeiten 


ce 7 fe BS, + (a + Be} 


(22) 


‘223 
K"*1} 


ee =— ine {(a — B)S, + (« + B)B}, 
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und ihre Potentiale die Werthe 

m vf ena EEE oe 
(23) 


= $a(l—e) —- > — (—a@3, +83, +¢3,—B3,)- 
Hierin ist wee 12): 


2cosd—2cos®” 


y= spt (0+ A) + cot am 4 ( o—ia by 4 
(24) 


“E feotan y — (o-+-7 A) — cotam E (e—i eee 


x 


#—2cos’ 


wihrend S, und %, aus S, und &, durch Verwandlung von @ in 
o — 20, entstehen, und ©,, Ta, Go, T, aus 


a mn? O% > n® é Ry 
S=— grt Go It —sRF Ge 
durch Einsetzung der Werthe 9 — 9, und @ =, gebildet werden 


kénnen. 
Driickt man in der ersten der Gleichungen (23) das erste Glied 
der rechten Seite nach (1) und (J’) durch die Formel aus 


1 1 


3 
0? fi 
BU+)= 7 J (casya=io — imqa +i) 
0 


V2cosi—2cost 





Br 4 1 di 
if tery ‘sinj(A+-te) ) V2cos@—2cosi’ 





vereinigt das erste Integral mit %,, das zweite mit S,, multiplicirt 
dann die Gleichung mit BP(== e~ te) und lisst schliesslich BP=oco 


d. hh. @=0, #0 werden, so erhilt man fiir die auf der Kugel, 
welche den Pol A umgiebt, befindliche Elektricitaétsmenge den Ausdruck: 


Seat ae —2K’e, ‘ a ee iK'a di 


sin$d 
“ 2 5 [estan 5 (- 204+ ia) —icot am < (—2e,— ‘Dh os at 


2% K’ 
—— cotam - 
“4 





Hieraus ergiebt sich m;’”, indem man « mit B und — g, mit @g ver- 
tauscht. Nach diesen Formeln lassen sich a und # berechnen, wenn 
die den Kugeln mitgetheilten Elektricititsmengen gegeben sind. Hs 
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ist leicht zu sehen, dass die Functionen unter den Integralzeichen 
auch fiir 40 endliche Werthe besitzen. Zur numerischen Berech- 
nung der Integrale kann man sich im Allgemeinen mit Vortheil der 
Naherungsformel*) bedienen: 


Jiewsyai— ~ if (cos x) +1 (cos =3 +.. -+F (cos "=" ve) 


Auch zu der Berechnung der Gréssen » und f (und der allgemeineren 
v und k) kann dieselbe Formel angewendet werden. Denn jede dieser 
Gréssen lisst sich durch zwei Integrale ausdriicken, welche resp. die 
Formen haben 


fie ) Wes - und fi (a) wont 


os 4 — 2 cos # V2cos@—2cosi’ 


und in denen die Functionen f und f, zwischen und auch noch an den 
Integrationsgrenzen endliche Werthe haben. Diese Integrale gehen 
aber in solche mit den Grenzen 0 und a iiber, wenn im ersten 
sin $4 = sin $# cos $u und im zweiten cos $4 = cos $9 cos $v, und 
in Folge dessen 

— 2cos4idi 


— == ¢ und == dy 
V2 cos 1 — 2 cos ® # 





gesetzt wird, 


§ 8. 
Betrachtung des Falles zweier einander beriihrenden Kugeln. 


Ganz ahnlich wie fir zwei concentrische Kugeln kann das Problem 
der Elektricititsvertheilung auch bei zwei parallelen Ebenen behandelt 
und durch die Methode der reciproken Radienvectoren die Lésung auf 
zwei einander beriihrende Kugeln iibertragen werden. Man kann jedoch 
die fiir diesen Fall geltenden Resultate auch aus den in den beiden 
vorhergehenden §§ behandelten allgemeineren, wenn auch in weniger 
strenger Weise, durch einen Grenziibergang ableiten. Man verwandle 
#, 0, @a--- in cf, c@, cg,--- und lasse dann c¢, d. h. den Abstand 
der Pole A und B und folglich auch den kiirzesten Abstand der 
Kugeln unendlich klein werden. Da jetzt ® durch die Gleichung 
AB-#=L[ APB, oder da | APB unendlich klein, durch AB- # 
=sin/ APB definirt ist, so bedeutet das neue # den reciproken 


*) Vergl. meine ,,Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen“ 
im 63. Bande von Borchardt’s Journal (S. 157). — In dem in der letzten Zeile 
auf S. 156 angegebenen Werthe von a,, ist statt 2m-+ 1 zu setzen 2m — 1. 
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Werth des Durchmessers des um das Dreieck ABP beschriebenen 
Kreises, d. h. des Kreises, der durch P geht und die X-Axe im Punkte 
A beriihrt. Der Parameter 9 ist jetzt definirt durch A B-e=log(AP: BP), 
oder, da die Differenz von AP und BP unendlich klein ist, durch 
AB-9=(AP— BP): AP. Fillt man nun von B auf AP das 
Loth BQ und errichtet in P auf AP das die Verlingerung von AB 
in R schneidende Loth AR, so verhilt sich AQ: AP=AB: AR, 
und es darf AP — BP = AQ gesetzt werden. Folglich ist a=1:AR 
d, h. gleich dem reciproken Werthe des Durchmessers der Kugel, welche 
durch P und A geht und ihren Mittelpunkt auf der X-Axe hat. (Da 
in dem in der Einleitung angefiihrten Werke ,, Allgemeine Lésung des 
Problems etc.“ die den Gréssen # und @ entsprechenden Grdssen ge- 
legentlich , auf Seite 59, als die reciproken Werthe der Radien inter- 
pretirt worden sind, so sehe ich mich veranlasst zu bemerken, dass 
die dieser Interpretation zu Grunde gelegten und nur an dieser einen 
Stelle benutzten Gleichungen (65) einer aus (64) sich ergebenden Ver- 
iinderung bediirfen.) Die Parameter # und g haben resp. alle Werthe 
yon () bis co und — oo bis oo zu durchlaufen. Die den constanten 
Werthen 9, und 9, entsprechenden Kugelfliichen beriihren einander im 
Punkte A, und zwar, wenn g, wiederum positiv und grdsser als Q, 
angenommen wird, von innen oder von aussen, je nachdem @g, positiv 
oder negativ ist. Es sind nun auch 1, 6, @ in ct, ¢6, cw au ver- 
wandeln, und die neu entstandenen Gréssen und + werden darge- 
stellt, durch 


t=Vo?+ %, Tt, =V 0. + 9, =, V(e— oa) +o°, 


ya ey a/P + G2 — 208, C08 (MP — H)- 


TT 


(26) 








Man hat ferner, indem man statt (10) die daraus abgeleiteten Glei- 
chungen (12) zu Grunde legt, den Integrationsbuchstaben 4 in cd zu 
verwandeln, wodurch die Integrationsgrenzen 0 und @ keine Ver- 
inderung erleiden, wiihrend an Stelle der Grenze a die unendlich 
grosse x: c tritt. Ueberdies ist zu beachten, 4 in den elliptischen 
Functionen gq = 0, also K=O, K=4a wnt on + > (Qs — Qa) 
wird. In Folge -dieser a tritt nun z. B. an Stelle der 
elliptischen Function cot am — ¥(@ — 0) +A) die Kreisfunction 
cot +—. oder cot} é(9—@,+ iA), 
wenn der Kiirze halber gesetzt wird: 


(27) 


ja 


— — = é. 
7) Qa 
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Versucht man hiernach die Grenzwerthe der Producte eJ,, cJ,, cJ, cd, 
zu bilden, so findet man, dass wohl die beiden ersten (abgesehen von 
der schon bei J, selbst fiir e—o,-+-0 nothwendiger Weise auftretenden 
Discontinuitat) véllig bestimmte Werthe Z, und L, annehmen, dass 
dagegen die beiden letzten unendlich gross werden, jedoch ihre Dif- 
ferenz gegen einen bestimmten Werth convergirt, der durch L, — L, 
bezeichnet werden midge. Da aber im vorliegenden Falle die Con- 
stanten « und # einander gleich (z. B. beide — 1) zu setzen sind, 
weil sonst im Beriihrungspunkte der Kugelflichen eine Discontinuitit 
in dem Werthe des Gesammtpotentials eintreten wiirde, so enthalten 
die Ausdriicke fiir die Potentialfunctionen J, und J, nur in der Ver- 
bindung J, — J,, behalten also, wie es sein muss, endliche Werthe. 
Man gelangt somit fiir einen Leiter, dessen einer Theil durch die 
Kugelfliche vom Durchmesser 1: @,, und dessen anderer Theil durch 
die Kugelflache vom Durchmesser 1:9, begrenzt wird, zu den fol- 
genden Resultaten: 

I. Wenn die elektrische Vertheilung durch Influenz der im Punkte 
(@9, %, Po) des nichtleitenden Raumes concentrirt gedachten Elektri- 
citiitsmenge — | hervorgerufen wird, und der Leiter, falls er aus zwei 
vollen Kugeln besteht (9, negativ ist) durch einen diinnen Draht mit 
dem Erdboden verbunden ist, so sind die Potentiale v, und v, der 
beiden elektrischen Schichten zu bestimmen aus: 


P(e + %) = 1 — 6(L, — Ly), 
(28) —— ») = e— o(L, — L,), 








worin: 
1 dh 
= 22s sin é(o —_ a ) Vo2 t 2? 
L, = 2¢ sin (9+ @) —2 Q.) * = 
OF Mo Qa | sonic cone Fe ¥e) Voo® — 22’ 
(29) 





. 7 —itsinied di 
nts floc — + i tgia) Vi? — a’ 


w 











er —isinied cre 
Ly tt A eta + ttg it) Ve — 


q w 


Die bei LZ, und LZ, in den Klammern hinzugefiigten Gréssen +i tg id 
bewirken nur, dass jedes der beiden Integrale fiir sich einen bestimm- 
ten Werth hat; sie heben sich auf, wenn die Differenz ZL, — L, durch 
ein einziges Integral dargestellt wird. Fiir die Dichtigkeiten ergiebt sich: 
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. 2 
Sigs oe aa meh a 
« 22? J (costed — cost (a9 —- @a))* Vie— ot’ 
ow 








" @D 
——— ryt? sin & (0, — Qo) ~ isinied di 
. =. SSeS... 


2x* J (costes — cose (9, — @))? Va 
@w 





Il. Der aus zwei einander beriihrenden Kugeln bestehende Leiter 
sei isolirt und ihm die Elektricititsmenge 3% mitgetheilt. Dann ist: 


te + =a — 2 (2, — 8), 
31 | aie | 
(31) mA 


i ee (%) — %), 


falls %,, %, ++: die aus L,, L,, --- fiir eg, =O und = @ hervor- 
gehenden Ausdriicke bezeichnen. Ferner erhilt man fiir die Dichtig- 


keiten: 
—_ meh: —isinisd _ da 
a “(costed — cos ee,)? Vz2— 9? ’ 


“on a *r,* sin (£0,) . —tsintel — di 
4 aut J (costed — cos ee,)* Vit — 
o 





(32) 














Wenn man hierin 4 = # + ¢ setzt, so findet man leicht, dass bis auf 
einen Factor, der fiir sehr grosse Werthe von @ sehr wenig von der 
Einheit verschieden ist: 


f t, ee 
a" = =ay HH e- #9, 
sin ‘w= £Q,) sin (€@,) 27! 


Hieraus ergiebt sich nicht nur das bekannte Resultat, dass im Be- 
riihrungspunkte (d. h. fiir # =o) die Dichtigkeiten gleich Null sind, 
sondern es ist auch der Grad der Kleinheit zu ersehen, den dieselben 
in Punkten haben, die dem Beriihrungspunkte sehr nahe liegen. 
Endlich findet man durch Anwendung der Gleichung (25): 


eo 
- 
‘2 ; ted esinied di 
(33) m=“ eot (— ¢ @a) + aa (GG er alee) 7a 


o 


Bei Vertauschung von — @, mit @, fndert sich nur das Vorzeichen 
des ersten Gliedes, so dass 


(33’) My = Ma — 4 ae Cot(— Ez). 


Mathematische Annalen,. XVIII. 
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Verbindet man hiermit die Gleichung m, + m, = M, so hat man drei 
Gleichungen zur Bestimmung der drei Gréssen @, tg, W- 


Anmerkung. Wenn zwei mit den Elektricitéitsmengen m, und 
my geladene Kugeln einander bis auf eine im Verhiltniss zu ihren 
Radien sehr kleine Entfernung genihert werden, so ergiebt sich, unter 
Vernachlissigung von Gréssen, die fiir ein verschwindend kleines ¢ 
ebenfalls verschwindend klein “piso fiir ma’ nach (25) der Ausdruck: 


Ma = Wa + f— “fe = — te cot at + : tg ia) ate 


a — & ‘ di 
+ = t tgia- Q. 
0 
worin m, die in (33) angegebene Grosse bedeutet. Nun niihert sich 
das erste Integral bei unendlich abnehmendem ¢ einer endlichen Grenze, 
wihrend das zweite iiber jeden gegebenen Werth hinaus wiichst. Da 
aber m, und m, bestimmte endliche Werthe vorstellen, so muss a — £, 
die Differenz der Werthe des Gesammtpotentials auf den beiden Kugel- 
oberflichen, sehr klein sein, und in Folge dessen ist das zweite Glied 
in dem Ausdrucke fiir ma gegen die beiden anderen zu vernachlissigen. 
Man erhilt aber durch theilweise Integration: 


a —_— 

‘ aa a “ d f1 , 1 - 
iE tgid - = ef (log = —loga) di ( ~tgid)dame log . fe G, 
0 0 


wenn G eine Grésse, die bei unendlich abnehmendem ¢ endlich bleibt. 
Setzt man also 
> B —_ 7 a ? 
¢ log < - 
so ergiebt sich: 
Ma =—Mm+d, m—m—»d, 


und wenn man hierin fiir m, und my, ihre Werthe aus (33) und (33’) 
einsetzt, so kann man die Constanten a und » durch die gegebenen 
Elektricitiitsmengen m, und ny ausdriicken. — Wihrend aber das 
Gesammtpotential auf beiden Kugeln nahezu dieselben Werthe besitzt 
(niimlich Werthe, deren Differenz bei fortgesetzter Anniherung der 
Kugeln in dem Grade abnimmt, wie der reciproke Werth des Loga- 
rithmus der reciproken Entfernung*) beider Kugeln), haben, wie sich 


*) Man vergl. den Werth von c am Schlusse des § 6 
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mittels der in § 7. entwickelten Formeln nachweisen lisst, die Poten- 
tiale der einzelnen Belegungen und ebenso die Dichtigkeiten in der 
Nihe der Punkte, in welchen die Centrale die Kugeloberfliichen schneidet, 
sehr grosse Werthe, die Dichtigkeiten in betriichtlicherer Entfernung 
aber nahezu dieselben Werthe, welche bei der Beriihrung der Kugeln 
eintreten wiirden. Die iiberschiissigen, bei der Beriihrung sich aus- 
gleichenden Elektricitiitsmengen (+ > und — ») wiirden also, wenn 
die Kugeln einander bis auf eine unendlich kleine Entfernung genihert 
werden kénnten, ohne dass ein Uebergang von Elektricitiit von der 
einen zur anderen stattfiinde, auf unendlich kleinen Flichenriumen 
concentrirt sein. 

Wenn die eine Kugel zur Erde abgeleitet, der anderen die Elektri- 
citiitsmenge m, mitgetheilt ist, so sind 6, ma, m =O, also >) = mye; 
die auf der nicht isolirten Kugel durch Influenz hervorgerufene Elektri- 
citiitsmenge m,’ ist also bei sehr kleiner Entfernung der Kugeln nahezu 
= — mm, und die sehr kleine Grosse 


, é 1 
a= 2e We : ( log *) 
giebt den Werth des Gesammtpotentials in der isolirten Kugel an. 


§ 9. 
Reihenentwicklungen. 

Wir kehren zu den in § 6. aufgestellten allgemeinen Formeln 
zuriick, um kurz anzugeben, wie daraus theils neue, theils bekannte 
aber auf anderen Wegen gefundene Reihenentwicklungen abgeleitet 
werden kénnen. 


1. 
Wendet man fiir cot amu die Formel an 
a. 5 amu = 4G ee AG Ce ot 
cotamu= sig \eot 3K it¢@ ™™ & ie ; 


und bezeichnet durch 0 die Constante 
aan = s 


aw. eres 
gets 7” Tle = 84%) 


so ergeben sich fiir die Integrale J, und J,, unter Benutzung der in 
§ 4. Nr. 12) angegebenen Formen, die Ausdriicke: 


( w in 
2d sind (@ — a): da . 
J,= ———————— A,:sinsd as 
. (cosid A—cosd (e—@,)) V2cosA—2 cos@ > (e—e0) 
0 1 


na —" < 
“— e —2dsinidd- da _— > Be: sd (oe— ° 
( J (eoniai * 1 bigest 





(34) | 








32° 
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worin die Coefficienten A, und B, die folgenden Functionen von @ 
vorstellen : 


A= 89¢" * cosisd’-di 
1 +@* J V2e081—2cose ’ 
0 ‘s 
B— 89h" (°=isinisda-da 
, 1+ q** V2cos@—2cosd 
Zu bemerken ist, dass die Reihe fiir J, fiir den Werth @ = g, nicht 
anwendbar ist, und dass sie fiir @ — 2, welches auch der Werth von 
@ sei, aus lauter unendlich grossen Gliedern besteht, woraus indessen 
nur zu schliessen ist, dass in diesem speciellen Falle die Umkehrung 
der Reihenfolge der Summation und Integration unstatthaft. war. Von 
diesen Ausnahmefillen abgesehen sind die Reihen anwendbar, und sie 
sind dann stark convergent, wenn der Abstand der Kugeln ein ge- 
ringer ist. — Dass das vor dem Summenzeichen stehende Glied des 
Ausdruckes von J, dann = oo wird, wenn gleichzeitig p= ,, a =0, 
ist dadurch begriindet, dass J, fiir diese Werthe unendlich werden 
muss. Die Ausdriicke fiir J, und J, ergeben sich durch Buchstaben- 
vertauschung aus den fiir J, und J, aufgestellten. — Die Reihen diirfen 
nach @ unter dem Summenzeichen differentiirt werden. 


2 


— 


Setzt man in (12) 4 =a — u, so ergiebt sich: 


a 

25K’ , K’ . K’ . 
J,=— — | \A am 1 (@—@)—tv) — Aam n (@— e+ iu} 

f. de 
V— 2 cosu — 2cos@ 
=e 

9K” | s K’ , 

y= f foam ~ (@— Gin) +A am (e—gy-+in)} 


0 du 


: V 2 cos@ + 2cosu 
und durch Anwendung der Formel 


: 1 4q mu 4q° Q2uu ( 
Aanu = we {it i+ @ °° “x ob i+¢@ cos 7 +94 


erhailt man hieraus die trigonometrischen Reihen 


J, => C,+ sin s0(@ — @), 
1 


(35) 


J, -»> D, + cos sd (@ — @,) 
v0 
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wenn die Coefficienten C, und D, die Werthe haben: 


nm 


48 —isinisdu-du 
C, = . yO 5] 
costsdm V— 2 cos u — 2 cos @ 
a—w 
a—w 
Bien 46 ff cosisdu- du 
$ cosisd x V 2cosw + 2 cosw 
0 


und wenn in der Reihe fiir J, das dem Werthe s = 0 entsprechende 
Glied auf die Hilfte yeducirt wird. Es muss erwihnt werden, dass 
beide Reihen fiir den speciellen Werth @ == 0 divergent sind, und dass 
die erstere (welche eine fiir @ = @, -+- 0 discontinuirliche Function dar- 
stellt) fiir jeden Werth von @ nur eine sehr schwache Convergenz 
besitzt und nach @ nicht unter dem Summenzeichen differentiirbar ist. 
od 
de 
durch Differentiation der einzelnen Reihenglieder abzuleiten und die 
so sich ergebende Reihe ist (ausser fiir nahe an 0 gelegene Werthe 
von ) stark convergent, wenn der Abstand der Kugeln ein geringer 
ist. Von dieser Reihe allein hiingen die Dichtigkeiten der elektrischen 
Belegungen in dem Falle ab, dass das Gesammtpotential fauf beiden 
Kugeln denselben Werth hat. 


Dagegen ist es bei der zweiten Reihe erlaubt, den Werth von 





Benutzt man die Formeln 


cot am(u, k) = .——- = 
, é sinam(— @w; kK’) 
1 
: wu 
sin 


2k 


 %U 4q3 .. 3nu 
sil SK + i—¢g *" 3K +--+], 


1 a | 4q 
sinamw 2K + l—q 


so erhilt man: 
9 4 


2K Kk’ ; 
. - cot am — (9 — @ + 7A) 


1 rw 4gi"t! eee en 
=> ; r ; 7 Slhi (2 4 — § t 
tsind(A—te+iao) + ‘— 1—qgi*t! ( + b) ( ? Go)» 


worin: 

gy =e Co. 
Nun ist, wenn ¢, wie friiher, die positive oder negative Einheit be- 
zeichnet, je nachdem @ — @, positiv oder negativ ist: 


iss) 


1 ¢ == Be > (n+ 4) e(@—@o+ ia) 


isin}(A—te+ign)  isinge(A—io+ion — “ 
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Vereinigt man diese Summe mit der vorigen, so ergiebt sich nach 
einigen leichten Umformungen: 


2K’ K’ ‘ 
~—— cot am —— (@ — @ + 2A) 





ef 

ng Sees 1(C@,—C@g— OOo) +4} 4 

ini 7) sin i(n +: 4) (@ — @a) 
Aus (12) folgt nun: 
sini (m-+ 4) (€@, —€@g— e+ eo) 2 * coa(n + 4) Adi 
Jm2e >) ‘sint(m-+-4) (e,—e,) " 7 V2cosi—2coso ’ 

: Di 
per pater! CQ, —C@a—O +O) 2 ['sin(n+4) Ada _— ; 
TaTCE He b — Qa) a V2cos@—2cosi 4 


Die Ausdriicke fiir J, und J, entstehen hieraus durch Verwandlung 
von @ — @® in e+ e@,—2Q@.; es ist jedoch gleichzeitig ¢—1 zu 
setzen, weil 9 + 0, — 20, positiv ist. Beachtet man noch, dass 


2 ( cosm+})idi _ 2 * sin(n +4) ada = P*(cos@), *) 


m V2cosi— 2cos@ ™ V2cos@ — 2cosd 
0 7) 


so erhailt man die folgenden in Bezug auf @ nach Kugelfunctionen 
fortschreitenden Reihenentwicklungen der vier Integrale J: 


sin i(m + 4) the it n (¢ : 
J, = Dx >) sin i(m + $) (@ a) ak saat 


5 WO sini(n+ 4) (e+e, —e@ — 0) mae 
Jy 2a D) sin a(n + 4) (@) — ea) P* (cos @), 





—) icos iin + 4) (C@,— €@a—@ +O) pe 
=2n = snt(n+4)(e,—e@) EM(cos @), 


F = t cos i(n -f 4) (@, + — — @o) nm 
J, = 22 4 gin i(n + 4) (@, = a * - °); 


Die Dichtigkeiten k, und k, (§ 6.) kénnen durch die Gleichungen 





*) Diese Darstellungen der Kugelfunction P”(cos w) habe ich in den ,,Mathe- 
matischen Annalen“ (Bd. V) aus den Dirichlet’schen Integralformen, und auf 
anderem Wege in dem Jahresberichte des hiesigen Gymnasiums, 1870, abgeleitet. 
(Letzterer Aufsatz ist in diesen Annalen, Bd. 18, pag. 161—194, abgedruckt.) 
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He = — 38 | @— p) 2% + (@ + p) 2} (eo = 0), 


ToT, 


id at a— p)* ve + (a + 8) “44 (eo =e), 


gefunden werden. Daher ist: 





11 Tote 2 sin ¢(% + 4) (e, — eo) ‘ 
oe Zac - sin i(m + §) (e,—e@) (n + 4) P*(cos @), 





pot OE SY sini + D (@ 


6 2ne eee sin i(n + 4) ee - (w + 4) P*(cos @). 











. 1,1 i “ ‘i aN . . 
Die Werthe von 4ak?” und 4ak; ' erweisen sich als tibereinstimmend 


mit den fiir die ihnen entsprechenden Gréssen H” und H” von Herrn 


C. Neumann aufgestellten Ausdriicken (Il. c. pag. 109, Nr. 132). 
Wenn a und £ beliebige constante Werthe behalten, so findet man: 











poor 1088S 2 at tem 09 _ ge OHH 0-W) 
a dnc a sin ¢(m + 4) (e, — @,) 
- (n+ 4) P*(cos @), 
3 2 (+4) (Ca) ("+ $) a @) 
ap _ *e% y. me +Be- any 
_ 4nc Zz ’ sin ¢(m + 4) (@, — ea) 


- (n+ 4) P*(cos @), 


und endlich ergiebt-sich fiir sie Dichtigkeiten der Belegungen zweier 
Kugeln , die mit gegebenen Elektricitiitsmengen geladen aber der Kin- 
wirkung fusserer Kriifte nicht unterworfen sind: 








3 < (+4) 6 —(+ }) % 
pt, | Tq ; Be seas + e n 
t ‘= ee: ‘- = sin ¢(m + 4) (@,— eq) C+ See 


4c 


3 = e" t 4) Ca —(n+ +h)ea 
a, Tt; 2 ) . + Be n 
f, ‘= “dace 5 ae i(n +4) (e,— Ca) 7 ie shaoaiied 


4. 


Um zu einer anderen Form von Reihenentwicklungen zu gelangen 
lege ich die Gleichung*) zu Grunde: 





*) Vergl. ,,Die Lehre von den elliptischen Integralen und den Thetafunc- 
tionen. Von K. H. Schellbach. Berlin 1864,‘* Seite 114 Nr. (3), 
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2K 1 P. p 4 1 ( eras 
1 —_ _ sin (a + svi) yrs 
54 i ‘ 


sin am 


Da nun 





~* ve 


cot am = (e — @ + 7A) 


2K 1 

cl K’ ie ie ; 

é sin am “s (4—toe+ to) k 
und im vorliegenden Falle v’ = @, — @, ist, so erhilt man, wenn man 
noch s in — s verwandelt: 


2K’ Kk’ F 
—— cot am a (9 — Qo + tA) 


ao 


; A 1 
ie’ i sin 4(4 — te + igo — 2is(e, — e,)) 


Setzt man diesen Werth in (10) ein und beachtet, dass nach (1) und (1’): 


di 2m¢é 
. isin $(4 — in) V2 cos 4 — 2 cos @ V2 cos iv — 2 cos @ 
—o +4 
22 o 
j di Qa 


ind . ? 
V2 cos in — 2 COB @ 


J sin 1a — in) V2 cos @ — 2 cos A 
@ ° 


wenn € = -+ 1 oder — 1, je nachdem uw positiv oder negativ ist, so 
erhalt man: 


J, = 22 Zz é,(2 cos i(@ — ey + 2se, — 2sQ,) — 2 cos a)4, 

a) . — 
J, = 22 P) 6,(2 cos i(0 + 0, — 20. + 2s@, —- 280.) — 2 cos @) 4 ‘ 
J,— 22 Pi (2 cos i(@ — 9, + 2se, — 2s@,) — 2 cos @) b 
J, = 22 a (2 cos i(9 + 9, — 2e. + 2s0, — 2s0,) — 2 cos a) ‘ 


Hierin ist ¢,—=-++ 1 oder — 1, je nachdem s positiv oder negativ, 
und & =e; ferner 0,==-+- 1, wenn s positiv oder Null, dagegen 
0, = — 1, wenn s negativ. Bei Einsetzung der Werthe der J in die 
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Gleichungen (21) heben sich die Glieder B(1 + ¢) und a(1 — e) fort, 
und in der ersten Gleichung ausserdem alle Glieder, welche negativen 
Werthen von s entsprechen, in der zweiten die zu nicht negativen 
Werthen von s gehérigen, so dass fir die Potentialfunctionen v, und 
v, die Ausdriicke gelten: 


n 


ad =——§ ss (2 cos 1(9 — @) + 255 — 28 Qa) — 2 cos o)%, 


1 


+a * > (20s ¢ (0+ @) — 20. +2s0,—2s0,) — 2 cos a) m 
0 
oF ——_ * > (2 cos i(@ — Q -f- 2s 0, -—- 2802) — 2 eos a), 
—! 


+6 i (2 cost (e+ @) — 2 Qa-+250,—25 Q.) — 2 cos a) ; 
=" 


Durch 9,4, sind die Coordinaten des Punktes P, auf welchen die 
Potentialfunctionen sich beziehen, und durch @,, 3), py diejenigen des 
Centralpunktes P, bezeichnet worden. Bezeichnet man durch P, und 
Q; solche Punkte, denen die Coordinaten 


Qo — 28a, + 28a, By, Po 
und 
~ 0) +20. — 2800+ 2800 My % 


zukommen, so kénnen die Ausdriicke fiir v, und vy, unter folgenden 
Formen dargestellt werden: 


o “Fa AP,- BP, ° PP, 
‘ AQ,- BQ, 1 
+* “a +V Ap,-BP, ° PQ,’ 
— 
tae Sf BP 
6 — AP,: BP, © PP, 
+6 >4 AQ, BQ, arn Sam 
-— AP, BP, ° PQ, 


Setzt man hierin « = 6B = 1, so erhilt man die Green’sche Function 
fiir den Centralpunkt P,; setzt man dagegen 9, = 90, # =O, d. h. 


lisst P, ins Unendliche riicken, und verwandelt « und B in a/ A P,- BP, 
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und 6 YyAP,- BP, (wodurch die Nenner der Briiche unter den Wurzel- 
weichen fortfallen), so beziehen sich die Formeln auf den Fall, wo 
das Gesammtpotential auf den beiden Kugeloberflichen resp. die con- 
stanten Werthe a und B hat. In jedem Falle zeigen ‘die Formeln, 
dass die Wirkung der elektrischen Belegung jeder einzelnen Kugel 
nach aussen hin aquivalent ist der Wirkung bestimmter in den inner- 
halb dieser Kugel gelegenen Punkten P, und Q, concentrirt gedachter 
Massen; ein Resultat, zu dem mehrere der friiheren Bearbeitungen 
des Problems auf sehr verschiedenen Wegen gefiihrt haben. 


E!bing, Ostern 1879. 
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Versuch einer tibersichtlichen Darstellung der Riemann’schen 
Flache, welche der Galois’schen Resolvente der Modular-. 
gleichung fiir Primzahltransformation der elliptischen Functionen 
entspricht. 


Von 
Watrtuer Dyck in Leipzig. 


(Mit 2 lithographirten Tafeln.) 


Die Probleme, welche mit den gestaltlichen Verhiltnissen einer 
Riemann’schen Fliche im Zusammenhange stehen, finden eine be- 
sondere Schwierigkeit in der rein geometrischen Auffassung der Fiche 
und der Orientirung auf derselben, falls die Anzahl ihrer Blatter nur 
einigermassen gross ist. Die schon von Riemann gegebene, von 
Herrn Klein ausfiihrlich verwandte Form der Darstellung, in welcher 


‘die einzelnen Blatter der Fliche, statt iibereinanderzuliegen, neben- 


einander ausgebreitet sind, erleichtert in hohem Grade diese Ueber- 
sicht. Sie macht es méglich, die Flaiche dadurch der geometrischen 
Auffassung niher zu bringen, dass man sich zuniichst successive auf 
kleinen Gebieten der Flaiche orientirt und dann deren Kinordnung in 
das Ganze verfolgt. 

Die folgenden Zeilen versuchen es nun, eine Beschreibung der regu- 
liven Riemanw’ schen Flichen zu geben, welche der Galois’ schen 
Resolvente der Modulargleichung der elliptischen Functionen fiir Prim- 
zahltransformation entsprechen. 

Diese Beschreibung wird wesentlich erleichtert dadurch, dass wir 
es mit einer reguldren Fliche zu thun haben. Dann ist es ein all- 
gemeines Princip, die gestaltlichen Anordnungen der Fliiche an vor- 
handene Untergruppen der durch die ganze Fiche vorgestellten Gesammt- 
gruppe zu kniipfen; es lassen sich dabei die einzelnen Blatter der 
Flache in eine Anzahl gleichartiger Gebiete zusammenfassen, die durch 
die Substitutionen der betreffenden Untergruppe ineinander iibergehen. 
Es sei in dieser Richtung namentlich auf die Darstellung verwiesen, 
welche Herr Klein im XIV. Bande dieser Annalen von der 168-blittrigen 
Fliche gegeben hat, die sich bei Transformation siebenter Ordnung 
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der elliptischen Functionen einstellt.*) In der That sind es gemein- 
same Ueberlegungen mit meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor 
Klein, welche, von dort ausgehend, die principiellen Gesichtspunkte 
ergeben haben, nach welchen auch in den hdheren Fiillen eine iiber- 
sichtliche Darstellung zu erreichen ist. 

Was nun die Anordnung der folgenden Darstellung betrifft, so 
ist zunaichst die bekannte Definition unserer Fliche vorausgeschickt 
(§ 1.), wie sie sich mit Hiilfe der linearen ganzzahligen Substitutionen 


so +8 


yapte vou der Determinante 1 in geometrischem und gruppen- 


theoretischem Sinne ergiebt. Diese Definition enthilt die simmtlichen, 
einfachsten Hiilfsmittel der folgenden Darstellung. 

Aus den Transformationen unserer Fliiche in sich folgt die Még- 
lichkeit, die einzelnen Blitter unserer Fliiche zu gewissen Gebiets- 
theilen zu gruppiren (§$§ 2., 3.), deren gegenseitiges Verhalten wir 
niher verfolgen (§ 4.). So kommt eine iibersichtliche Darstellung der 
Fliiche, in welcher dieselbe in eine Anzahl gleichartiger Gebiete zer- 
schnitten erscheint und wobei die Rinder dieser Gebiete in bestimmter 
Weise einander zugeordnet sind. Die Art der Aneinanderreihung 
unserer Gebietstheile giebt dann Anlass zur Aufstellung gewisser 
Linienziige auf unserer Fliche (§§ 5., 6.), die gleichfalls die Orien- 
tirung auf derselben erleichtern. 

Im folgenden Paragraphen (7.) gehen wir dann dazu iiber, eine 
bestimmte typische Gestalt zu kennzeichnen, in welcher die Fliche 
sich als ,,Fundamentalpolygon“ in die @-Ebene ausbreiteu lisst. 

In unseren Anordnungen treten unmittelbar bekannte (cyklische 
und metacyklische) Untergruppen der Gesammtgruppe hervor, die wir 
in § 8. aufzihlen. 

Zum Schlusse (§ 9.) sind die Betrachtungen an den Fallen der 
Transformation 5'*", 7'** und 11' Ordnung niher ausgefiihrt. 


§ 1. 
Definition der zu behandelnden Flachen. 
Die Abhiingigkeit des Periodenverhiiltnisses w des elliptischen 
Integrales von der absoluten Invariante desselben J = -“- (in der 


Bezeichnung von Weierstrass und Klein) wird geometrisch durch 
eine unendlich vielblittrige Riemann’sche Fliche versinnlicht, deren 
Blatter fiir J = 0 zu je drei, fiir J —1 zu je zwei zusammenhingen, 
wiahrend bei J = oo je unendlich viele Bliitter zu einem Cyklus ver- 


*) Ueber Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen“ 
pag. 458 ff. Man sehe auch noch den Aufsatz d. V. ,,Ueber regulire Riemann’ sche 
Flachen.* Annalen Bd. XVII, pag. 437—510. 
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bunden sind. In der Folge sind die den Stellen J = oo, 0,1 ent- 
sprechenden Punkte beziehungsweise durch a, b, ¢ bezeichnet. 

Wir denken uns diese Riemann’sche Fliiche durch Nebenein- 
anderlegen ihrer Blatter in eine frei im Raume gelegene Fliche ver- 

















Fig. 1. 

wandelt, die als Netz in die Ebene ausgebreitet die bekannte in Fig. 1 
gegebene Hintheilung ergiebt, in welcher die Bilder der positiven und 
negativen Halbebene J durch die Schraffirung unterschieden sind. 

Die einem Werthe von J entsprechenden m-Werthe gehen dabei 
durch die ganzzahligen Substitutionen 

, aw 
a ee 

von der Determinante 1 auseinander hervor, Durch ein Werthsystem 
(a, B, y, 8) ist somit jedesmal ein 
Blatt unserer Fliiche charakterisirt. 
Dabei ist ein simultaner Zeichenwechsel 
in Zihler und Nenner des obigen 
Quotienten gestattet. Dem Blatte 
(a, B, y, 6) entspricht in der aus- 
einandergefalteten Fliche ein schraf- 
firtes ,,Dreieck (a, B, y, 0) und eines 
der benachbarten nichtschraffirten. Wi 
wollen dabei festsetzen, dass wir immer 
den beiden Dreiecken gleiche Bezeich- 
nung beilegen, die, wie in Fig. 2, 
lings einer Kante ac zusammen- 
stossen. 

Unsere obigen @-Substitutionen 
lassen sich durch Iteration und Com- 
bination von zwei ,,erzeugenden“ Substitutionen darstellen, nimlich durch : 

















Fig. 2. 
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(A) 


(C) a= = von der Periode 2. 


W. Dyck. 


@ =o’ +1 von der Periode oo, 


Wenden wir die Substitution A und ihre successiven Potenzen 
auf ein (etwa schraffirtes) Dreieck (a@, B, y, 0) an, so geht dieses 
der Reihe nach in die simmtlichen (schraffirten) Dreiecke iiber, welche 
sich um den Eckpunkt a des Ausgangsdreiecks gruppiren. Analog 
wird durch die Substitution C unser Dreieck in das im Punkte ¢ ent- 
sprechende (schraffirte) Dreieck iibergefiihrt. 

Wir betrachten jetzt jene Substitutionen nach einem Modul n, in- 
dem wir aus der unendlich vielblittrigen Fliiche ein endliches Stiick 


herausschneiden, welches die modulo » verschiedenen Werthe ote 
reprisentirt. Wegen der Continuitit der modulo » genommenen @ 
Substitutionen lisst sich aus dem Netze (Fig. 1) unserer Gesammt- 
fliche ein einfach zusammenhdngendes Gebiet abscheiden, welches diese 
Werthe darstellt. Dasselbe versinnlicht uns geometrisch die Galois’ sche 
Resolvente der Modulargleichung fiir Transformation n‘” Ordnung und 
wir bezeichnen es als das ,,/undamentalpolygon“ derselben. Man kann 
diesem Gebiete eine gewisse typische Gestalt ertheilen, auf die wir am 
Schlusse (§ 9.) der Arbeit niher eingehen. 

Die Rédnder des Fundamentalpolygons gehéren vermége der @ -Sub- 
stitutionen paarweise zusammen, so wie die einzelnen Dreiecke durch 
unsere obigen Substitutionen A und C (die jetzt modulo m verstanden 
sind) sich aneinander anschliessen. So entsteht eine geschlossene 
regulire Riemann’sche Fliiche. Wir setzen in der Folge n stets als 


. n-n®—1 ° 
Primzahl voraus und haben dann, den —---——- modulo n verschie- 


denen Werthen von = + schraf- 


firte und ebensoviele nichtschraffirte Dreiecke getheilte Fliche. Den 
Kckpunkten a, b, c unserer Gebietseintheilung entsprechend, vereinigen 
sich jetzt beziehungsweise 2-n, 2-3, 2-2 abwechselnd schraffirte 
und nichtschraffirte Dreiecke. Wir werden diese Punkte in der Folge 
auch beziehungsweise als ,,Eckpunkte n, 3, 2“ der Fliicheneintheilung 
bezeichnen. a” 

Die so im Allgemeinen charakterisirte Riemann’sche Fliche ist 
es, deren gestaltliche Verhiiltnisse wir niher untersuchen wollen. 


§ 2. 
Zusammenfassung der Gebiete unserer Fliche zu n-Ecken. 
Fassen wir die um einen Eckpunkt  liegenden Gebiete jedesmal 
zu einem n-Ecke zusammen, so theilt sich die ganze Fliche in ™ : 77 :, 


solche n-Ecke ein. 


n-n®?—1 
> r 





entsprechend, eine in 
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Wir erhalten die zu einem n-Ecke gehérigen Dreiecke, wenn wir 


auf eines derselben, cots , die Substitution A, o =o’ + 1 und 


ihre Potenzen anwenden. Insofern unser Dreieck bei der Substitution 
« #@+ (+a) 
yo + (d+) 
dabei sagen, dass es sich bei dieser Substitution mit der ,, Amplitude 1“ 
um seinen Eckpunkt m ,,dreht‘‘, wiihrend die Substitution A” eine 
»UVrehung von der Amplitude v“ bewirkt. Die Drehungen sind dabei 
modulo » verstanden und stets in demselben Sinne, in unserer weiteren 
Darstellung dem Sinne des Uhrzeigers entgegengesetzt, genommen. 
Die obige Substitution zeigt nun unmittelbar, dass zu einem Eck- 
punkte » diejenigen » Dreiecke (a, B, y, 0) gehdren, fiir welche « 
und f constant ist, wihrend die m verschiedenen Werthepaare y, 0 
sich durch die Congruenz 


(1) ad — py =1 mod.n 


bestimmen, So lassen sich die simmtlichen n-Ecke unserer FEliche 
am einfachsten durch zwei Indices (@, y) charakterisiren, wo @ und y 
von einander unabhiingig ein ganzes Restsystem modulo  durchlaufen, 
von dem nur das Werthepaar (0, 0) ausgeschlossen ist und ein gleich- 
zeitiger Zeichenwechsel der Indices gestattet ist.*) 





A in sein ,,Nachbardreieck‘ iibergefiihrt wird, wollen wir 


§ 3. 
Zusammenfassung der n-Ecke zu Polygoncyklen. 
Jedes n-Eck (a, y) ist von einem Kranze von » weiteren Poly- 


gonen (a, y’) umgeben. Wir erhalten die Mittelpunkte derselben, 


aw +6 
yo+oa 


a im 9 . r . 
stitution @ == —— anwenden, welche, wie schon oben erwihnt, jedes- 





wenn wir auf die » Dreiecke unseres Polygons (a, y) die Sub- 


mal eine Drehung des betreffenden Dreiecks um seinen Eckpunkt c 
darstellt. Diese sind also einfach als Centra (a’, y’) = (6, 8) zu be- 
zeichnen, wo 6, 0 die » Werthepaare bedeuten, die sich als Lésungen 
der obigen Congruenz 


ad — By = ay — o'y =1 mod.n 
bei festem a, y ergeben. 
Wir wollen ein n-Eck mit dem Kranze der » umgebenden n- Ecke 
kurz als ,,Polygoncyklus“ bezeichnen. 


*) Man vergleiche hierzu die betreffenden Erérterungen in dem jiingsten 
Aufsatze des Herrn Klein: ,,Ueber gewisse Theilwerthe der O-Function.* Math. 
Aun. XVII, p. 572. 
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Dann gilt der Satz: 


Die ™ — n-Ecke unserer Fliiche lassen sich zu je n-+-1 in 
s — ‘von einander getrennte Polygoncyklen zusammenfassen. 

Wir betrachten zu dem Ende eine Transformation unserer Fliache 
in sich, darin bestehend, dass wir um ein Centrum («, y) eine Drehung 
von der Periode » ausfiihren, und fragen uns nach dem Verhalten der 
einzelnen n-Ecke bei dieser Drehung. Drehen wir um das Centrum 
(1, 0), indem wir das Dreieck @ in w + 1 iberfiihren, so geht da- 


durch ein beliebiges Dreieck wert iiber in 

S097 4 5. tNSFO+O 
yo+oa ? 
und damit folgt: 


Bei der Drehung @ = @' + 1 um das Centrum (1, 0) bleiben alle 
Centra (a, 0), fiir welche also y =0 mod.n ist, und nur diese fest, 
wiihrend allgemein dabei ein Centrum (a, y) in (a + y, y) tibergeht. 

Nun sind die um ein n-Eck (a, 0) liegenden » Polygone (a’, y’) 
nach dem Obigen gerade dadurch charakterisirt, dass fiir sie a - y’ =1 
mod. » ist, also y’ einen festen Werth besitzt; wiihrend a alle Reste 
modulo x annimmt. Der Vergleich mit dem soeben gefundenen Satze 
zeigt also, dass die jedes Centrum (a, 0) umgebenden n Polygone bei 
der Drehung in einander iibergehen: 

“m— i 


Es bilden somit die ; 


Centra (a, 0) die Mitielpunkte von 
= oor Polygoncyklen, die bei unserer Transformation je in sich iiber- 
gehen. Wir kinnen wns also ein anschauliches Bild unserer Fliiche 
a— 

2 
und jeden fiir sich darstellen. Dabei ist dann, wie im folgenden Para- 
graphen ausgefiihrt, noch anzugeben, wie die einzelnen Rander der so 
zerschnittenen Fliche aneinander gehiren. 

Je nachdem wir von dem Centrum (1, 0) als Mittelpunkt eines 
Polygoncyklus ausgehen, oder von einem der n umgebenden n-Ecke, er- 
halten wir im Ganzen (n + 1) verschiedene Arten, diese Zerlegung der 
Fliche auszufiihren. Allgemein ist dabei das aus einem beliebigen 


verschaffen, indem wir sie in - solcher Polygoncyklen zerschneiden 


. . n—1 een 
Centrum (a, y) entspringende System von —z-  zusammengehdrigen 


Polygoncyklen gegeben durch die Centra (x-a, x-y), wo x ein halbes 
Restsystem modulo » durchliuft. 


Der Rand jedes unserer ” ron Polygoncyklen besteht aus 2 (n—3) 
Dreiecksseiten be [Vergleiche die Figur 1 und 2 der Tafel I, welche 
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die einzelnen Cyklen ineinander ein, wie wir dies sogleich noch niher 
auszufiihren haben. 

Die Drehung der Polygoncyklen liisst sich noch dadurch charak- 
terisiren, dass wir einen derselben, also etwa den Cyklus (1, 0), heraus- 
greifen, um den Mittelpunkt desselben eine Drehung von der Ampli- 
tude 1 ausfiihren und jetzt nach der Amplitude der Drehung fiir die 
iibrigen Cyklen (a, 0) fragen, die dabei gleichfalls in sich tibergehen. 
Dann zeigt man leicht, dass diese Amplitude — 0? mod, n ist, wobei 
a-0=1 mod. n. t 

Es drehen sich also bei unserer Transformation stimmtliche Polygon- 
cyklen mit verschiedenen Amplituden, die dem System der verschiedenen 
quadratischen Reste modulo n entsprechen. 


§ 4. 
Aneinanderschliessen der Cyklen zur Flache. 


Wir wollen jetzt naher priicisiren, wie die einzelnen Riinder 
unserer zerschnittenen Fliiche zusammenzusetzen sind. Dabei legen 
wir, der kiirzeren Darstellung wegen, die Eintheilung nach den Polygon- 
eyklen (a’, 0) zu Grunde, die wir in der Folge blos durch den einen 
n—1 


Index (a’) bezeichnen, und wobei wir a’ stets < annehmen. 





Dann haben wir nach dem Friiheren zuvérderst die Regel, dass 
ein Dreieck (a, B, y, 0) zu dem n-Ecke (a, y) gehirt, und dieses zu 
dem Cyklus (a’), fiir welchen 


« y =-+'1 mod. n 


ist. Beachten wir noch, dass die beiden Nachbardreiecke (das schraf- 
firte und das nichtschraffirte), welchen wir den Index (a, 6, y, 0) 
beigelegt haben, mit ihrem Rande (b cb) an die beiden durch (6,—«, 0, — y) 


zu bezeichnenden Dreiecke stossen, so lassen sich durch diese An- 
n—1 


gaben die Rinder unserer ; 





Cyklen im einzelnen Falle sofort zu- 


sammenschliessen. 

Die hiedurch im Allgemeinen definirte Anordnung wollen wir da- 
durch niher charakterisiren, dass wir nach der Reihenfolge fragen, 
in der sich die einzelnen Polygoncyklen wm irgend einen derselben 
gruppiren. 

Wir gehen dabei von dem Cyklus (1) aus und betrachten zuniichst 
das Polygon (0, 1) dieses Cyklus. An die (m — 3) noch freien 
Kanten (bcb) dieses Polygons stossen nun der Reihe nach die (m — 3) 
Polygone: 


Mathematische Annalen, XVIII. 33 
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—1 
a,2), 4,8 4, --,  (, *=*), 
—1 
(—1,2), (— 1,3), (—1,4),---, (- 1, "=+), 
welche den Centra (a) angehéren, fiir welche beziehungsweise 


, « , ’ n—1 , 
2a’, 3a’, 4a’, rasy ; a ==-+ 1 mod. n 





ist. Die Werthe (a@’) der gesuchten Centra bilden also gerade das 
halbe Restsystem modulo m mit Ausschluss von 1. Ihre Anordnung 
ist (vergleiche auch die fiir den Fall n = 11 gegebenen Fig. 1 und 2 
auf Tafel I) dabei symmetrisch in Bezug auf die durch die Mittel- 
punkte (1,0) und (0, 1) gezogene Mittellinie unseres Polygons (0, 1). 

Drehen wir den Cyklus (1) durch die Substitution o =o + v 
in sich, so bleiben (selbstverstiindlich) auch unsere Centra (a’) un- 
veraindert; fiihren wir den Cyklus (1) durch eine Substitution 
a, oo" + By 

9; 
in einen Cyklus (@,) iiber, so wird jeder unserer Cyklen (a’) in einen 
Cyklus (a «,) iibergefiihrt. Damit ist aber die gegenseitige Anord- 
nung fiir alle unsere Cyklen gekennzeichnet: 

Jeder Polygoncyklus stisst an jeden anderen mit 2n seiner Rénder 
(beb); diese 2n Rénder sind dabei jedesmal reguliir-symmetrisch zum 
Centrum des Cyklus angeordnet. 

Wir fragen noch, wie sich die so angeordneten Randstiicke im 
Einzelnen aneinanderschliessen. Greifen wir zu dem Ende etwa die 
Polygoneyklen (1) und (@’) heraus, so erhalten wir nach dem eben 
Ausgefiihrien sofort die 2m Rinder in dem einen und in dem anderen 
Cyklus , in welchen die beiden zusammenstossen. Bezeichnen wir (vergl. 
Fig. 1 in Tafel I) die betreffenden » Randstiicke des Cyklus (1), 
wie sie durch die Drehung A, o=o'+ 1 um das Centrum (1) 
successive auseinander hervorgehen, mit R,, R,, R,, R, --- (indem 
wir dabei die noch tibrigen m, zu jenen symmetrischen, Randstiicke 
ausser Betracht lassen), und fiihren dieselbe Bezeichnung im Cyklus 
(a’) ein, indem wir gleichfalls die Riinder, wie sie im Cyklus auf- 


eo = 


einander folgen, durch R,, R,’, R,’, Rj --- benennen. Dabei sollen 
R, und R,’ zusammengehirige Randstiicke sein. Die Zuordnung der 
Rander R,, R,, R,--- zu den Rindern R,’, R,, R, --- ergiebt 


sich dann sofort, wenn wir den Rand R, successive in R,, R,, R, --- 
iiberfiihren und zusehen, in welcher Reihenfolge dann der Rand R, 
in die tibrigen Rander R,’, R,, R, --- itibergeht. Wir drehen also den 
Cyklus (1) mit der Amplitude 1 um sein Centrum, dann dreht, wie 
wir schon oben erwahnt (pag. 513), der Cyklus (a’) mit einer Ampli- 
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tude, die = 0? mod. n ist, wenn «’d =1 mod.n. Damit folgt aber, 
dass die Reihenfolge, in welcher unsere Rinder paarweise zu vereinigen 
sind, unmittelbar durch die Zuordnung: 


Ry, R,, R,, R, yar 
yy. Be Bs 


gegeben ist, — und eine analoge Anordnung kommt fiir jedes Cyklenpaar. 


zu: 


; § 5. 
Aneinanderreihen von Polygoncyklen. 
Wir haben im vorigen Paragraphen durch eine Substitution 


(‘T) oo sm => Be 


den Cyklus 1 in einen Cyklus («’) iibergefiihrt. Der Werth von #’ in 
dieser Substitution bestimmt dabei die specielle Art dieser Ueberfiihrung, 
indem dadurch dem Dreiecke ,a@“ des ersten Cyklus ein bestimmtes 
Dreieck (a’, B’, 0, 0°) des neuen Cyklus zugeordnet wird. 

Die Iteration der obigen Substitution liisst unseren Cyklus (1) der 
Reihe nach iibergehen in die Cyklen 


(1), (@), (@’?), (@’4)--- 
Wenn nun e@’ in Bezug auf den Modul » zum Exponenten n — 1 ge- 
hort, gelangen wir dabei in sémmtliche Polygoncyklen, wihrend fiir 
n—1 
« *“ — —1 mod. unsere ~ —s Cyklen sich in d Reihen spalten, 
die durch unsere Substitution je in sich gehen. 

Setzen wir fiir den Augenblick die obige Substitution (T) in der 
speciellen Form ; 
(T’) omy 
voraus, wo @ zum Exponenten » — 1 gehére, so sehen wir unmittel- 
bar, dass durch diese Substitution neben der eben angefiihrten Reihe 


der Centra ; 

(1), (@), (@ *), (@ ): e. 
noch die Centra eines zweiten Systems zusammengehdriger Polygon- 
cyklen in einander iibergefiihrt werden, niimlich die Reihe der Centra: 


(0,1), (O,@'), (0,a@'*), (0,a'%)---, 
on 


aber auch nur diese Reihe. Dabei fiihrt die Substitution (C) @ = -” 


die Reihe der ersten Centra in die zweite Reihe iiber, und ein gleiches 
gilt von allen Substitutionen 7”’-*C7"". 


33* 
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Analog lasst sich fiir unsere allgemeine Substitution (T) der Satz 
aussprechen, dass durch diese Substitution (T) wnd ihre successiven Po- 
tenzen die Centra zweier zusammengehiriger Systeme von Cyklen in 
einander iibergefiihrt werden. Dabei giebt es immer eine Substitution S 
von der Periode 2, welche die Centra des einen Systems mit denen des 
anderen vertauscht, und das Gleiche gilt dann von allen Substitutionen 
?-78T".% 

Wir kénnen uns geometrisch eine solche Substitution (T) durch 
einen Weg auf unserer Riemann’schen Fliche vorgestellt denken, 
den wir vom Cyklus (1), etwa vom Dreiecke @ ausgehend, zu dem 
Dreiecke (a’, 6’, 0, 6°) des Cyklus (a’) fiihren und von hier aus analog 
von Cyklus zu Cyklus fortsetzen, bis wir zam Ausgangspunkte zuriick- 
gekommen sind — ein Weg, der, den verschiedenen Werthen f’ ent- 
sprechend, noch » verschiedene Weisen der Cyklenverbindung zuliisst, 
und den wir dabei stets so legen kénnen, dass er auch noch jedesmal 
die Centra jenes zugehdrigen Systems von Polygoncyklen enthilt. 
Beschriinken wir uns einen Augenblick auf den Fall, in dem a’ 


eine primitive Wurzel der Primzahl » ist, so durchliuft ein solcher Weg 
° ~~ : n—1l . : : 
die simmtlichen— .— Centra (a@’") in einer von dem speciellen Werthe 
von « abhiingigen Reihenfolge. Sehen wir von dieser Reihenfolge ab, 
so giebt es, den m+ 1 méglichen Cykleneintheilungen entsprechend, 
die wir auf unserer Fliiche treffen kénnen, im Ganzen n(n + 1) 
wesentlich verschiedene derartige Linienziige; sie reduciren sich auf 
n(n -+ 1) 
9 


blos Linienziige, da wir, wie eben erwiihnt, jeden Linien- 


wag durch zwei zugeordnete Systeme von Cyklen legen kénnen. 

Wir haben nun in unserer regulir eingetheilten Fliiche in den 
Kanten unserer Dreiecke Linienstiicke, die wir uns zu Wegen auf der 
Fliche zusammensetzen kénnen. Jeder einzelne Schritt, von einem 
Dreiecke in ein benachbartes fiihrend, bezeichnet dabei eine Drehung 
um einen der Eckpunkte des Dreiecks. 

Fiihren wir solche Linienziige von dem Centrum eines Polygon- 
cyklus zu einem zugehérigen Centrum, so kénnen wir damit alle miég- 
lichen Anordnungen unserer Cyklen erreichen. 

§ 6. 


e 


Anordnung der Polygoncyklen lings der Symmetrielinien der Fliche. 


Wir gehen im Folgenden auf eine dieser Gruppirungen niher ein, 
die sich unmittelbar darbietet: Die Anordnung der Polygoncyklen lings 
derjenigen aus Dreiecksseiten gebildeten Linienziige, welche sich durch 


*) Man vergleiche hier die zugehdrigen Entwicklungen bei Serret, Traité 
d’algébre supérieure vol. II., sowie die im letzten Hefte dieser Annalen erschienene 
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jede Ecke geradlinig fortseteen — Linien, welche wir nach Herrn 


Klein*) als Symmetrielinien unserer Fliiche bezeichnen wollen. 

Charakterisiren wir eine Symmetrielinie durch die Eckpunkte, 
welche sie passirt, so sehen wir, dass es auf unseren Flichen nur eine 
Art von Symmetrielinien giebt; sie bestehen [vergl. die schematische 
Fig. 3 der Tafel I] aus einem Zuge: 

(1) a\cabcba|--:- 

in periodischer Wiederholung. Wir wollen dieses Stiick einer Symmetrie- 
linie als ein Element derselben bezeichnen. Die geometrische An- 
schauung der Fliche zeigt‘uns dabei, dass diejenigen Centra a, welche 
jedesmal ein newes Element der Linie beginnen, Centra von zusammen- 
gehirigen Polygoncyklen sind, und weiter sehen wir, dass es auf einer 
Symmetrielinie zwei Reihen solcher Punkte a giebt, welche als Centra 
von Polygoncyklen zwei getrennten Systemen angehiren. 

Wir stellen jetzt diejenige Substitution auf, welche jenem durch 
ein Element einer Symmetrielinie bezeichneten Wege entspricht. Dabei 
gehen wir vom Centrum des Polygoncyklus (1) aus und bestimmen 
das dem Dreiecke @ dieses Cyklus analoge Dreieck des neuen Cyklus. 
Die Formel (1) fiir ein Element unserer Symmetrielinie ergiebt nun 
die gesuchte Substitution unmittelbar. Bezeichnen wir niimlich fiir den 
Augenblick: 

mit A die Substitution @ = @' + 1 

[Drehung um einen Eckpunkt a, Periode x], 
mit B die Substitution o = ° ++ 
[Drehung um einen KEckpunkt b, Periode 3], 
mit C die Substitution @ = ee 
[Drehung um einen Eckpunkt c, Periode 2), 
wobei dann die Relation 
A-B-C=1 
statthat, so schreibt sich unser in Formel (1) gegebener Weg als Sub- 
stitution aufgefasst [von links nach rechts] folgendermassen: 
n+i1 au—1 
(2) C-A?-Bt.C-B-A? 
[vergl. Fig. 3 auf Tafel 1]. Die einem Elemente einer Symmetrielinie 
entsprechende Substitution ist also: 


(3) o = 2 


der Modulargleichungen fiir den Fall eines primzabligen ‘Transformationsgrades.‘ 
*) Man vergleiche Annalen XIV, p. 465. 
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oder im umgekehrten Sinne 


(3a) 


Unsere vom Dreiecke  auslaufende Symmetrielinie durchliiuft also 
der Reihe nach die Centra: 


(4) (1), (2), (2%), (23)... 


die wir in wmgekehrter Reihenfolge auch als Centra: 


n—1 nm—1\? n—1\3 
(4a) (1), ("5"), (sy, CY}... 
bezeichnen kénnen. 
Die zweite Reihe von zusammengehdrigen Polygoncentren erhalten 
wir, wenn wir in die successiven Potenzen der Substitution (3) die Sub- 


—_ = : ; : 
stitution @ = — —, eintragen. Ks sind dies also die Centra: 


© GD, OA) OCH) OCF) 


oder in umgekehrter Reihenfolge geschrieben: 
(5a) (0, 1), (0, 2), 0, 2%), (0, 2°) aly 


Wir sehen nun sofort: 


° a n—t 
Eine Symmetrielinie besteht aus v = aq Elementen, wenn 


n—t n—1 


grid n—t 2d 
fam ( 2 ) — 1 mod. n 


oder kiirzer 4” — 1 mod. n ist. 

Dann sind wir namlich nach der v' Wiederholung der Sub- 
stitution (3) zum urspriinglichen Centrum (1) und zum Ausgangsdreieck 
(@) desselben zuriickgekehrt. Nun besteht jedes Element einer Sym- 
metrielinie aus 6 Dreiecksseiten, und so ergiebt sich, dass es auf’ wnserer 


Fliiche “—™ + 1-4 Symmetrielinien giebt. 
Drehen wir jetzt durch die Substitution A, @ = w' + 1, und ihre 
successiven Potenzen den Cyklus (1) in sich, so geht dabei unsere 


erstbetrachtete Symmetrielinie der Reihe nach in die (nm — 1) iibrigen 
durch das Centrum (1) laufenden Symmetrielinien iiber. Dabei bleiben 


die + 7 Centra (1), (2), (2°), ---, welche auf der ersten Symmetrie- 
linie liegen, und nur diese Punkte derselben fest, wiihrend die zweite 
Reihe (0, 1), (0, “>-) (0, C+) +++ von zusammengehdrigen 


Punkten a successive in neue Reihen von zusammengehdrigen Punkten 
a tbergeht. Nach der Bemerkung auf pag. 513 dreht dabei durch die 
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Substitution A der Cyklus (1) mit der Amplitude 1, der Cyklus (= 1 


mit der Amplitude 4, der Cyklus (FF mit der Amplitude 4? u. s. w. 
Zusammenfassend ergiebt sich somit fiir unsere Symmetrielinien die 
folgende Gruppirung: 


- m-n+i1-d sae m ‘ 
1. Die - + Symmetrielinien unserer Fliiche trennen sich 


Systeme. Jedes System enthiilt *— 


Polygoncyklen derart, dass durch sie die siimmtlichen Symmetrielinien 
des Systems hindurchlaufen; wir wollen sie die ,,Centra I“ des Systems 


zu je ” in Centra von 





n+1-d 
2 


nennen. Das System enthilt ausserdem noch » - = »Polygon- 


centra II“, deren jedes nur von einer Symmetrielinie des Systems durch- 
setzt. wird. 

Den zwei Reihen zusammengehoriger Centra, die wir auf jeder 
Symmetrielinie unterscheiden, entsprechend, ist jede Symmetrielinie an 
zwei solechen Systemen betheiligt. 


- nm-+i1-d sae ss : : 
2. Die “+ ‘ Systeme von Symmetrielinien gehéren ihrerseits 
wieder zu je d zusammen, der Art, dass die Centra I dieser d Systeme 


‘ *. 3° ‘ n—1 os 
zusammen eine vollstiindige Reihe von zusammengehdrigen Cyklen- 


2 
centren bilden; die Centra II einer solchen Gruppe umfassen dann 
alle iibrigen Polygoncentra der Flache. 


3. Von den Polygoncyklen, in die wir, von irgend einem Centrum 
ausgehend, durch die Substitution (3a) successive gelangen, dreht jeder 
folgende mit viermal grésserer Amplitude als der unmittelbar vor- 
hergehende. 


§ 7. 
Das Fundamentalpolygon in der w-Ebene. 


Wir vervollstindigen die Darstellung unserer Fliiche noch dadurch, 
dass wir angeben, wie sich dieselbe tiber der w-Ebene ausbreiten lasst. 
Man kann dies, da in der @-Ebene zu jedem Dreiecke modulo n ge- 
nommen unendlich viele iquivalente Dreiecke existiren, noch auf sehr 
verschiedene Weise bewerkstelligen. Wir fragen also, wie wir die 
n— 
~~. 
Zerschneidung und Zusammenfiigung zu einem iibersichtlichen Funda- 
mentalpolygon in der o-Ebene ausbreiten kénnen. 


Wir gehen wieder vom Polygoncyklus (1) aus, dessen Mitte also 
durch die Dreiecke 


: Polygoncyklen der bisherigen Darstellung durch zweckmissige 
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¢ —1 
o—-—,---, @a@—2, a—1, ao, o+1l,oa+2,--,@4"%— 


gebildet ist und zerschneiden denselben zuniichst in m Stiicke der Art, 
wie Figur 1 fiir » = 7 [oder etwa die Figur 2 in Tafel I fiir » = 11) 
bezeichnet. 





Diese » Gebiete legen wir, indem wir noch jedesmal die Mittel- 
linie derselben von b bis a einschneiden, nebeneinander in die w-Ebene 
und biegen sie dabei so auseinander, dass die obigen Dreiecke mit 
den gleichbenannten Dreiecken der @-Ebene zusammenfallen. Dabei 
kommt also das Centrum des Cyklus (1) in den unendlich fernen Punkt 
der w-Ebene zu liegen, wihrend die Mittelpunkte der umliegenden n-Ecke: 


— P 
(- " 2”? 1), +-+,(—2,1), (—1,1), (0,1), (+1, 1), (+2, 1) (4 t, 1) 
beziehungsweise in die Punkte: 
n--1 


i te — 2, wo By 0, + 1, +2,..-4" > 





der reellen Axe zu liegen kommen*) und jeder der » Gebietstheile 
innerhalb zweier Ordinaten 


n | n—2 3 1 1 3 n— 2 

|---| | —} | +} | +5 | aon Me 
eingeschlossen ist. An die » -(m—3) freien Kanten bcb der ietzteren 
Gebiete stossen nun die siimmtlichen weiteren Polygoncyklen in der 
pag. 514 gegebenen Reihenfolge und Anordnung. 


9 
7 


|S 





*) Wir nehmen den positiven Sinn derselben von links nach rechts. 
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Aus der Regularitiét der Flicheneintheilung folgt dann sofort, dass 
es méglich sein muss, die urspriingliche Fliiche so innerhalb der oben 
bezeichneten  Verticalstreifen auszubreiten, dass die Anordnung fiir 
alle Streifen eine congruente ist. Die Symmetrie der Fliche beziiglich 
ihrer schraffirten und nichtschraffirten Gebiete fordert dann weiter, 
dass innerhalb jeden Streifens Symmetric zu dessen Mittellinie statthat. 

Kine solehe Anordnung erhalten wir nun, wenn wir unsere ar 
weiteren Polygoncyklen (a’) in » (x — 3) abwechselnd congruente und 
symmetrische Stiicke der durch nebenstehende 
Figur 2 (fir » = 7) charakterisirten Art zer- 
schneiden. Die Spitzen a dieser Gebiete tragen 
die Bezeichnung (a’) des betreffenden Cykien- 
centrums, wihrend die halbirten n-Ecke als um- 
gebende Polygone die Bezeichnung («, y) tragen. 

Wenn wir jetzt angeben, wie diese ein- 
zelnen Stiicke an unsere freien Riinder zu 
schliessen sind, kénnen wir uns nach dem 
Obigen auf den durch die Ordinaten 0 und 


Fig. 2. 


1 ° : 
wo = -— begrenzten Verticalstreifen der @-Ebene 


beschrinken. (a, y)a rf ly 


. n— 3 
In deneben bezeichneten Raum fallen —, 


: : - N—3y. 
unserer Gebiete, die an die —~~ freien Riinder 





des Polygons (0, 1) zu fiigen sind, welche in 
unserem Verticalstreifen sich befinden. Die Lage 
dieser Gebiete bestimmen wir dadurch, dass wir b 
die Punkte der Abscissenaxe angeben, in 

welche die Centra der Halbpolygone («, y) zu liegen kommen und 
die Punkte, welche den Spitzen (a’) entsprechen. Diese Angaben miissen 
wir dann noch dadurch vervollstiindigen, dass wir angeben, ob das 
betreffende Gebiet ein dem Fig. 2 dargestellten analoges, d. h. ein 
Gebiet mit ,,weisser Spitze‘‘ ist, oder ein dazu symmetrisches, mit 
,»8chraffirter Spitze.“ 

Diese letztere Frage entscheidet sich aber unmittelbar. Das Stiick 
aca der Randlinie eines solchen Gebietes (vergl. Fig. 2) verwandelt 
sich naémlich, wenn wir die Figur in die w-Ebene iibertragen, in den 
Halbkreis iiber den beiden der Spitze (a’) und dem Centrum (a, y) ent- 
sprechenden Punkten. Ist nun die Abscisse des Punktes («’) kleiner 
als die von (@, y), liegt also die Spitze (a’) links vom Centrum (a, 7), 
so entspricht das Gebiet dem in der Figur gezeichneten mit weisser 
Spitze, denn auch hier liegt, wenn wir das Gebiet der w-Ebene ent- 
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sprechend orientiren, die Spitze nothwendig links vom Centrum des 
Halbpolygons. Ist aber die Abscisse der Spitze (a’) grisser als die von 
Centrum (a,7), so kommt das symmetrische Gebiet mit schraffirter Spitze. 
Die Abscissen der Centra (a, y) = (1, y) fiir die Halbpolygone, 


welche wir an die — 3 freien Riinder des Polygones (0, 1) anschliessen, 


lassen sich unmittelbar hinschreiben. Die Reihenfolge der Polygone 
(1,7) von links nach rechts durchlaufen ist niimlich (wie schon 
pag. 514 erwiihnt) gegeben durch: 


-1 —83 
(1, "S ), (1, ne , fa (1, 4), (1, 3), (1, 2) 
und die Centra dieser Polygone liegen in den Punkten: 
-! S 1 1 1 1 
— #—1? *—3’ 4? 3? 2 
2 2 
der reellen Axe. 
Die Cyklencentra (a’) dieser Polygone (die Spitzen (a’) unserer 
Gebiete) ergeben sich nach pag. 513 aus der Congruenz 


a’ y =-+ 1 mod. n, 
wo wir @ < sd $ nehmen. Wir haben die Abscissen dieser Centra (c’) 
zu bestimmen. Zu dem Ende beriicksichtigen wir, dass das Halbpolygon 
(1, v) mit seinen beiden Dreiecken ‘are ; {dem schraffirten und dem 


nichtschraffirten} an den entsprechenden Rand bcb des Cyklus (0, 1) 
stésst*). Das v'e Dreieckspaar des Cyklus (1, y), von jenem ersteren 
in positivem oder negativem Drehungssinne gezihlt, ist nun bezeichnet 


durch die Substitution eae. F -i und dieses Dreieckspaar grenzt 
yotyrv+1?’ P 5 


seinerseits mit seinem Rande bcb an den Polygoncyklus (v, yv + 1). 
v als variabel angesehen, befinden sich unter diesen letzteren Cyklen 
unendlich viele Cyklen (a +-4n, xn), die mit («’,0) modulo  aiquivalent 
sind. Um die Abscisse unserer Spitze (a«’) zu finden, haben wir also 


nur zu fragen, welches ist, von Dreieck an, in positivem oder 


@ 
yo+1 
negativem Drehungssinne gerechnet der néichste Cyklus (@’,0)? Aus 
der obigen Congruenz 

ay + 1 = 0 mod. n 


folgt aber unmittelbar, dass dies der Cykius (a, a y + 1) ist. 


*) Man sehe hiezu die Figur in Tafel II, welche fiir den Fall m = 11 ent- 
worfen ist. 
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Das Centrum dieses Cyklus und damit die gesuchte Abscisse fiir unsere 
Spitze (a’) ist also: ; 

— ay FT 
Da nun diese Abscisse je nach dem Vorzeichen im Nenner grésser oder 
kleiner ist als die Abscisse , des Centrums fiir das zugehérige Halb- 


polygon, so entspricht das obere Vorzeichen den Gebieten mit schraffirter, 
das untere den Gebieten mit weisser Spitze. 
Damit ist die Anordnung unserer Gebiete in dem Intervalle a = 0 


bis @ = . villig bestimmt. Die Gesammtfliche entsteht jetzt durch 
die abwechselnd congruente und symmetrische Wiederholung dieses 
Streifens. Dabei ist wieder eine Tabelle anzufiigen, welche die Rinder 
unseres Fundamentalpolygons einander paarweise zuordnet und diese 
ergiebt sich unmittelbar durch unsere friheren Angaben. 

Wir veranschaulichen unsere allgemeinen Erérterungen in § 9. 
durch die specielle Gestalt der Fundamentalpolygone fiir » = 7 und 
n= 11. 


§ 8. 
Die Untergruppen, welche unseren Anordnungen zu Grunde liegen. 


Das in der Einleitung ausgesprochene Princip, der geometrischen 
Darstellung reguliirer Riemann’scher Fliichen gewisse Untergruppen 
der durch die ganze Fliche vorgestellten Gruppe zu Grunde zu legen, 
tritt im Vorstehenden deutlich hervor und zwar sind hier gewisse in 
der Gruppe der Modulargleichung enthaltene cyhklische und metacyklische 
Untergruppen beniitzt. 

Dieselben kommen dabei in verschiedener Weise zur Geltung. Zu- 
nichst niimlich haben wir gewisse Gebietstheile zusammengefasst, 
welche bei den Transformationen einer Untergruppe je i sich tiber- 
gehen. Weitere Untergruppen erkennen wir in den Ueberfiihrungen 
dieser einzelnen Gebiete ineinander. Endlich stellen sich Untergruppen 
auch noch durch gewisse_ ,,T'ransformationswege“ dar, die wir auf 
unserer Fliiche verzeichnen. 

Wir fiihren kurz die hiernach unseren Anordnungen zu Grunde 
liegenden Untergruppen auf: 

1. Die Gruppe der Modulargleichungen enthdlt n -+- 1 cyklische 
Gruppen von der Periode n. \hnen entspricht es, dass wir auf + 1 


° ° ° ° * - 2s m—l 
verschiedene Weisen die Riemann’sche Fiche in je —, - Polygon- 


cyklen zerschneiden kénnen, die jedesmal bei den Transformationen 
einer solchen Gruppe in sich drehen. 
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Ebenso veranschaulicht die m-fach congruente Anordnung des 
Fundamentalpolygons in der w-Ebene eine dieser cyklischen Gruppen, 
nimlich die der Substitution A, @ =’ + 1 entsprechende, welche 
sich durch Verschiebung der w-Ebene lings der reellen Axe charak- 


terisirt. Die ~ = Cyklencentra, welche bei dieser Operation fest 


bleiben, sind unmittelbar durch den Punkt @ = oo gegeben und durch 
n—3 
— 


die 2-n- - Spitzen («’), in welchen unser Fundamentalpolygon 


an die Abscissen heranreicht, und welche zu je 2” zu einem Centrum 
zusammengehoren. 
¢ “THRE m-n+lo oo. 2 a wi _\\ taal n—1 
2. Es giebt - ee cyklische Gruppen von der Ordnung 3 
° os 2 nm-n+1 , 
Ihnen entsprechen unmittelbar die in § 5. erwihnten - wesentlich 


verschiedenen Transformationswege, die, von einem gewissen Cyklen- 
centrum beginnend, alle Centra des zugehdrigen Cyklensystems durch- 
laufen. Den Untergruppen dieser cyklischen Gruppe entsprechen ihn- 
liche, friiher schliessende, Wege. Speciell sind durch die Symmetrie- 
linien (vergl. § 6.) Untergruppen von der Ordnung na bezeichnet, 
n—t1 
wo 2 24 — 1 mod. n. 
3. Jeder unserer Transformationswege enthilt zwei Systeme von 
zusammengehdrigen Cyklencentren, die gleichberechtigt sind. Ver- 
binden wir also mit den obigen cyklischen Gruppen von der Ordnung 


n—1 : : ° : _ = 
= (oder eines Theilers dieser Zahl) noch jene friiher erwihnte 


Transformation S von der Periode 2, welche jene beiden Systeme ver- 
. - m-n-+i - 4 
tauscht, so folgen die — sd - Doppelpyramidengruppen*) von der 


Ordnung n — 1 (und deren Untergruppen), welche die Gruppe der 
Modulargleichungen enthiilt. Von ihnen sind speciell die auf die 


- 7 se ys a—il1. 
Symmetrielinien beziiglichen von der Ordnung q im unserer geome- 


trischen Darstellung leicht ersichtlich. 

4. Indem wir die zuerst behandelten Drehungen unserer Cyklen 
in sich mit ihrer successiven Ueberfiihrung ineinander (lings der in 2. auf- 
gefiihrten Transformationswege verbinden, erhalten wir auch das Bild der 


n-n—l1 


n+ 1 metacyklischen Untergruppen von der Ordnung * +» welche die 


Gruppe der Modulargleichung umfasst. Mit ihnen correspondirt die 
Kintheilung der Fliche in Gebiete der durch Fig. 2 (Tafel I) gekenn- 
zeichneten Art. Wir sehen dabei sofort, dass eine derartige Kintheilung 
der Flache auf n + 1 verschiedene Weisen mdglich ist. 


*) Wegen dieser Bezeichnung vergleiche man z. B. Ann. XII, p. 167. 
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Beziiglich der Anordnung unserer Fliichen nach anderen als den 
hier aufgezihlten Untergruppen*) sei hier noch auf die Form verwiesen, 
welche Herr Klein der Fliiche 168'°" Grades (fiir Transformation 7'« Ord- 
nung) ertheilt hat, um die in ihr enthaltene Oktaedergruppe zum Aus- 
druck zu bringen**). 

Analog lisst sich z. B. der 660-blattrigen Fliche (fiir Transformation 
11 Ordnung) ,, Ikosaederregularitét“ ertheilen, der in ihr enthaltenen 
Ikosaederuntergruppe entsprechend. Doch schwindet hier zuniichst die 
Uebersichtlichkeit der ganzen Fliiche, die unter Zugrundelegung der 
obigen, sich unmittelbar darbietenden Untergruppen in einfacher Weise 
erreicht ist. 

§ 9. 
Darstellung der Faille » = 5, 7, 11. 

Die reguliiren Flichen, welche der Transformation 5'* und 7'" Ord- 
nung entsprechen, sind in den Arbeiten des Herrn Klein***) aus- 
fiihrlich erértert. Doch sei des Zusammenhangs wegen hier in Kiirze 
die Form gekennzeichnet, in welcher sie sich in unsere Darstellung 
einreihen. 

1. n= 5. 

Die 60-blittrige Fliiche, welche sich fiir n = 5 ergiebt (das Iko- 
saeder), theilt sich in 12 Fiinfecke ein, die auf 6 Weisen zu je 2 Polygon- 
eyklen zusammengefasst werden kénnen. 

Denken wir uns die Fliiche in der bekannten Weise iiber der 
Kugel ausgebreitet, so liegen die Centra zweier zusammengehoriger 
Polygoncyklen diametral gegeniiber und bilden so in der That die 
einzigen Punkte, welche bei der Drehung der Cyklen in sich fest 
bleiben. Dabei ist die Amplitude der Drehung fiir den einen Cyklus 
modulo  genommen 4mal so gross wie die des anderen, denn die 
Drehung des einen Cyklus erfolgt in entgegengesetztem Sinne zu der 
des zweiten. 

2. n= 1, 

Bei der 168-blittrigen Fliche fiir Transformation 7' Ordnung, 
welche in 24 Siebenecke zerfillt, erhalten wir auf 8 Weisen 3 zu- 
sammengehiérige Polygoncyklen. 

Die Centra dreier zusammengehdriger Cyklen treten in dem von 
Herrn Klein gegebenen Netze dieser Fliiche (vergleiche die zugehiérige 
Tafel im XIV. Annalenbande) unmittelbar hervor in dem Mittelpunkt 
und den 14 Eckpunkten dieses Netzes, welche letztere zu je sieben 
zu vereinigen sind. Die Anordnung der Polygoncyklen lings der 

*) Die vollstiindige Aufziihlung dieser Untergruppen giebt Herr Gierster 
in der schon oben erwahnten Arbeit. 


**) Annalen XIV, pag. 466 ff. 
***) In den Annalenbinden IX, XII, XIV. 
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Symmetrielinien der Fliche (die hier aus 3 Elementen bestehen) ist dabei 
in dieser Gestalt der Fliche am deutlichsten ersichtlich. Fiihren wir 


um den Mittelpunkt unseres Netzes eine Drehung aus, so drehen auch 
die beiden zugehdérigen Polygoncyklen in sich; indem wir dabei die 
Reihenfolge beriicksichtigen, in welcher die Eckpunkte unseres Netzes 
zu diesen Cyklen zu vereinigen sind, finden wir auch sofort unsere Regel 


Fig. 3. 




















itiber die Amplitude der 
Drehung fiir die einzelnen 
Polygoncyklen bestiitigt. 

Das Fundamentalpolygon 
fiir die Transformation sie- 
benter Ordnnng hat Herr 
Klein im XIV. Annalen- 
bande pag. 463 gegeben. 
Wir setzen die dortige 
Figur, den 14'" Theil des 
Fundamentalpolygons, als 
Beispiel fiir die allgemeinen 
Erérterungen des § 7. und 
zum Vergleich mit dem 
nachfolgend fiir m= 11 
gegebenen Fundaméftal- 
polygon noch einmal hier- 
her. 

3. n= Il. 

Die 660-blattrige Fliche, 
welche sich bei Transfor- 
mation elfter Ordnung ein- 
stellt, theil, sich in 60 
Elfecke, die sich auf 12 
Weisen zu je 12 in 5 Poly- 
goncyklen zusammenfassen 
lassen, die wir nach dem 
Friiherenmit (1), (2), (3), (4), 
(5) benennen. Fig. 1 der 
Tafel I stellt den Polygon- 
eyklus (1) dar. Durch die 
dem Umriss beigesetzten 


Zahlen sind die Polygoncyklen bezeichnet, welche an den betreffenden Riin- 
dern eingreifen. Fir die vier weiteren Polygoncyklen ist diese Zuordnung 
der Riinder in der beigesetzten Tabelle ersichtlich, welche einfach an- 
giebt, wie die Cyklen sich permutiren, wenn wir den ,, Mitteleyklus “ 


(1) successive in die tibrigen Cyklen (2), (4), (3), (5) tiberfiihren. 
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Betrachten wir die Anordnung dieser Cyklen léngs einer Sym- 
metrielinie, indem wir auf das Dreieck @ die Substitution 
epee i 
5 
und deren successive Potenzen anwenden, so kommen wir, da die Zahl 
2 zum Exponenten » —1 gehért, vom Centrum (1) beginnend in 
siimmtliche zugehérige Centra in der Reihenfolge 1, 2, 4, 3, 5. 

Die specielle Zuordnung der einzelnen Riander unserer Polygon- 
cyklen ergiebt sich nach den am Schluss des § 4. gegebenen Erérterungen 
sofort. Um z. B. die Rander unserer Cyklen 5, 3, 4, 2 einzeln an 
die zugehérigen Rinder des Cyklus (1) zu schliessen, haben wir zu 
perticksicutigen, dass fiir eine Drehung des Cyklus (1) von der Am- 
rlicude (1) die Amplituden der Cyklen 5, 3, 4, 2 beziehungsweise mit 
4, 42, 43, 44 congruent sind. Damit folgt dann die Zuordnung aller 
entsprechenden Rinder eines Cyklenpaares aus einer einzigen. 

Zum Schlusse geben wir noch die Gestalt des F'undamentalpolygons 
in der w-Ebene fiir n = 11 an, dessen 22' Theil, der zwischen den 


Ordinaten O und ; eingeschlossene Streifen, in Tafel II vorliegt. 


Die oben § 7. angefiihrten allgemeinen Erérterungen ergeben hier 
speciell, dass die Centra (1, y) der an das Polygon (0, 1) sich schliessen- 
den Halbpolygone in die Punkte 

1 1 1 1 
mT ee ee. - eee 
der reellen Axe fallen, wihrend die zugehérigen Spitzen (@’) in die 
Punkte 
2 3 4 5 
_ ee. oe 
zu liegen kommen. Dabei sind, weil 2-5==— 1 mod. 11 und 
3-4-—-+1 mod. 11 ist, die Spitzen (2) und (5) , nichtschraffirte Spitzen“, 
wihrend die Spitzen (3) und (4) zu schraffiren sind. 

Damit ist die Anordnung unseres Fundamentalpolygons vollstiindig 

gegeben, 


Leipzig, Mitte Februar 1881. 

















Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul- 
functionen und Theorie der Multiplicatorgleichungen erster Stufe, 


Von 


A. Hurwirz aus Hildesheim. 


Die vorliegende Arbeit zerfillt in zwei Theile. — Einmal ist (im 
I. Abschnitt) der Versuch gemacht, die vollstindigen Grundlagen einer 
unabhingigen Theorie der elliptischen Modulfunctionen*) zu entwickeln, 
andererseits wird (im II. Abschnitt) eine Classe von Gleichungen unter- 
sucht, die bei diesen Functionen eine Rolle spielt. 

Diese Gleichungen — die neuen Multiplicatorgleichungen der 
Herren Klein und Kiepert — bildeten den Ausgangspunkt der Arbeit. 

Herr Klein, durch seine Untersuchungen iiber Modulfunctionen 
auf dieselben gefiihrt, veréffentlichte auf sie beziiglich eine kurze, nur 
Resultate enthaltende Note.**) Herr Kiepert gelangte von Seiten 
der doppeltperiodischen Functionen zu denselben Resultaten, indem er 
sich auf die Eigenschaften der Weierstrass’schen Functionen 6 und 
p stiitzte.***) Dabei ist zu erwiihnen, dass auch Herrn Brioschi’s 
kurz vorher erschienene Arbeit: Sopra wna classe di equazioni modulari 
(Annali di matematica Bd. 9, pag. 167) sich implicite auf dieselben 
Gleichungen bezieht. 

Herr Klein fand neuerdings nicht die Zeit, seine die Multiplicator- 
gleichungen betreffenden Resultate einer eingehenden und seinen 
iibrigen Entwicklungen in der Theorie der Modulfunctionen conformen 
Begriindung zu unterziehen. So unternahm ich denn, auf Anregung 
von Herrn Klein, die Untersuchung der Gleichungen, wie sie in einer 
independenten Theorie der Modulfunctionen verlangt werden muss. 

Bald kam ich jedoch dazu auf die Grundlagen dieser Theorie 
zuriickzugreifen, und so entwickelte sich der erste Abschnitt der vor- 
liegenden Arbeit, der bestimmt ist, einige in den Grundlagen noch 
vorhandene Liicken auszufiillen. 

*) Dieser Name riihrt wohl von Herrn Dedekind her; wir wollen diese 
Functionen im Folgenden kurz als ,,Modulfunctionen“ bezeichnen. 

**) Brief an Brioschi vom 30. Dec. 1878, mitgetheilt in den Rendiconti 
del Instituto Lombardo vom 2, Januar 1879; abgedruckt, so weit er hier in Be- 
tracht kommt, Mathem. Annalen Bd. XV, p. 86—88, — In der Folge beziehen sich 
alle Citate, die nur aus Ortsangabe bestehen, auf Klein’sche Arbeiten. ; 

***) . Zur Transformationstheorie der elliptischen Functionen.“ Crelle Bd. 87, 
p- 199. 
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Die moderne Auffassung der Modulfunctionen basirt bekanntlich 
auf einer geometrischen Figur*), die in der Ebene der complexen 
Variabeln @ die linearen ganzzahligen Substitutionen 

a — sere, ad — By=1 
reprisentirt. 

Man wird hier verlangen diirfen, dass man auf directem Wege 
von den linearen Substitutionen zu der sie repriisentirenden geome- 
trischen Figur gelange. 

Herr Dedekind giebt (1. c. pag..271) einen Theil eines synthetisch 
gefiihrten Beweises des Zusammenhanges der Transformationen mit 
jener Figur und erwihnt, dass man die néthigen Beweise der Theorie 
der Reduction der quadratischen Formen entnehmen kann. 

Die im ersten Capitel des ersten Abschnitts vorliegender Arbeit 
gegebene Begriindung der Figur diirfte insofern eine befriedigende 
sein, als sie, mit wenigen elementaren Ueberlegungen operirend, mit 
einer gewissen Nothwendigkeit von den Transformationen zu der Figur 
hinfiihrt. Dass hiermit auch eine tiberaus einfache Behandlungsweise 
der Reduction der quadratischen Formen gewonnen ist, liegt auf 
der Hand. 

Einen wesentlichen Bestandtheil dieses ersten Capitels bildet die 
von Herrn Klein herriihrende, wichtige Theorie der Fundamental- 
polygone, welche zu den in der Gesammtheit der linearen Trans- 
formationen enthaltenen Untergruppen gehéren. — Als neu méchte ich 
hier die (allerdings nicht ins Detail ausgefiihrte) Methode bezeichnen, 
wie man eine Transformation irgend einer Untergruppe aus den er- 
zeugenden Substitutionen zusammensetzen kann. Dieselbe _liefert, 
von der geometrischen Anschauung ins Arithmetische iibersetzt, eine 
eigenthiimliche Art von Kettenbruchentwicklung. 

Im zweiten Capitel des ersten Abschnitts werden durch directe 
Processe analytische Entwicklungen fiir die Modulfunctionen hergestellt. 


*) Wegen derselben vergleiche man die unter sich zusammenhangenden 
Arbeiten von Schwarz (Crelle, Bd. 75, p. 292: Ueber diejenigen Fiille, in 
welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Function thres 
vierten Elementes ist), Dedekind (Crelle Bd. 83, p. 265: Schreiben an Herrn 
Borchardt wber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen), Klein (Mathe- 
matische Annalen Bd. XIV—XVII). 

Neben diese stellt sich unabhiingig eine Arbeit von Stephen Smith aus 
dem Jahre 1877 (Atti della Accademia dei Lincei), 

Herr Klein hat schon vor lingerer Zeit die interessante Bemerkung gemacht, 
dass sich diese Figur im Princip bereits im Gauss’schen Nachlass Bd. 3, p. 477, 
478 vorfindet. Es wird dort angegeben, dass die Function x*(w) jeden Werth 
ein Mal und nur ein Mal in einem Raume annimmt, der in der w-Ebene von zwei 
Geraden und zwei Halbkreisen begrenzt ist. 


Mathematische Annalen. XVIII. 84 
















































| 








530 





A. Hurwitz, 


Obgleich die hierbei zur Verwendung kommenden Gedanken nicht 
wesentlich von den in der Theorie der elliptischen Functionen benutzten 
verschieden sind, so habe ich doch geglaubt diese Entwicklungen. aus- 
fiihrlich darstellen zu sollen. So natiirlich sich niimlich diese Betrach- 
tungen bei der nachstehend gegebenen Darstellungsweise gestalten, so 
haben verschiedene Mathematiker gerade hier wesentliche Schwierig- 
keiten und Hemmungen gefunden.*) 

Ein bekannter Ansatz fthrt zuniichst zu solchen homogenen Fune- 
tionen zweier Variabeln, den Meodulformen, welche die homogenen 
linearen ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1 zulassen, und 
aus denen somit durch Quotientenbildung Modulfunctionen abgeleitet 
werden kénnen. Es gelingt sodann leicht, die als unendliche Summen 
definirten Functionen in Potenzreihen umzusetzen. 

Eine dieser Summen bleibt, wegen ihrer bedingten Convergenz, 
bei den linearen homogenen Substitutionen nicht vollkommen un- 
geiindert, erfahrt aber bei denselben doch nur eine einfache Modification 
ihres Werthes. Ihre exponentielle Integration fiihrt direct zum End- 
ziele, zu der Function A in ihrer Productentwicklung, deren funda- 
mentale Bedeutung fiir die Theorie der Modulfunctionen Herr Dede- 
kind mit Recht wiederholt hervorgehoben hat.**) — 


Der zweite Abschnitt meiner Arbeit handelt, wie erwihnt, von den 
neuen Multiplicatorgleichungen. 

Er ist wieder in zwei Capitel getheilt, von denen das erste dem 
Nachweis der Ezistenz der Gleichungen gewidmet ist, wihrend im 
zweiten Capitel einige Kigenschaften der Gleichungen abgeleitet werden. 

Neu sind in diesem Abschnitt: die Allgemeinheit der Entwicklungen 
— indem die Gleichungen fir beliebig zusammengesetzte Transforma- 
tionsgrade hergeleitet und untersucht werden, wiihrend die Arbeiten 
von Kiepert und Klein nur primzahlige Transformationen in Betracht 
ziehen —, ferner der § 5. des zweiten Capitels und siimmtliche Be- 
weisfiihrungen, die sich jedoch zum grossen Theil auf die von Herrn 
Klein ausgebildeten Methoden stiitzen. 

*) Hermite sagt z. B. in der Uebersicht der Theorie der elliptischen F'unc- 
tionen (im Anhang zur sechsten Ausgabe von Lacroix’s Traité élémentaire de calcul 
différentiel et intégral) pag. 40 der deutschen Ausgabe (von Natani, Berlin 1863), 
dass es ,,bei dem jetzigen Standpunkt der analytischen Kenntnisse“ unmiglich 
schiene, die Functionen x(@) und «’(@) = Vi — x?(@) vollstiindig zu behandeln, 
ohne auf die Functionen © und H zu recurriren. 

Sodann bemerkt Herr Dedekind, 1. c. pag. 285 unten: ,,Allein es ist mir 
bisher nicht gegliickt, diese Darstellung von 7() als explicite Function von @ 
lediglich aus ihrer obigen Definition, also ohne die Hiilfe der Theorie der 
#-Functionen abzuleiten.“ 

**) Riemann’s Werke pag. 438 und l. c. 
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Auf den mir vorab noch zu fern liegenden Umstand, dass unsere 
Gleichungen ,Jacobi’sche“ Gleichungen sind, d. h. dass zwischen 
den Quadratwurzeln aus den Wurzeln unserer Gleichungen die zuerst 
von Jacobi bemerkten linearen Relationen bestehen, bin ich nicht 
eingegangen. 

Schliesslich méchte ich noch erwihnen, dass ich durch den per- 
sdnlichen Verkehr mit Herrn Professor Klein, dem ich die anregendste 
und férderndste Theilnahme an allen meinen Bestrebungen wiahrend 
meiner Studienzeit verdanke, wesentlich bei meinen Untersuchungen 
gefordert wurde, und ich ergreife mit Freude die Gelegenheit, meinem 
hochverehrten Lehrer auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank 
auszusprechen. 


1. Abschnitt. 
Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen. 
I, Capitel. 


Die linearen ganzzahligen Transformationen der Determinante 
+ 1 und die in ihnen enthaltenen Untergruppen. 


§ 1. 
Die linearen ganzzahligen Transformationen der Determinante + 1. 


Die Transformationen 


,_ ao+B 
(1) 7 = yo+o’ 
in denen ad — py =1 


ist und a, .B, y, 8 irgend welche positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten, bilden eine Gruppe. Denn die Zusammensetzung irgend 
zweier solcher Transformationen fiihrt zu einer dritten derselben Art. 

Deutet man @ in der complexen Zahlenebene, so bemerkt man 
sofort, dass alle Werthe w’, die durch die Transformationen (1) aus 
einem Werthe o entstehen, mit diesem im Vorzeichen der zweiten 
Ordinate tibereinstimmen. Wir wollen daher nur die Punkte w mit 
positiver zweiter Ordinate in Betracht ziehen. Sie erfiillen die ,, positive“ 
Halbebene. 

Es soll sich nun darum handeln, ein anschauliches geometrisches 
Bild fir die Gesammtheit der Transformationen (1) herzustellen. Dazu 
fiihren folgende Ueberlegungen : 


I. ,Erleidet ein Punkt o durch die Transformation ( 6) 


eine Vergrisserung resp. keine Veriinderung seiner Ordinate, 
so ist 
34* 








A. Hurwrrz. 


(yo + 8) (yo + 8) <1 
(yo + 8) (yo + 6) = 1.4 


Dabei bezeichnet @ die zu  conjugirt complexe Grosse. 
In der That, die Ordinate des Punktes @ ist 


o—@ 
a? 


resp. 


und die Bedingungen 
1 (eo+8 eG+$). o—G 


2 lyotF = yB+0f= 2 
reduciren sich durch leichte Umformungen auf die im Satze ange- 
gebenen. 


Il. ,,Bestimmt man alle Punkte, welche den Bedingungen geniigen: 


oa@>1 wmd —l<o+o<+1, 
so giebt es keine Transformation (1), welche die Ordinate 
irgend eines dieser Punkte ungedndert liesse oder vergrisserte.“ 
Denn die Bedingungen 


1> (yo + 6) (yo + 8) 


(yo + 9) (yO + 9) > 7? + 7d + 0H 
ist, keine ganzzahligen Lésungen y, 0 zu. 

Wir wollen nun zwei Punkte @ und @’ einander dquivalent nennen, 
wenn sie in der, offenbar gegenseitigen, Beziehung zu einander stehen, 
dass der eine durch eine Transformation (1) aus dem andern hervor- 
geht. Dann kénnen wir, da ja die Ordinaten zweier Punkte entweder 
gleich sind oder die eine grésser als die andere ist, auf Grund von 
IL. sagen: 

Il. Im Innern des Raumes, welcher begrenzt wird durch einen 
um den Nullpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis 
und durch zwei zur Axe der rein imagindren Zahlen in den 


Abstiinden +- ‘ und — . parallel laufende Geraden giebt 


es keine zwei einander dquivalente Punkte.“ 
Die innerhalb dieses , Ausgangs-Raumes“ liegenden Punkte sind 
nimlich gerade die durch die Bedingungen des Satzes LI. charakterisirten. 
In Bezug auf die Begrenzung dieses Raumes haben wir den Zusatz: 
Illa. Die Punkte der Rénder des Ausgangsraumes sind paarweise 


lassen, da 


- , , a 
vermige der Transformationen a = -+- 1, — -_-, eimander 


diquivalent, jedoch nie mit cinem Punkte im Innern des 
Ausgangsraumes.“ 
Denn entsprechend den durch diese Punkte befriedigten Bedingungen: 


ae>1, —1l<a+o<+1 
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giebt es keine Transformation (1), welche ihre Ordinate vergrésserte, 
und nur die Transformationen + ¢ und — as +t, wo ¢ und t 


irgend welche ganze Zahlen sind, kénnen ihre Ordinate ungeindert 
lassen. 

Unterwerfen wir nun die Punkte des so erhaltenen Ausgangs- 
raumes einer beliebigen Transformation (1), so geht derselbe iiber in 
einen ebenfalls von drei (auf der Axe der reellen Zahlen senkrecht 
stehenden) Kreisbogen begrenzten Raum. 

Ich behaupte nun: «x 


IV. ,Zwet durch verschiedene Transformationen ates und 
a t 4 aus dem Ausgangsraum entstehende Kreisbogen- 
1 i 
dreiecke D und D, kinnen nie einen Fliichentheil gemein 
haben.“ 
Denn das Dreieck D geht durch die Transformation a om FR 


in den Ausgangsraum tiber, wiihrend zugleich das Dreieck D, in ein 
Dreieck D, iibergeht. 

Hatten nun D und D, ein Flichenstiick gemeinsam, so miisste 
Gleiches fiir D, und den Ausgangsraum stattfinden, was nicht angeht, 
da im Innern des letztern keine zwei iiquivalenten Punkte liegen kénnen. 

An die drei Begrenzungskanten des Ausgangsraumes legen sich 


nun die Dreiecke*) @ +1, o—1 und — a an, woraus folgt, dass 


an die drei Kanten jedes Dreiecks wet! sich resp. 
a«(o-+ 1 


1 
te nse SO até 
y(@+1) +e a? 


— 
anlegen. 


? y(@—1)+ 
Mit Riicksicht auf IV. kénnen wir somit den fiir das Folgende 
fundamentalen Satz aussprechen: 


V. ,Die Gesammtheit der durch alle Transformationen (1) aus 
dem Ausgangsraum entstehenden Dreiecke bedecken die positive 
Halbebene einfach und durchaus liickenlos.“ 

Man bemerke, dass die unzihlig vielen Dreiecke unserer Figur an 
2in 
den zu @ =e fquivalenten Stellen zu je sechs zusammenstossen, dem 
entsprechend, dass der Ausgangsraum an den Ecken g und 1-+ @¢ 
Winkel von 60 Grad aufweist. 
Die Dreiecke + v haben den unendlich fernen Punkt als eine 


*) Die in Rede stehenden Dreiecke sind hier, wie hiiufig im Folgenden, mit den 
Transformationen bezeichnet, durch welche sie aus dem Ausgangsraum entstehen. 
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Ecke; dagegen verlaufen alle tbrigen Dreiecke . att im Endlichen, 


sich mit der Ecke - in einem rationalen Punkte auf: die Axe der 
reellen Zahlen stiitzend. 
Jeder solche Punkt ist Ecke fiir unzihlig viele Dreiecke, die 


sich an einander legen, und deren durch * laufende Kanten sich 


simmtlich in diesem Punkte beriihren. Die Dreiecke selbst legen sich, 
kleiner und kleiner werdend, immer dichter an die Axe der reellen 
Zahlen an. 
§ 2. 
Zusammensetzung aller Transformationen a # aus zweien derselben. 
Obgleich durch eine einfache arithmetische Betrachtung nachge- 
wiesen werden kann, dass alle Transformationen (1) sich aus den beiden 


o=o+1*) 

’ 1 

Qo=>-— — 
@ 


zusammensetzen lassen, so wollen wir doch hier einen directen Nach- 
weis dieses Umstandes aus unserer Figur herleiten. 

Das sich dabei darbietende Verfahren ist einerseits an und fiir 
sich von Interesse, andererseits grosser Verallgemeinerung fihig. 

Ich schicke folgenden Hiilfssatz voraus: 

»» Man begrenze in der positiven Halbebene durch zwei zur Axe der 
rein imagindren Zahlen parallel laufende Geraden einen Parallelstreifen 
von endlicher Breite wnd zerlege ihn in zwei Theile, indem man in 
beliebig kleinem aber endlichem Abstande k eine Parallele zur Axe der 
reellen Zahlen zieht. Dann liegen in dem unendlich grossen, der Axe 
der reellen Zahlen abgewandten Theile des Parallelstreifens nur eine 
endliche Zahl von Punkten, die einem beliebig angenommenen Punkte 
« dquivalent sind.“ 

Ein Punkt wird dann und nur dann in dem bezeichneten Theile 
des Parallelstreifens liegen, wenn 

1) seine Ordinate grésser ist als & und 
2) seine Abscisse zwischen die parallelen Begrenzungslinien des 
Parallelstreifens fillt. : 

Soll nun erstens die Ordinate des Punktes = a5 grésser als k 
werden, so ist erforderlich, dass 

yaw + yd(@a+ a) + 0? — a <0 


*) Mit jeder Transformation betrachten wir auch ihre inverse, also ihre 
— ite Potenz, als gegeben. 
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wird. Hier bezeichnet @ die zu @ conjugirte Grésse, und es ist 

o— & 
—s; = | gesetzt. 

Diese Ungleichung kann aber nur fiir eine endliche Zahl von 


Werthepaaren y, 0 erfillt werden. Es stellt niimlich die Gleichung 
2 o@ +x-yo+B)+y¥— 4 


grt 

wenn x und y als rechtwinklige Coordinaten gedeutet werden, eine 
Ellipse dar, und die linke Seite ihrer Gi-ichung fallt nur fiir die in 
ihrem Innern liegenden Punkte negativ aus. 

Kine Ellipse kann aber nur eine endliche Zahl von Punkten ganz- 
zahliger Abscisse und Ordinate umschliessen. 

Sei nun ([, A) irgend einer unter diesen Punkten, dessen Abscisse 
(F) und Ordinate (A) relativ prime Zahlen sind. Dann werden alle 
Lésungen der Gleichung 


«4 — pf = 1, 
gegeben sein durch 

a=a,+t-F 

b=6,+t- a} 


wo «,, 8, irgend ein Lésungspaar bezeichnet und ¢ alle ganzzahligen 
Werthe von — oo bis + oo zu durchlaufen hat. 
Soll nun zweitens die Abscisse des Punktes 
ao + B 
fo+A 


zwischen die ee unseres Parallelstreifens fallen, so muss 





ao + Bo wo + By 
; To+ + ee To+A + 
zwischen zwei gegebenen Grenzen liegen. Offenbar lisst sich aber die 
ganze Zahl ¢ nur endlich oft dieser Bedingung gemiiss wihlen. 
Somit ist unsere Behauptung preset erwiesen. 
Man bemerke noch, dass nach Satz I. im § 1. alle Punkte a, 


welche durch die Transformation a a+ , y20, eine Vergrésserung 
ihrer Ordinate erfahren, das Innere des Kreises ausfiillen, der um den 


Punkt — ° mit dem Radius - beschrieben ist. So erleiden also z. B. 


alle diejenigen Punkte durch die Transformation — i eine Ver- 


grésserung der Ordinate, welche unterhalb der krummlinigen Kante 
des Ausgangsraumes liegen. 

Und nun ist es leicht die Richtigkeit der folgenden Angaben 
einzusehen : 
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Jedem beliebigen Punkte o, der positiven Halbebene entspricht ein 
(wnd also nach Satz III, § 1. im Allgemeinen auch nur ein) ihm 
diquivalenter Punkt des Ausgangsraumes; und zwar findet man diejenige 
lineare Transformation, welche die Ueberfiihrung des Punktes @, in 
seinen dquivalenten des Ausgangsraumes leistet, nach folgender Vorschrift: 

Man verschiebe vermige der Transformation + 1 (oder ihrer in- 
versen o—1) den Punkt ,, bis er zwischen die verticalen Begrenzungs- 
linien des Ausgangsraumes zu liegen kommt. 

Entweder ist nun seine Ordinate schon lang genug, so dass er jetat 
in dem Ausgangsraume liegt — und dann ist unser Ziel schon erreicht —, 
oder er hat eine zu kurze Ordinate. In leteterem Falle verwandelt die 





































Transformation — ~ ihn in einen Punkt mit grisserer Ordinate, der 


nun, wenn er vermige o + 1 wieder zwischen die verticalen Begrenzwngs- 
linien verschoben wird, entweder in den Ausgangsraum hineinreicht 
oder nicht. 

Im letzteren Falle wende man wieder die Transformation — 
an, verschiebe wieder, wenn nithig, und so fort. 

Sollte bei Anwendung der genannten Operationen der Punkt a, 
einmal in einen Punkt der Begrenzungslinien des Ausgangsraumes 
iibergehen, so ist der Process als beendigt anzusehen, da wir diese 
Punkte mit zu dem Ausgangsraume nehmen miissen, um alle Punkte 
@ in Betracht ziehen zu kénnen. 

Nur in diesem Falle gehéren nach Satz IIIa. § 1. dem Punkte 
o, zwei ihm und untereinander iiquivalente Punkte des Ausgangs- 
raumes zu. 

In allen Fillen muss aber der soeben angegebene Process nach 
einer endlichen Zahl von Operationen zum gewiinschten Ziele fiihren. 
Denn nach unserem Hiilfssatze giebt es ja iiberhaupt zwischen den 
verticalen Rindern des Ausgangsraumes nur eine endliche Anzahl von 
Punkten, die zu @, iquivalent sind und eine gréssere Ordinate besitzen, 
als sie @, hat. 

Die Schilderung dieses Processes gab Herr Klein in seinem Colleg 
iiber algebraische Gleichungen, im Anschluss an die Theorie der Re- 
duction quadratischer Formen. (Miinchen, im Sommer 1879.) 


Es zeigt sich so, dass und wie sich jede. Substitution *) . ae 





. 1 ” 
aus den beiden m+ 1 und — -, zusammensetzen liisst. 





Man wende nimlich einfach auf den Punkt cay 6 das in Rede 
—¥O+ a 


stehende Verfahren an; , kann dabei irgend ein Punkt des Ausgangs- 
raumes sein. 





*) ,, Substitution“ ist gleichbedeutend mit ,, Transformation“. 
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§ 3. 


Die in der Gesammtheit der linearen ganzzahligen Transformationen 
der Determinante + 1 enthaltenen Untergruppen. 


Fundamentalpolygone. 


Irgend ein aus der Gesammtheit von linearen ganzzahligen Sub- 
stitutionen herausgegriffener Complex von Substitutionen, welcher so 
beschaffen ist, dass die Zusammensetzung irgend zweier (verschiedener 
oder identischer) Substitutionen des Complexes wieder auf eine Sub- 
stitution des Complexes fiihrt, heisst eine Untergruppe der Gesammtheit 
der Transformationen, der ,,Hauptgruppe“. 

Wir wollen uns hier des bestimmteren Ausdrucks wegen auf Unter- 
gruppen mit endlichem Index beschrinken. 

Unter dem Index einer Untergruppe versteht man bekanntlich 
die kleinste Zahl w von Substitutionen 7',, 7,---7Z' der Hauptgruppe, 
welche der Anforderung gentigen, dass jede Substitution der Haupt- 
gruppe als Product einer Substitution der Untergruppe und einer dieser 
w Substitutionen dargestellt werden kann. 

In iiblicher Weise sind hier die Substitutionen symbolisch durch 
Buchstaben bezeichnet, wobei die identische Substitution @' = @ das 
Symbol 1 erhilt; das Product zweier Substitutionen ist diejenige, die 
durch Zusammensetzung der beiden die Factoren bildenden Substitu- 
tionen entsteht. 

Wir wollen weiterhin Kiirze halber sagen, zwei w-Dreiecke oder 
auch zwei Punkte und m’ seien in Bezug auf eine Untergruppe 
relativ dquivalent, wenn sie aus einander durch eine Transformation 
der Untergruppe hervorgehen. 

Ist nun irgend eine Untergruppe gegeben, so construire man in 
folgender Weise ein zu ihr gehdriges , Fundamentalpolygon< :*) 

Man gehe von irgend einem der w-Dreiecke, etwa dem Ausgangs- 
raume aus. An dieses legen sich nach rechts die Dreiecke w + 1, 
o-+2u.s.w. an. Diese nehmen wir successive in das zu bildende 
Polygon auf, bis wir an ein solches nicht mehr aufzunehmendes @ +- a 
kommen, welches mit dem Ausgangsraume relativ fiquivalent ist. Die 
links befindliche geradlinige Kante des Dreiecks geht dann durch 
die zur Untergruppe gehérige Substitution w + a in die rechts liegende 
Kante des Dreiecks @ + a— 1 iiber. Wir wollen sagen, dass diese 
Kanten nicht mehr ,,frei“ sind, sondern sich gegenseitig durch die 
Untergruppe ,,binden“. 

Von den sich unmittelbar an die noch ,,freien‘ Kanten der nun- 
mehr aufgenommenen Dreiecke + »v (yv=0,1,2---a@—4J) an- 


*) Siehe Mathem. Annalen Bd. XVII, pag. 63 u. 64, 













538 


A. Hurwirz. 


setzenden Dreiecken (D) nehmen wir nur so viele auf, dass jedes der 
nicht aufgenommenen Dreiecke (D) mit einem der jetzt- iiberhaupt 
aufgenommenen Dreiecke (@ + v und ein Theil der (D)) relativ ‘qui- 
valent ist, die letzteren jedoch simmtlich unter einander relativ in- 
iiquivalent sind. Die Begrenzungskanten des jetzt gebildeten Aggre- 
gats von iniiquivalenten Dreiecken werden nun theils sich paarweise 
durch die Untergruppe ,,binden“, theils noch ,,frei sein. 

Mit den Dreiecken (D"), die sich an diese freien Kanten unmittelbar 
ansetzen, verfahre man nun genau so, wie soeben mit den Dreiecken 
(D). Man nehme also so viele von ihnen auf, dass jedes der iibrigen 
niéht aufgenommenen irgend einem der Dreiecke des nunmehr ver- 
grésserten Aggregates relativ iiquivalent ist; dass aber alle Dreiecke 
des letzteren unter einander relativ iniiquivalent sind. 

So fahre man fort, bis man ein Aggregat von relativ iniquivalenten 
Dreiecken erhalten hat, von dessen Begrenzungskanten keine mehr 
frei ist, sondern je zwei sich gegenseitig binden, so dass jedes sich 
unmittelbar an eine Kante des ,,/undamentalpolygons“ ansetzende 
Dreieck einem Dreieck des Fundamentalpolygons relativ iquivalent ist. 
Es ist zu bemerken, dass das Fundamentalpolygon in der mannig- 
fachsten Weise gewihlt werden kann. Denn einmal ist, wie erwihnt, 
die Wahl des Ausgangsdreiecks vollkommen willkiirlich. Andererseits 
kann die jedesmalige Aufnahme neuer sich an die freien Kanten an- 
setzenden Dreiecke im Allgemeinen in verschiedenartigster Weise den 
gestellten Anforderungen entsprechend vorgenommen werden. 

Ueber die Eigenschaften und Bedeutung des Fundamentalpolygons 
handeln die nachfolgenden Entwicklungen. 

Das Fundamentalpolygon besteht aus w Dreiecken, wo w den Index 
der Untergruppe bezeichnet. Es kénnen nicht mehr als w Dreiecke 
‘sein, denn unter je w + 1 befinden sich mindestens zwei relativ ‘qui- 
valente. Es sind aber genau uw Dreiecke, wie aus dem nunmehr zu 
beweisenden wichtigen Satze folgt: 





»dedes Dreieck = +f ist einem (und nur einem) Dreiecke des 


‘undamentalpolygons relativ dquivalent, und zwar kann es in dasselbe 
durch successwe Anwendung derjenigen Substitutionen E der Gruppe 
transformirt werden, welche die sich bindenden Kanten des Fundamental- 
polygons in einander iiberfiihren.“‘ 

Die Substitutionen EF bilden demnach ein volles System von er- 
zeugenden Substitutionen der Untergruppe, indem jede beliebige Sub- 
stitution der Untergruppe sich als ein Product der Substitutionen EF 
darstellen liasst. 

Dies beweist man nach Herrn Klein folgendermassen: 

Seien A, und A,’, A, und A,’ --- A;und Aj --- je zwei sich bindende 
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Kanten des Fundamentalpolygons. ; bezeichne die Transformation 
der Untergruppe, durch welche die Kante A; in A; iibergeht. 

Wendet man nun auf das Fundamentalpolygon die Transformation 
E; an, so geht dasselbe in ein neues Polygon iiber, welches sich lings 
der Kante A; an das alte anlegt. 

So legt sich vermége der Transformationen E; und E;-' um das 
Fundamentalpolygon ein Kranz neuer Polygone, je eines an je eine 
Kante des Fundamentalpolygons. 

Durch fortgesetzte Anwendung der Transformationen EF; entstehen 
aus diesen Polygonen andere und andere. Und nun ist die Behauptung 
unseres Satzes, dass alle so aus dem Fundamentalpolygone ent- 


_ stehenden neuen Polygone die ganze positive Halbebene liickenlos iiber- 


decken. 

Dieses wird aber bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass an jede 
Kante eines ‘bereits erhaltenen Polygons sich vermége der Transfor- 
mationen FE; ein neues anlegt. 


Sei Tam EE” E,” --+ die Transformation, durch welche ein Poly- 
gon aus dem Fundamentalpolygon entstanden ist, und sei A; eine Kante 


des Polygons. So wird A; durch 7' aus A; entstehen. 

Dann ist aber 7 E;-' eine Transformation, vermége welcher aus 
dem Fundamentalpolygon ein sich an A; anlegendes neues Polygon 
entsteht. Denn vermége E;~! geht A; in A; und vermége 7 geht 
A; in A; tiber. 

Man bemerke, dass alle in der geschilderten Weise aus dem Funda- 
mentalpolygon entstehenden Polygone die positive Halbebene nicht 
nur liickenlos, sondern auch einfach tiberdecken. Denn, wie leicht zu 
sehen, kénnen zwei solche Polygone kein Dreieck gemeinsam haben, 
ohne ganz zu coincidiren. 

Auf Grund des Satzes pag. 534 kann man nun offenbar a priori 
angeben, durch welches: Product der erzeugenden Transformationen E 
sich irgend ein w-Dreieck in das ihm relativ iquivalente, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, irgend ein Punkt @, in den ihm relativ iiqui- 
valenten des Fundamentalpolygons iiberfiihren lisst, sofern man fiir 
jeden nicht im Fundamentalpolygon liegenden Punkt zwischen den 
verticalen Begrenzungslinien des Fundamentalpolygons eine aus den 
erzeugenden Substitutionen E zusammengesetzte Substitution kennt, 
die seine Ordinate vergréssert. 

Ich will aber hier nicht untersuchen, ob solche Transformationen, 
die die Ordinate der betreffenden Punkte vergréssern, fiir jedes beliebige 
Fundamentalpolygon a priori angegeben werden kénnen. — Es sei nur 
bemerkt, dass fiir die grésste Zahl der bisher iiberhaupt behandelten 
Untergruppen solche Substitutionen in der That bekannt sind, und ver- 
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moége derselben die Ueberfiihrung eines beliebigen Punktes , in den 
ihm relativ ‘quivalenten des Fundamentalpolygons durch folgenden, 
dem auf pag. 536 geschilderten ganz analogen Process bewerkstelligt wird: 

Man verschiebe den Punkt vermige der die verticalen Rénder des 
Fundamentalpolygons vereinigenden Substitution so lange, bis er zwischen 
diese Réinder fillt. Ist dann seine Ordinate zu kurz, so dass er noch nicht 
im Fundamentalpolygon (oder auf einer Kante desselben) liegt, so wende 
man auf ihn diejenige Substitution an, welche die gerade tiber ihm 
liegende Kante des Fundamentalpolygons in die ihr zugehdrige (sie 
bindende“) Kante iiberfiihrt. Dadurch wird die Ordinate des Punktes 
vergrissert. Fdllt nun der so transformirte Punkt nicht ohnedies in den 
von den verticalen Réndern des Fundamentalpolygons begrenzten Parallel- . 
streifen, so fiihre man diese Lage abermals vermége der die verticalen 
Rénder vereinigenden Substitution herbei. 

Ist jetzt seine Ordinate noch nicht lang genug, um in das Funda- 
mentalpolygon zu reichen, so wende man wieder diejenige Transfor- 
mation an, welche die gerade iiber ihm liegende Kante des Fundamental- 
polygons in die zugehirige transformirt, verschiebe wieder, wenn nithig, 
und so fort. 

Dieser Process schliesst nach einer endlichen Zahl von Operationen, 
so dass der Punkt schliesslich, wie gewiinscht, in das Fundamental- 
polygon transformirt ist. 






§ 4. 
Fortsetzung. Congruenzgruppen. 

Von allen Untergruppen beherrscht man bislang ihrer arithmetischen 
Natur nach nur eine bestimmte Classe, niimlich die sogleich zu definiren- 
den Congruenzgruppen. In Riicksicht auf die im zweiten Abschnitt 
zu gebenden Entwicklungen seien diesen Gruppen die nachfolgenden 
Betrachtungen gewidmet. 

Nennt man zwei Substitutionen 

ao a,@o 
yo $e a oe + 2 
(mod. ») congruent, wenn 
a:B:y:d=a,:B,: y,:9,(mod. n), 
so giebt es bekanntlich 


a= F0-W-B) 


mod, » incongruente Substitutionen, wo p,q--- die verschiedenen in 
m aufgehenden Primzahlen sind, und & die Zahl der Lésungen der 
Congruenz 





x* = 1 (mod. n) 
bedeutet. 
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Solche Untergruppen nun, die alle diejenigen und nur diejenigen 
Substitutionen enthalten, die zu gegebenen Substitutionen in Bezug 
auf einen festen Modul (m) congruent sind, nennt man nach Herrn 
Klein ,,Congruenzgruppen“ und zwar der n'” Stufe. 

Hier wirft sich als fundamental die Frage auf: 

Wie kann man entscheiden, ob eine gegebene Gruppe Congruenz- 
gruppe ist oder nicht? 

Fiir die Beantwortung dieser Frage bieten sich zwei Wege dar. 
Erstens : ¢ 
Kine Gruppe wird dann und nur dann Congruenzgruppe von der 


ni Stufe sein, wenn alle zu der Substitution (6 1) , der ,,Identitit, 


(mod. x) congruenten Substitutionen zu der Gruppe gehdren. 

Zuniichst ist selbstverstiindlich, dass eine Gruppe n'*" Stufe alle 
Substitutionen in sich enthiilt, die (mod. ) zur Identitiit congruent 
sind. Aber auch umgekehrt: Enthilt eine Gruppe alle (mod. ») zur 
Identitit congruenten Substitutionen, so werden, falls 7' irgend eine 
Substitution der Gruppe ist, alle zu 7’ (mod. m) congruenten Substitu- 
tionen gleichfalls zur Gruppe gehéren, da diese von der Form ST 
sind, wo S (mod. ~) zur Identitait congruent ist. 

Sucht man daher unter einem vollen System von (mod. m) ver- 
schiedenen Substitutionen alle diejenigen 7',, 7,--- 7, heraus, welche 
zu unserer Gruppe gehdren, so lisst sich diese definiren als die Ge- 
sammtheit derjenigen Substitutionen, welche (mod.”) zu den Sub- 
stitutionen 7’; congruent sind. 

Die auf diesen Satz sich stiitzende Methode zur Untersuchung, ob 
eine vorgelegte Untergruppe Congruenzgruppe ist oder nicht, verlangt 
eine endliche Zahl von Versuchen. Man hat sich niimlich die erzeugen- 


den Substitutionen der Gruppe ‘e 5) = (4 1) (mod. ») zu verschaffen, 


und diese darauf hin zu untersuchen, ob sie zu der vorgelegten Gruppe 
gehdren, oder ob dies nicht (wenigstens nicht fiir alle) der Fall ist. 
Geometrisch liisst sich dies nach den Entwicklungen des vorher- 
gehenden Paragraphen so ausdriicken: 
Man hat zu untersuchen, ob das Fundamentalpolygon der vor- 
gelegten Gruppe vermége der seine zusammengehorigen Riinder ver- 
einigenden Substitutionen so oft an einander gelegt werden kann, dass 


das Fundamentalpolygon fiir die’ Gruppe G 5) = (6 1) hervorgeht. — 


Eine zweite Methode der Untersuchung ist gelegentlich von Herrn 
Klein beniitzt. Sie griindet sich auf folgenden Satz: 
Ergeben die erzeugenden Substitutionen einer Gruppe vom Index u, 


(mod. n) betrachtet, durch Zusammensetzung nur . (mod. ) ver- 
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schiedene Substitutionen, so besteht die Gruppe aus allen Substitutionen, 
die (mod. ) jenen 4 Substitutionen congruent sind. G bezeichnet dabei 


die Zahl der (mod. m) verschiedenen, (incongruenten) Substitutionen. 
Man kann diesen Satz kurz so beweisen: 
Nach Voraussetzung erweisen sich alle Substitutionen der Gruppe 


mit S = v Substitutionen, etwa: 


S,, S,-- +S, (mod. n) 
congruent. Es handelt sich darum nachzuweisen, dass auch umgekehrt 
jede mit einer S; (mod. ) congruente Substitution zur Untergruppe 
gehort. 

Nun werden alle (mod. ») verschiedenen Substitutionen dargestellt 

sein durch folgendes Schema: 

8, 8 --- & 

T,8,, T,8, --- T,8, 


T,.8,, TrBy >> TB 
und die w Substitutionen 
. 1, T;; T; dei Px 
werden unter einander relativ iniiyuivalent sein, so dass jede beliebige 
Substitution dargestellt werden kann in der Form SZ',, wo S eine 
Substitution der Untergruppe ist. 
Soll nun 
ST, — 8S; (mod. n) 
sein, so folgt 
T;, = S; (mod. n), 
was nur angeht, wenn 7, = S; = 1 ist, so dass sich also SZ; auf S, 
eine Substitution der Untergruppe, reducirt, was zu beweisen war. 


§ 5. 
Die homogenen linearen ganzzahligen Transformationen der 
Determinante + 1. 
Alle Erérterungen iiber die Gruppe der ganzzahligen Substitutionen 


wo = ort. ad —py=+1 


lassen sich mit Leichtigkeit auch fiir die homogenen ganzzahligen 
Substitutionen 
a, = aa, + po, | 


- d— py=+1 
a, = ya, + da, J Y pian g 


verwerthen. 





Es findet nimlich, um die von C. Jordan eingefiihrte Aus- 
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drucksweise zu gebrauchen, ein hemiedrischer Isomorphismus zwischen 
beiden Substitutionsgruppen statt. 


Einer Substitution 
a, = «a, + po, } 


a; = 70, + da, 
der homogenen Gruppe ist die eine 
/__ “@ +86 
yo+a 
der nicht homogenen entsprechend zu setzen, wiihrend der nicht 
homogenen Substitution 


@ 


eae ao + p 
yo+oa 


a, = «ao, + pa, 
a, = 70, + de, 

und , 

a,’ = — aa, — Bo, 

a, = — 7a es: 
correspondiren. Vermége dieser Correspondenz entspricht auch jeder 
Untergruppe der homogenen Substitutionen eine solche der nicht 
homogenen. 

Hierbei ist zu bemerken, dass der Isomorphismus zwischen solchen 

Untergruppen sehr wohl ein holotdrischer sein kann. Offenbar tritt 
dieser Umstand dann ein, wenn zwei zusammengehérige homogene 


Substitutionen 
(75) mt (5; =4) 
nie gleichzeitig der homogenen Untergruppe angehéren kénnen. 

Vermiége dieses lsomorphismus ist man in der Lage alle Eigen- 
schaften der homogenen Gruppe und Untergruppen von den ent- 
sprechenden der nicht homogenen abzulesen. 

So ist es namentlich leicht die Entwicklungen des vorhergehenden 
Paragraphen auf die homogenen Transformationen zu _iibertragen. 
Man bemerkt, dass fast alle dort ausgesprochenen Siitze wortlich ihre 
Geltung auch fiir homogene Substitutionen behalten. 

Es ist nur zu beachten, dass zwei homogene Substitutionen 


(75) und (5 5') 


dann und nur dann mod. » congruent zu nennen sind, wenn 


a= ay 
B = B, 
v=% (mod. 2) 


d= 0, 
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und dass, dementsprechend, 


n3(1 — a 7 

(mod. ») verschiedene (incongruente) homogene Substitutionen existiren. 

¢ Die an sich selbstverstiindlichen Bemerkungen dieses Paragraphen 
sind es, welche gewisse Schwierigkeiten beseitigten, die sich der 
directen Untersuchung der im zweiten Abschnitt behandelten Multipli- 
catorgleichungen entgegenstellten. Es handelte sich darum, eine gewisse 
Gruppe von homogenen Substitutionen arithmetisch zu charakterisiren. 
Indem die Untersuchung homogener Gruppen nunmebr auf die nicht 
homogener zuriickgefiihrt ist, lassen sich die fiir die letzteren ausge- 
bildeten geometrischen Methoden ohne Weiteres fiir die ersteren ver- 
werthen. (Siehe Abschn. II, §§ 1 —3.) 


II. Capitel. 
Die Bildung der Modulfunctionen und Modulformen 1. Stufe. 


§ 1. 
Definition der Modulfunctionen und Modulformen. 


Wir wollen im Folgenden immer unter linearer Transformation 
schlechthin eine ganzzahlige der Determinante + 1 verstehen. 

Wir bringen nun die linearen Transformationen durch folgende Defi- 
nitionen mit functionentkeoretischen Untersuchungen in Zusammenhang: 

Kine Modulfunction ist eine eindeutige analytische*) Function eines 
Argumentes @, die ungedndert bleibt, wenn man das Argument irgend 
welchen linearen Transformationen einer in der Gesammtheit der letzteren 
enthaltenen Untergruppe unterwirft, wiihrend sie bei Anwendung aller 
iibrigen linearen Transformationen ihren Werth im Allgemeinen dndert. 

Eine Modulform k Dimension ist eine eindeutige homogene analy- 
tische Function k" Dimension zueier Argumente @,, @,, die ungedndert 
bleibt, wenn man die Argumente irgend welchen homogenen linearen Trans- 
formationen einer in der Gesammtheit der letzteren enthaltenen Unter- 
gruppe unterwirft, wihrend sie bei Anwendung irgend einer der iibrigen 
linearen Transformationen ihren Werth im Allgemeinen dndert. 

Der Quotient irgend zweier Modulformen von @,, @, gleicher 


Dimension ist eine Modulfunction von @ = ~. und jede Modulfune- 


*) Wir nennen nach Weierstrass eine Function (complexer Veriinderlicher) 
» analytisch‘, wenn sie sich durch ein System untereinander zusammenhiingender, 
d. h. in einander fortsetzbarer, Potenzreihen definiren lisst. 
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tion lisst sich auf unendlich viele Weisen als Quotient zweier Modul- 
formen darstellen. 

Wir kénnen uns daher auf die Bildung der Modulformen be- 
schriinken. Dabei sind es namentlich Eisenstein’sche Ideen, die uns 
za den gewiinschten Formeln leiten werden, 


§ 2. 
Bildung der Modulformen 1. Stufe. 


Wir ziehen zunichst nur diejenigen Modul-Formen und -Functionen 
in Betracht, welche bei allen tiberhaupt méglichen \inearen Transfor- 
mationen ungeiindert bleiben. Diese werden wir gemiiss den Aus- 
einandersetzungen des ersten Capitels § 4. Modul-Formen resp. -Func- 
tionen der ersten Stufe nennen. 

Unter Modul-Form oder -Function schlechthin sei im Folgenden 
immer eine solche erster Stufe verstanden. 

Ist nun 

P(@, M.) 
eine homogene Function k'" Dimension von @, und @,, so kann offenbar 


Zz p(dw, + ua,, va, + Q@,)*) 
eine Modulform Kk‘ Dimension darstellen, sofern die Summe fiir ein 
Gebiet der Variabeln @,, @, einen von der Anordnung der Summanden 
unabhiingigen Werth hat, innerhalb dieses Gebietes eine eindeutige 
Funetion von @,, @, ist und tiber soleche Werthsysteme 4, u, v,@ erstreckt 
wird, dass die Gréssenpaare 


do, + ua, va, + ea, 


des in Rede stehenden Gebietes sich in ihrer Gesammtheit reproduciren, 
wenn @, und @, irgend einer linearen Transformation unterworfen werden. 
Fiir unsere Zwecke geniigt es, wie der Erfolg unserer Unter- 


suchungen zeigen wird, fir die Function g(@,, @,) die Potenz ( . )” 
1 


zu wiihlen. Dabei bedeutet m eine ganze positive Zahl. 
Dem obigen allgemeinen Ansatze entsprechend bilden wir hier 
die Summe 


*) Eine solche Summe kann, wie Weierstrass in den Berliner Monats- 
berichten (August, 1880) bemerkt hat, mehrere analytische Functionen in sich 
vereinigen, Das heisst, die verschiedenen Potenzreihen, in welche sich die Summe 
entwickeln lisst, kinnen in mehrere Systeme zerfallen, so dass die Potenzreihen 
eines solchen Systems unter einander zusammenhingen, wiihrend je zwei Potenz- 
reihen, die verschiedenen Systemen angehéren, nicht aus cinander durch Fortsetzung 
entstehen kinnen. Die Summe stellt dann so viele verschiedene analytische 
Functionen vor, als getrennte Systeme von Potenzreihen aus ihr erhalten werden, 


XVI. 35 
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v=+o 
, 1 m 
Oye ae 
“= @ *=—-—-@ 
wo das Komma den Ausschluss der Combination 
= v= 0 


D 


> 


fs 


bedeuten soll. 

Wie sich leicht nachweisen lisst*), convergirt diese Summe fiir 
beliebige Werthe von @,, @,, deren Verhiiltniss = keine reelle Zahl 
ist, unbedingt, sobald m > 2 ist. Sie stellt daher dann eine Modul- 
form — m'** Dimension vor, oder wird uns vielmehr zu einer solchen 
hinfiihren, indem wir nur eine der beiden analytischen Functionen in 
Betracht ziehen werden, die sie in sich vereinigt. (Vgl. die Anmerkung 
auf voriger Seite und § 3.) 

Fiir ungerade m > 2 ist sie identisch Null. Wir betrachten daher 
fiir m > 2 nur die Functionen 

wpe r=4+0 , ie 
o~ 2 Gate) > 
et 

Neben diesen wollen wir jedoch auch die den Werthen m=—1 und 
m == 2 entsprechenden Summen 


6-22 (eaeuu) 
_ ba 4 eee | 


beriicksichtigen. Diese convergiren nicht unabhiingig von der Rethen- 
folge der Summation, weshalb diese Reihenfolge in jedem speciellen 
Falle genau anzugeben ist. 


§ 3. 
Umsetzung der Functionen G, in Potenzreihen. 

Um die Summen G,, auf ihren Charakter als aualytische Functionen 
zu untersuchen, sowie aus Griinden der Anwendbarkeit, ist es wesentlich, 
dieselben in Potenzreihen umzusetzen. 

Dabei gehen wir von der bekannten Partialbruchzerlegung der 
Cotangente aus: 


1 ~*) 1 1 
n-cotax = - ). - 
. a7 a a—yvy| 

v=1 
Entwickelt man andererseits die Cotangente nach steigenden Potenzen von 
= erain 
so erhilt man die Grundformel: 

*) 8. 2 B. Eisenstein, Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelpro- 
ducte, aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten zusammengesetzt 
sind. (Mathem, Abhandlungen p. 213 oder auch Crelle’s Journal Bd. 35, 1847.) 
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r+ Dats + wivl-— ie aie De, | 
v=1 


k=1 
Differenzirt man diese Formel m Mal nach a, so folgt: 


%=+0 
1 em pores m, Qin)” u “m—l ak * 
ne fiir wie) nb gat Se eich 





> Zahl Die Summe linker Hand convergirt fiir endliche Werthe a unbe- 
lodul- dingt, wenn m > 1 ist, wihrend der Convergenzbereich der Potenz- 
olchen reihe rechter Hand durch Wie Bedingung |v| < 1 bestimmt ist (|| 
1en in bedeutet den absoluten Betrag von v). 

rkung Diese letztere Bedingung ist gleichbedeutend mit der andern, dass 


a eine positive zweite Ordinate haben muss, was jetzt ausdriicklich 
daher angenommen sei. 


° oe @ * a 
Setzen wir nun fiir a, w-—' =«@-@ und summiren iiber alle 
2 


ganzzahligen Werthe u = 1 bis oo, so folgt: 
+0 
7 1 i= le nm, (2¢2)"" s “m—i q* ie 
1 und © 2 (ass) = ( 1) (m—1)! Po 1— q?* ? 
wobei 7% == g 


gesetzt ist, und w, der obigen Bedingung fiir a entsprechend, eine 
positive zweite Ordinate hat. 
Und aus dieser Formel ergiebt sich nun unmittelbar, dass 


ethen- 2nl wy “4 Qn > 2k 
, 1 1 € n — 
iellen bo, @,) == (1) | > (‘) +2.(—1)"- oar. 7 PA Vaca “ik | 





oder 
G Qn 2n 1 B . y —— g* 
n(@y , @.,) = @, (2)! n + (— 1) ‘An — k ee q?* 

bosses ist, wo B, die n* Bernoulli’ sche Zahl bedeutet. 
atlich, Diese Potenzreihe , arts wie aus der obigen Entwicklung hervor- 

geht, mit der sy i — i iibereinstimmt, sobald @ = = 

i 2 

g der eine positive zweite Ordinate hat, stellt nun fiir » > 1 eine Modulform 


der — 2n'" Dimension vor, die wir fortan ebenfalls durch G, be- 
zeichnen wollen. 

Sie ist eine Modulform, denn erstens bleibt sie fiir alle linearen 
Transformationen ungeiindert, und zweitens ist sie eine eindeutige ana- 


‘n von 
lytische Function von @, und @,, da die Potenzreihe nach g in der positiven 
*) Die Schlussformel in Scheibners Gratulationsschrift: Ueber ,,unendl, 
Reihen und deren Convergenz“ (Leipzig 1860), enthilt diese Formel als speciellen 
relpro- Fall. — Aus der Scheibner’schen Formel fliesseu tibrigens fiir die Theorie der 
yesetat Modulfunctionen bemerkenswerthe Resultate, auf die bei geeigneter Gelegenheit 
847.) zuriickzukommen ich mir vorbehalte. 


35* 
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Halbebene @ iiberall convergirt, aber iiber dieselbe hinaus keine Fort- 
setzung gestattet, indem sie fiir jeden rationalen Werth von mit 
der unendlichen Summe einen unendlich grossen Werth annimmt. *) 
Insbesondere kommt nun fiir » = 1, 2, 3, 4: 


2 
rear = — 24 Sk. ae), 
=\[ 12 + 20 S'18 |) 
I, = aie 3, — >. - |*), 
7! G, —(22) lacs + 2 >F se | ' 


In Bezug auf G, ist zu bemerken, dass die Potenzreihe aus der 
Summe fiir G, durch folgende Anordnung der Summation erhalten ist: 
Es ist bei festem a zuerst iiber alle v summirt, wobei die Reihenfolge 
der Summanden ohne Einfluss auf das Resultat ist. In der so ge- 
wonnenen Summe ist dann iiber w = — oo bis + oo summirt, wobei 
wiederum die Anordnung der Summation nicht in Betracht kommt. 

Die Summe Gy erfordert eine Behandlung fiir sich. Wir wollen 






= 046,— 


dieselbe bei folgender Anordnung der Summation auswerthen: 


i ot) v=+% 
(n,m) 1’ li >» ( 1 ) 
ope 2 (ie 2 (erator 


wo m und » beliebig gewiihlte ganze Zahlen sind. 
Nach der Formel fiir die Partialbruchzerlegung der Cotangente ist: 


usta 
vs . 
gq m) __ - lim 3 cot {((u +- 2) tH) + m) . m\ 
$  i1=@ uaa! 
ua+n 
ts 4 : ; 
om — - lim cot (uaz) 
@ Ase a 
u=A+n ace 
‘ 2ninw 
tm 1. e 1 
= Wy - lim Scie 
A=” y= —n-+1 € —- 
i di . "~ etiaw . ern inw 1 
— @ * im 2iinw 2n'inw 1 ? 
=e yA Tr—1y & ong ag 
also 
Gam _ 2nix 
- 


*) Vergleiche die schon citirten Entwicklungen von Weierstrass in den 
Berliner Monatsberichten. 

**) g, und g, sind die von Weierstrass so benannten Invarianten des ellip- 
tischen Integrals 1. Gattung. — Die Grissen (2 —1) G, (n>1) treten in Weier- 
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§ 4. 
Verhalten der Function G,*) bei linearen Transformationen von 
o, und w,. Einfihrung der Function A. 


Wiihrend die Functionen G, fiir » > 1, wegen der unbedingten 
Convergenz der zugehdrigen Doppelsummen, bei allen linearen Trans- 
formationen von @,, @, ungeiindert bleiben, bedarf der Effect dieser 
Transformationen in Bezug auf G, eingehender Untersuchung. 

Nach den Entwicklungén des I. Capitels setzen sich nun alle 
homogenen linearen Transformationen aus folgenden beiden zusammen: 


(1) slg + @, 


a, = @, 
und 
) oe 
a=  @,. 


Aus der Gleichung 


a -- eS 1 \2__ 2 ea ie — qt l 
2.2. (votre) 3a," \ 5 2 1— qe \’ 


wo zuerst die Summation nach v, dann diejenige nach w auszufiihren 
ist, geht hervor, dass fiir die Transformation (1) G, ungeiindert bleibt. 
Um nun zu untersuchen, welchen Einfluss die Transformation (2) 
auf G, hat, benutzen wir folgende Identiti: ; 
3 a a} 3 aes, a 
i (p+49)’ be Tay (p+a)' P* + a} 
6 1 1 
oe Be of 
+ (p+q) ip + q §’ 
die sich aus der evidenten Gleichung: 
1 1 1 1 1 
pa p+a pt p+a' 4 
durch dreimalige Differentiation nach p und dreimalige Differentiation 
nach q ergiebt.**) 
Wir wollen in dieser Identitat 


P= 4,9 + ¥,%, 
oe = FeO — MeO 


strass’ Vorlesungen tiber elliptische Functionen als die Entwicklungscoefficienten 
von pu auf und zwar definirt Weierstrass die Gréssen durch dieselben unend- 
lichen Doppelsummen, welche den Ausgangspunkt unserer Betrachtung bilden, 

*) G+ @, ist abgesehen von einem Zahlenfactor die in Weierstrass’ Vor- 
lesungen iiber elliptische Functionen mit 27 bezeichnete Grisse (Periode des Inte- 
grals 2. Gattung). 

**) Wegen dieser zuerst von Eisenstein l. c. verwandten Identitit vgl. § 8. 
— Die Beniitzung derselben zur Untersuchung von G;, ist jedoch neu. 
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P+ = (4, — 42) @, + (%— v,) o, 
setzen. Alsdann wollen wir alle Gleichungen summiren, welche ent- 
stehen, wenn “;, %,, @), V2, jedes unabhiingig von den andern, alle 
ganzen Zahlen von — co bis + oo durchlaufen. Dabei sollen jedoch 
die Combinationen, in denen uw, = v, = 0, oder uw, = v, = 0, oder 
endlich pw, — wu, = ¥, — v, = 0 ist, ausgeschlossen bleiben. 

Da nun die linke Seite der Identitit bei der Summation eine un- 
bedingt convergirende Summe liefert, so wird dieses auch die rechte 
Seite thun, Man wird daher ein richtiges Resultat erhalten, wenn man 
iiber die einzelnen Glieder der rechten Seite so summirt, dass bei allen 
Gliedern dieselbe Reihenfolge in der Summation eingehalten wird. 

Die Summation iiber die linke Seite der Identitiét liefert nun bei 
ganz willkiirlicher Wahl der Anordnung die Function 3 - G,. 

Setzen wir rechter Hand 

p+q=w=(u, — #) a + (% — %) @ = ma, + Na, 
also = p= w—g—=(m+ m) o, + (w+) @,, 
so werden alle zulissigen Combinationen u,, v,, u,, v, erhalten wer- 
den, wenn m und » alle ganzen Zahlen von — co----+ oo mit Aus- 
nahme der Combination m = » = 0 durchlaufen, und fiir jeden stehen- 
den Werth von 

w=Ma, + no, 


#, und »v, alle ganzzahligen Werthepaare annehmen mit Ausschluss 
der Combinationen 


= @ at ae 
Me 0 und ey = : 


v= Vv, = — n 
Wir kénnen somit schreiben: 


 — a 1 Y 1 —— 
mene > w' [> Bintan 
i 2 
+ 2 a+ i) 2 | 
: x 1 
( 
si a ws [im S *4 (mF a g)o-H(n-F 9) 00g 


i= @ 
+1 9 
—lim > 5 ( — | 
i=o, ~stae) _w 


il=@ ye 


Also, indem wir zunichst die Summation nach mw, und vy, ausfiihren: 


‘ 2 ~) 1 1 12¢ 
‘\ wo w w 


Und schliesslich durch Summation iiber w: 
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NG y Bt G 
21G; = 6G,(@,, @,)- G+ — on , 


Da diese Gleichung eine blosse Identitét zwischen @, und @, ist, 
so ist es gestattet, in derselben , durch @, und @, durch — @, zu 
ersetzen. Dann folgt, da G, und G, dabei unveriindert bleiben: 

21G, = 6G,(—a@,, @,) - G, — ais, oo. 


a; a We 





Durch Subtraction der letzten beiden Gleichungen ergiebt sich: 


iG 0G. 
6G, (G,(@,, @) — G,(—@,, a,))=— — [o 1 Je, +a 2 For |” 


Nun ist aber G,(@,, @,) eine homogene Function 4' Dimension; 
also nach dem Euler’schen Satze: 


0G. a eke Y 
1 Fe, + a, * = — 4G,. 
So erhalten wir schliesslich die von pale Seite wohlbekannte Formel: 
= Qin 
G,(@,, @,) — G(— @, ) =o 


Diese Gleichung giebt nun offenbar die Aenderung von G,(@,, @,) 
an, wenn man auf die Argumente die Substitution 


@, = — @, 

Oo, = 
anwendet. Dieselbe lisst sich vermége der Reihenentwicklung von G, 
folgendermassen umsetzen: 


(A) logg{1—24 Se li ge} + lesa ¢ {1-24 Se Ca} =—6 
k=1 





k=1 
wobei 
jn 
q=e ™, 
: ieee 
q = e oO, : 
also 
log q - log g = 2? 
ist. 
Durch Differentiation folgt aus dieser letzten Gleichung: 
ee 
q:-logq = Ts log’ 
Die mit eet multiplicirte Gleichung (A) lisst sich daher so 
schreiben : 





dq ‘  &* \_ ad f,_ oy Sy. 9" _\ 26. aloes. 
{1-24 Se ont : {! 24 ka 6. Gees 
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Diese Gleichung lisst sich nun Glied fiir Glied integriren, und es 
ergiebt sich nach ausgefiihrter Integration durch den Uebergang von 
den Logarithmen zu den Zahlen: 


(log q)°-q- Tl (1 — g*)"®—C.q'- [To — qf?! 
oder: 


(B) i= y: q° []T¢ — g**)!? == — (s)-¢- [Jo — q'2*y!, 


indem sich die Integratiousconstante C aus der Bemerkung ergiebt, 


oe @ ° 
dass fiir = =71 


q=4 
wird. 


Indem wir nun in (B) beiderseits quadriren, ergiebt sich der fiir 
die Theorie der Modulfunctionen fundamentale Satz: 
»Die Function 


A(a,, o)=(o)- i Tl | al cae sas 


bletbt ungedndert, wenn w, und w, beliebigen homogenen linearen ganz- 
zahligen Transformationen der Determinante +- 1 unterworfen werden.“ 


§ 5. 
Modulfunctionen. 
Wir haben im ersten Capitel gesehen, dass sich die positive Halb- 


ebene @ den linearen Transformationen <ett entsprechend in un- 
endlich viele Dreiecksgebiete zerlegen liisst. 

Jeder beliebige Punkt @ mit endlicher positiver Ordinate war 
einem und nur einem Punkte des Ausgangsraumes iiquivalent, wenn 
man zu dem Innern des letzteren noch die Hilfte seiner Begrenzung, 
etwa die links von der Axe der rein imaginiren Zahlen liegende, 
hinzunahm. : 

Die Axe der rein imaginiren Zahlen zerlegt den Ausgangsraum 


in zwei symmetrische Dreiecksgebiete, von denen wir das eine, dessen 
2in ia 


Ecken die Punkte oa =@=e* ,a=—i=—e* undo =i-oo sind, zur 
Unterscheidung vom anderen schraffiren wollen. 

Nach Riemann’schen Anschauungen*) giebt es nun eine im Innern 
dieses schraffirten Gebietes eindeutige und iiberall stetige Function 
J(@), die die Abbildung desselben auf die positive Halbebene J ver- 
mittelt, wobei der Begrenzung jenes Gebietes die Begrenzung der posi- 
tiven Halbebene J, d. i. die Axe der reellen Zahlen entspricht. Die so 


*) Vgl. Dedekind, 1. c. pag 274. 
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definirte Function J(@) enthilt noch drei reelle willktirliche Constante, 
iiber die so verfiigt werden soll, dass J(w) fiir die Ecken 


es 
yon 
Q; t, t+ oo 
des Gebietes resp. die Werthe 
0, 1, © 
annimumt. 
Diese Function J(@) hat dann nach bekannten Principien*) die 
ebt, Kigenschaft, dass sie fiir aiqhivalente Punkte und nur fiir solche den- 
selben Werth annimmt. 
Da in der Umgebung des Punktes @ = ico J(@) und q? = ei7 
gegenseitig eimdeutig von einander abhingen, so folgt, dass 
fiir gq - J(@) 


fiir @ = 7 - oo einen endlichen von Null verschiedenen Werth annimmt. 
Nun kehren wir zu den oben abgeleiteten Modulformen zuriick. 
Bilden wir den Quotienten 


2k 3 
( 4 + 20 Ks . : 2k ) 
INZ- 92° a is b i—¢< 


om. eg @tt (1 — q?*)** ’ 

so ist dieser eine Modulfunction von und also eine eindeutige Func- 
tion von J(). Er wird fiir keinen Punkt des Ausgangsraumes unend- 
lich mit Ausnahme des Punktes @ = ioo, wo das Product 


alb- 2, # 


ee 
bas: einen endlichen von Null verschiedenen Werth annimmt. 
3 . . aa . 
Daraus folgt: & ist eine lineare ganze Function von J. 
war 2 
enn Dasselbe gilt aus: iihnlichen Griinden fiir den Quotienten oe . 
* Offenbar sind dabei .%- und —%— noch eindeutige Functionen von o. 
nde, A A 
Ks gilt aber der evidente Satz: (Mathem. Annalen XIV, p. 128) 

2um Verzweigungsstellen von Functionen von J(@), die eindeutige F'unc- 
sen tionen von @ sind, kinnen nur bei J=, 1, co liegen, und zwar kinnen 

bei J =O resp. J=1 die Blitter der betreffenden Riemann’ schen 
sar Fliche theils isolirt verlaufen, theils zu je dreien resp. zu je zweien 

zusammenhiingen, wiihrend bei J = oo die Verzweigung irgend welche 
= sein darf. 
fon Demnach ist klar, dass: 
ver- 3 2 

§ 9: 

Osi- & =a-d, nN = a,(J — 1) 
2 sO zu setzen ist. 


*) Siehe Schwarz, l. c. 








554 A. Hurwirz. 
Die Zahlencoefficienten a und a, bestimmen sich aus der Glei- 
chung 
a,9,> —ag,?> = aa,A 
mit Hiilfe der Reihenentwicklungen von g,, g,;, A nach gq. 
So findet man dann dié Gleichungen: 


3 
7, =x J, 
Sigf ry 
A =J—1. 


Der hiermit functionentheoretisch erkannte Umstand, dass g, und 
9; fir @ = @ resp. @ =i yerschwinden, lisst sich auch leicht direct 
aus der urspriinglichen Definition dieser Gréssen durch Doppelsummen 
erkennen. In der That die Glieder von 


2 2 wetH 


’ 


1 2 1 
neers wee loses 

1 Me 1 1 4 
(aes) ae (aero)? 


die sich in der Summe zerstéren. 
Analog ist es bei g,, und allgemein folgt in iihnlicher Weise: 


G,=0, fiir o =e, wenn m Z 0 (mod. 3), 


fir @ =i, wenn m Z 0 (mod, 2). 


§ 6. 
Algebraischer Zusammenhang der Modulformen unter einander. 


Schon oben fanden wir eine algebraische Relation zwischen ver- 

schiedenen Modulformen, nimlich: 

9° — 279; =A. 
Alle Relationen dieser Art fliessen aus einer Ueberlegung, die nun- 
mehr entwickelt werden soll. 

Sei ¥(@,, @,) irgend eine eindeutige Form einer negativen ganzen 
Dimension = — k, die sich bei allen linearen Transformationen bis 
auf eine als Factor hinzutretende n'e Kinheitswurzel reproducirt. (Solche 
Formen sollen gelegentlich als der Hauptgruppe , adjungirt “ bezeichnet 
werden.) Alsdann ist 
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Gar} 


eine Modulfunction von @, und also eine eindeutige Function von J. 

Setzen wir nun voraus, dass ¥(@, 1) an den Stellen des Aus- 
gangsraumes, wo es unendlich wird, von einer endlichen Ordnung (in 
Bezug auf J(@)) unendlich wird, so wird jene eindeutige Function von 
J eine rationale. 

Da iiberdies ¥(@,, @,) als eindeutige Function von @,, @, voraus- 
gesetzt wurde, so folgt, indem Functionen von J, die eindeutige Func- 
tionen von @ sind, nur bei J =0, 1, co in der oben angegebenen 
Weise verzweigt sein kénnen: 


Sn Oe) _ VJe./(T— 1 - RJ) 
(//a) 
wo «, B ganze Zahlen bedeuten. 
So kommt schliesslich, indem man 





= 4 — 279? 
ae oh A 
rechter Hand einsetzt: 
12 r Gi, (Ges 9s) 
(A) ¥ (1, @) = (VB) Gg G0)? 


wo G,, und G, ganze Functionen von g, und g, bezeichnen, deren 
Dimensionen als Modulformen von @,, @, resp. — m und — m sein 
mogen. 

Zwischen den ganzen Zahlen k, r, m, n besteht, wegen der Gleich 
heit der Dimensionen der beiden Seiten von (A), die Relation: 

k=r+m—n. 
Auf Grund dieser Entwicklungen kénnen wir nun folgende Sitze auf- 
stellen (vgl. Annalen XV, pag. 86): 

Eine ecindeutige Form von w, und @, von negativem ganzen Grade, 
die sich bei allen linearen Transformationen nur wm Einheitswurzeln 
dindert und im Ausgangsraum nur von endlicher Ordnung unendlich 
wird, lisst sich in der Form (A) darstellen und kann sich folglich nur 
um 12% Wurzeln der Einheit dndern. 


In der Form (VA) Gn(Go5 gs) sind fiir r <0 alle im Ausgangs- 
raume nur fiir @ = ico unendlich gross werdenden, fiir r > 0 alle diber- 
haupt nicht unendlich werdenden Formen enthalten, die sich bei linearen 
Transformationen nur um Einheitswurzeln als Factoren dndern. 

Speciell folgt hieraus: 

Die stimmtlichen Functionen G,, « > 3, sind rationale ganze Func- 
tionen von g, und gs. 





A. Horwirz. 


§ 7. 


Zahlentheoretische Folgerungen. 


Aus letzterem Umstande entspringen eine grosse Zah! zahlen- 
theoretischer Formeln. 

Die in § 3. gegebenen Reihenentwicklungen liefern nimlich nach 
aufsteigenden Potenzen von gq? geordnet: 





Gu (@,, @,) = >. (2, + (— 1}*-4-4a- s P2u-1 (n) P @’*) ? 
ep n=1 

wo c, eimen Zahlenfactor und y2,-1(n) die Summe der (24 —1)s 
Potenzen der Divisoren der Zahl » bedeutet. 

Jede Relation zwischen den G, liefert daher eine Formel, welche 
die zahlentheoretischen Functionen 2,~:(n) fiir verschiedene Werthe w 
mit einander verbindet. 

Folgendes Beispiel mége zum Autschluss iiber die Art dieser 
Formeln dienen: 

Da sich G, als ganze rationale Function von g, und g, darstellen 
lassen muss, so ist 

G,=a-g,’, 

wo a ein Zahlenfactor ist, der sich aus dem Vergleich der Anfangs- 
glieder der Reihenentwicklungen ergiebt. 

Man findet so 


1 + 480 S'v(n)q¢* = (1 + 240 v4 (n) - a?) 
und folglich: 
; (m) = vy (2) + 120 { yy (1) Hy (W—1)-+-, (2) - 5 (wm — 2)-+-¥, (3) -p, (n—3) 
fobs (m= 1)-¥s(1)}. 


Ist insbesondere » eine Primzahl = p, so folgt die Formel: 


p— p= 240 S'¥s ( p " at ), 
a=1,3,5,...p—2 
indem jetzt alle Zahlenpaare a und p — a, (a < p) zu einander relativ 
prim sind und fiir relativ prime m und » 
Wou—1(M) + Woy—1(M) = Wop—1(m - nN) 
ist, — 
Auch fiir die allgemeinen Formeln giebt diese letztere Gleichung 
das Mittel zweckmissiger Umformung an die Hand. — 
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§ 8. 
Die Aufstellung algebraischer Relationen zwischen den G,. 


Nachdem wir functionentheoretisch erkannt haben, dass zwischen 
den G, unzihlig viele algebraische Relationen bestehen (indem sich 
alle rational und ganz aus zweien von einander unabhingigen, g, und 
g,, zasammensetzen lassen), liegt die Frage nahe, wie man solche 
Relationen aufstellt. 

Schreibt man eine der Form nach erkannte Gleichung zwischen 
den G, mit unbestimmten Coefficienten an, so kann man selbstver- 
stiindlich diese letzteren mit Hiilfe der Reihenentwicklungen der G, 
bestimmen. 

Man wird aber wegen der empirischen Natur dieses Verfahrens zu 
keiner allgemeinen Formel gelangen. Kine solche liefert nun eine 
von EKisenstein*) herriihrende Methode, von der wir schon in § 4. 
anderweitigen Gebrauch gemacht haben und auf die ich hier kurz ein- 
gehen will. 

Eisenstein entnimmt der Theorie der Partialbruchzerlegung 
folgende Identitit: 


o=r—1 
1 1 1 1 
(A) “ie s — s Ss 1)o ids er ee r—o 
pg ae * + (p+q)°t? p 
~ 1 1 
r+r—l1),- ‘ 
+ ps ( + ) (p+ qi" t* e~* 


tv 


Man kann diese Formel, wie beiliiufig bemerkt sei, direct sehr 
leicht erhalten, wenn man die evidente Identitit: 
i 4 1 1 1 1 
p' a p+a'p* p+a 4 
yMal nach p und sMal nach q differenzirt. 
Wir setzen nun in (A) 


P=HATYOL also pta=—UtH)o, ++) 0, 
q=Woa,+ va, | 

und summiren iiber alle ganzzahligen u,v, uw’, v’, wobei nur die Com- 

binationen w=v=O0 und «’ =v'=0 und endlich a+w=v+vr'=0 

ausgeschlossen werden sollen. 


*) a.a.O. Diese schon mehrfach citirte inhaltsreiche Arbeit ist auch historisch 
sehr interessant. Es findet sich in ihr z, B, schon die von Weierstrass ein- 
gefiihrte Function pu (bei Eisenstein: (2, «) — (2*, 0)), allerdings ohne dass Eisen- 
stein die principielle Bedeutung derselben erkannt hiitte. Die Formel 5, p. 285 
ist geradezu identisch mit der Gleichung: 


pu? = 4pu’ — go pu — gs. 
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Es seien iiberdies x und s grésser als 2. Alsdann hat man bei der 
Ausftthrung der Summation mit Vorsicht nur je die beiden letzten 
Glieder der Summen rechter Hand zu behandeln, indem man die bei 
einem beliebigen dieser Glieder willkiirlich eingehaltene Reihenfolge 
der Summation bei allen festhalten muss. 

Ich will gleich das Resultat der Summation hinschreiben, indem 
ich in Betreff der Ausfiihrung auf das specielle Beispiel in § 4. oder 
auch auf die Eisenstein’sche Abhandlung verweise. Es wird: 


G, Gs + Grosl(s +r —Is+ +r — 1) + (— 194) 


s—3 


(r+ t‘— 1 )p— 3 ‘Gyr4e Gan 
a 2 2 


t=—0 


0 G45 2 é G 45-9 
dlogd— 2 dlog dA — 2 


_— 


3 
= > + 6—1).—1: G40 - G0 + 
2 2 


o—0 


ag S te luk ee 

+(r+s 2).—1 6 (r-+s—2) Ca, OWs OW, Om, 
Hierbei ist der letzte von den nicht unbedingt convergirenden Sum- 
men herrtihreride Term vermége des Euler’schen Satzes von homo- 
genen Functionen und der Gleichung 

, _ __ tm =e log A 

G, he 6 @, Om, 
umgesetzt. 


Jede Grosse G, , fiir welche “keine ganze Zahl ist, ist gleich 


2 
Null. Die Forme! liefert daher nur dann eine Gleichung fiir die G,, 
wenn r und s entweder beide gerade oder beide ungerade sind; sie 
zieht sich in jedem besonderen Falle durch den Wegfall und die 
Uebereinstimmung vieler Glieder zusammen. 
Das letzte Glied der Formel ist die Functionaldeterminante von 
log A und G,,,-2, welch’ letztere demnach auch eine Modulform ist. 


Dieser Umstand ist selbstverstindlich; denn aus der Theorie der In- 
varianten fliesst unmittelbar der Satz: 

»Alle invarianten Bildungen aus Modulformen sind wieder Modul- 
formen. “*) 

Gleichungen, in denen nur die G, vorkommen, gewinnt man nun, 
wenn man zwischen den verschiedenen Formeln, die fiir r + s =f, 
wo ¢ eine fest angenommene gerade Zahl ist, bestehen, das letzte 
Glied eliminirt. 

Neben der obigen Formel, die nur Producte von je zwei Func- 
tionen G, enthilt, existiren noch unziihlig viele andere auf analogem 


*) Vgl. Annalen XV, pag. 86, 
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Wege zu bildende Gleichungen, in denen Producte von je » Functionen 
G, auftreten. 
Differenzirt man nimlich die Identitit: 


1 1 1 1 1 1 
1 = =—Pe Pr bias Pit+Pet: +P, bance + P; Po" Pn—o Py + ) 


a, Mal nach p,, «, Mal nach p,, ---, «; Mal nach pj, -- -, 
so ergiebt sich eine Identitét, die in ganz gleicher Weise, wie die 
Identitit fiir » 2 zur Anfstellung von Formeln fiir die G, benuizt 
werden kann. 

Uebrigens sind alle diese Relationen algebraische Folgerungen aus 
den biniiren, da man mit Hiilfe der letzteren successive simmtliche 


G.(u > 3) durch die beiden ersten g, und g, ausdriicken kann. 


§ 9. 
Differentialquotient einer Modulfunction. 


Bislang haben wir uns immer die Modulfunctionen durch Quotienten- 
bildung aus Modulformen entstanden gedacht. 

Ks giebt nun einen einfachen Process, der umgekehrt aus einer 
bekannten Modulfunction eine Modulform ableiten lehrt. 


Aus den Gleichungen 
F(@') = F(@) 


und 
__ ao +f 6 
patton yo+o 
folgt niimlich durch einfache Differentiation: 
1 dF (a) 3 d F(@) 
“@s? dw ~— @e dw ’ 
wobei 
: P @; @ 
o’ = —,, @ == — 
@y Wg 
und 


@, = aa, + Bay, 
a, = yo, + da, 
gesetzt ist. Daraus fliesst der Satz: 
Ist F'(@) irgend eine Modulfunction, die zu irgend einer Unter- 
gruppe der linearen Transformationen gehirt, so ist 
IS. ad ¥'(o) 
w,* do 
eine zu der isomorphen Gruppe von homogenen linearen Transforma- 
tionen gehorige Modulform. 
dd (@) 


Speciell ist also —, 
@e da 


eine zur ganzen Gruppe der linearen 


homogenen Transformationen gehérige Modulform — 2. Dimension. 
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A. Horwirz. 


sain) nur fiir @—ico im Ausgangsraume unendlich 
@ 


Da nun 


wird, und zwar so, dass 


dJ (a) 


2, 
T° “de 


endlich und von Null verschieden ist, so folgt nach den Sitzen 
des § 6.: 








Sgt dJ (w) — GulGes 9s) __ Cc. 92° ° 9s 
@,? do A OF A 
Die Constante C bestimmt sich aus den Reihenentwicklungen, 
und ‘man findet die Formel 


dJ(@) _ 9. ws? fe * Os 
<< i-2x A 


__ @,” 2. $y 5 \b 
== V3-Va-J*- (J — 0, 


die spiiter, § 6. des letzten Capitels, wichtig wird. 


§ 10. 
Tragweite der benutzten Methoden. 


Zum Schlusse dieses Capitels will ich kurz die Richtungen an- 
deuten, nach welchen die hier benutzten Methoden der Verall- 
gemeinerung fabig sind. 

Bei den obigen Entwicklungen kommt fast durchgiingig nur die 
Gruppe sdmmitlicher linearer Transformationen in Betracht. Alle bei 
dieser angestellten Betrachtungen lassen sich jedoch ohne Ausnahme 
auch bei beliebigen Untergruppen jener Transformationen in analoger 
Weise durchfiihren. 

Ks gelingt z. B. leicht, diejenigen Summen >> > (, ” rs sa bei 
denen uw und vy nicht mehr simmtliche ganzen Zahlen durchlaufen, son- 
dern nur alle diejenigen, die in Bezug auf einen festen Modul resp. zwei 
gegebenen Zahlen congruent sind, in Potenzreihen nach qg umzusetzen. 

Hierbei zeigt sich unter anderm, dass die von Jacobi auf 
pag. 103 ff. der Fundamenta entwickelten Gréssen sich als solche 
Doppelsummen darstellen, in denen gw und v gewisse Zahlclassen 
mod, 4 zu durchlaufen haben. 

Zwischen diesen Doppelsummen bestehen wegen functionentheo- 
retischer Betrachtungen, die den in § 6. angestellien analog sind, 
algebraische Relationen, zu deren wirklichen Aufstellung wieder die 
Kisenstein’schen Identitaiten dienen kinnen. Diese algebraischen 
Relationen kénnen wiederum vermége der Entwicklungen nach gq zur 
Aufstellung zahlentheoretischer Formeln verwerthet werden u. s. w. 
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lich Die Darchfiihrung der hierdurch gekennzeichneten Aufgaben, die 
in eine vollstindige Theorie der Modulfunctionen gehért, wiirde aber 
einen zu grossen Umfang gewinnen, als dass ich sie hier unternehmen 
kénnte. 

Es bedarf schliesslich wohl kaum der Erwihnung, dass auch fiir 
tzen mehr Variable ganz ahnliche Entwicklungen stattfinden. 





gen, 
Il. Abschnitt. 
Theorie der Multiplicatorgleichungen erster Stufe. 
I. Capitel. 
Die Existenz der Multiplicatorgleichungen erster Stufe. 
$1, 
2 
Die zu YA gehdrige Untergruppe. 
aa Unter allen im II. Capitel des I. Abschnittes abgeleiteten Func- 
wall tionen nimmt die Grésse 
12 ‘ an 

‘ (Sr) A(@,, @,) = gH — gy 

die 
- bei dadurch eine ausgezeichnete Stellung ein, dass sie iiberall im Innern 
hme der positiven Halbebene @ endlich und von Null verschieden ist. 
oger Hieraus folgt niimlich, dass jede Potenz dieser Function, sowie ihr 

Logarithmus in der positiven Halbebene  unverzweigt und also in 
bei derselben eine eindeutige Function ist, sofern man ihren Werth an 
| einem bestimmten willkiirlich zu wiihlenden Punkt w, festgesetzt hat.*) 
states Von den Wurzeln aus A ist die vom gréssten Index, welche noch 
swe eine durchaus eindeutige Function von @, und @, ist, die zwélfte. 
— Aus diesem Grunde ist gerade die ‘j//A von principieller Kinfachheit. 
a Wir stellen uns nun zuniichst die Aufgabe, die Untergruppe von 
e ueiniies ee ° 
me VA eu bestimmen, d. h. die Gruppe derjenigen homogenen linearen 
Transformationen von @,, @,, bei denen V/ A(@,, @,) vollkommen un- 
heo- gedndert bleibt. 
sind, Da ss 
* Va= FL na WO=(HA)', VO (VO); 
chen VO 
aur 
le *) Siehe Dedekind, in Riemanns Werken pag. 438. 
Mathematische Annalen, XVIII. 











562 A. Horwitz. 
so ist klar, dass ‘j/A fiir diejenigen und nur fiir diejenigen Trans- 
formationen ungeindert bleibt, die //A und j//A simultan ungeindert 
lassen. Das heisst, die Gruppe von ‘j/A besteht aus allen denjenigen 
Transformationen, die gleichzeitig der Gruppe von j/A und der von //A 
angehéren. Unsere Aufgabe ist daher auf die Bestimmung dieser 
letzteren beiden Gruppen reducirt. Ich will jedoch nur die Bestimmung 
der Gruppe von j//A eingehender behandeln, da fiir j/A Alles ganz 
analog und iibrigens einfacher ist. 

Zu dem Zwecke werden wir zuniichst, den Entwicklungen des 
ersten Abschnitts (1. Capitel) gemiiss, das Fundamentalpolygon der- 
jenigen Gruppe nicht homogener Transformationen aufsuchen, welche 


nach § 5, daselbst der Gruppe von j/A entspricht. 

Nach dem im I. Abschnitt allgemein auseinander gesetzten Ver- 
fahren findet man, dass dieses Fundamentalpolygon aus dem Ausgangs- 
raume @ und dem anliegenden Dreiecke + 1 besteht. 

Um die Richtigkeit dieser Angabe a posteriori einzusehen, hat 
man sich nur zu iiberzeugen: 

1) dass das Dreieck @ allein kein vollstiindiges Fundamental- 
polygon fiir unsere Gruppe ist, 
2) dass den die Rander vereinigenden Substitutionen: 
a =—-a+2 
(A) , o-—1 


o= — —_— 
@ 


homogene Transformationen entsprechen, die j/A ungeiindert lassen. 

Was den ersten Punkt betrifft, so folgt derselbe aus dem Um- 
stande, dass keine der beiden homogenen Substitutionen, die der 
Substitution 

a =—a-+1 

entsprechen, j/A ungeindert liisst. 

In Bezug auf den zweiten Punkt ist zu bemerken, dass: die 
folgenden, den (A) entsprechenden, Transformationen der gestellten 
Anforderung geniigen: 


@, = — @ — 2a,, 
(1) eee bang 
(2) f oo, =—@, + w, 
\ @,’ = — a. 


Es bestehen niimlich die Formeln: 


'VA(@, + @,, @,)=e® "VA (a, @,), 
Qin 


VA(— a, 0) =e% 


(B) 





va (@,, @,). 
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Von denselben ergiebt sich die erste unmittelbar aus der Reihenent- 
wicklung von '//A. Die letztere erhiilt man, wenn man bemerkt, dass 
sich 'j/A(—@,, @,) und ‘j/A(@,, @,) jedenfalls nur um eine 12” Kin- 
heitswurzel unterscheiden kénnen, und dass sich diese Einheitswurzel 


selbst sofort aus den Reihenentwicklungen ergiebt, wenn man ~ = 
2 
setzt, in welchem Falle ja 
° ia 
q= &*? = q =e o 
wird. 


Da alle Transformationen sich aus den beiden (4 1) und () 3) 


zusammensetzen lassen, so geniigen die Formeln (B) um jede_ be- 
liebige numerisch gegebene Substitution darauf hin zu untersuchen, 
ob sie ‘fA ungeindert lisst oder nicht. Speciell erkennt man nun so, 
dass die Transformationen (1) und (2) j/A in der That ungeandert lassen. 
Nach den Entwicklungen des J. Abschnittes sind also die Transfor- 
mationen (A) die erzeugenden Transformationen der in Rede stehenden 
Gruppe von nicht homogenen Substitutionen. 

Dem entspricht vermége des Isomorphismus: 

Die Gruppe von VQ besteht aus allen Substitutionen, die sich 
durch Combination der Substitutionen (1) und (2) ergeben.“ 


§ 2. 
Fortsetzung. 
Durch die eine oder die andere der beiden in Abschn. I., Cap. I., 
§ 4. auseinandergesetzten Methoden findet man nun: 


Die Gruppe von VQ ist eine Congruenzgruppe und zwar der 
4 Stufe. 
Sie besteht aus allen Substitutionen, die zu einer der folgenden 12 


(mod. 4) congruent sind: 
-~ sot 12 0 
01)? 0 —1)) 21)3 ~3 —1)3 
cP few ao SP -sog aid 
(~ 0)3 1 0); 1 —] —1 
11 1 —1)\. 21). 2-1 
1 2)3 —1 2)? 11) —l1 | 
Es ergiebt sich niimlich — um nur die Anwendungsweise der 
zweiten Untersuchungsmethode hier niher anzufiihren —, dass durch 
Zusammensetzung der erzeugenden Substitutionen (1) und (2) mod. 4 


nur die 12 soeben hingeschriebenen Substitutionen entstehen. — 
36* 
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Die den letzten acht Schematen congruenten Substitutionen lassen 


sich kurz als alle diejenigen 4 ) bezeichnen, bei denen 


a + d= — 1 (mod, 4) 
ist. 
Die Gruppe der 12 (mod. 4) genommenen Substitutionen ist der 
Tetraedergruppe holoedrisch isomorph. — 


Ganz analog ergiebt sich die Gruppe von A als Gesammtheit 
aller derjenigen Transformationen, welche (mod. 3) einem der folgenden 
8 Schemata congruent sind: 


(+1 0 0 +1 +1 +1 +-+l+1 

( 0 wih esa oi re = | Se re: 
wo in jedem Schema immer alle oberen Zeichen oder alle unteren Zeichen 
zusammengehoren. 

Die den letzten 6 Schematen congruenten Substitutionen lassen 
sich wieder kurz als diejenigen Substitutionen charakterisiren, fiir 
welche 

a + d= 0 (mod. 3) 
ist. 

Nimmt man die fir //A und j/A erhaltenen Resultate zusammen, 
so folgt die Untergruppe von 'j/A. JInsbesondere zeigt sich, dass die 
Untergruppe von ‘/A eine Congruenzgruppe der 12. Stufe ist. 


§ 3. 


Bestimmung der 12" Einheitswurzel, um welche sich 'j/A bei irgend 


einer Substitution (° ’) andert. 


Nach Bestimmung der Gruppe von ‘//A hat es keine Schwierig- 
keit mehr, die Einheitswurzel 4 a) um welche sich ‘//A bei einer be- 


liebigen Substitution (° ‘) aindert, in geschlossener Form anzugeben. 


Ist zuniichst ¢ Z 0 (mod. 3), so kann man € so bestimmen, dass 


in der zusammengesetzten ‘Transformation 


Oi a-—Cte °F) 


die Summe a + Ec + d= 0 (mod. 3) wird. Es ist nimlich nur 
— = — ec (a+ d) (mod. 3) 


zu setzen. 
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Dann gehért aber (§ 2.) die Transformation rechter Hand zur 
Untergruppe von j/A, und es folgt somit: 
Die dritten Einheitswurzeln, um welche sich //A bei den Sub- 


stitutionen c ‘) und (4 ~~ - 7 aindert, sind einander gleich. 


Also: 
aby _ seta 
(? al. neers ? 
wenn 
ce S]0 (mod. 3). 
Fiir 
c = 0 (mod. 3) 
ist gewiss 
d Zz 0 (mod, 3), 
da ja 


ad — bc = 1. 


b —a ab\ (0 —1 
(a —c}~ a) 1 0) 
das soeben erhaltene Resultat anwendbar. 
Somit ist: 


Es ist folglich auf 


Qin 
=e —e ? 


(* nj d(b—0) is ; db 


wenn 
¢ = O (mod. 3). 
Stillschweigend ist hierbei von den Formeln (B) pag. 562 Ge- 
brauch gemacht. 
Diese beiden Resultate lassen sich nun so zusammenziehen: 
In allen Féillen ist: 


2ia 


a b 4 [(a+d)-c+db(lL—c’)] 
e “| ~~? 


Aehnlich ergiebt sich: 


3 efa+e+41) 22 
¢ a =e oak c 2 0 (mod. 2), 


{a@—e+—1) 2 
=e _e c = 0 (mod. 2), 


also allgemein: 


ab] (olatatey +e) (dO — eH —1}1-F 
“) Saves : 


Nach einigen leichten Umformungen findet man nun: 
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ab] (1 2) [40 +8d(e—1) F043] +e(d-+a— 3) } 
ec adi™®é 


als diejenige 12” Einheitswurzel, mit der 'j/A(@,, @,) multiplicirt wird, 


. ‘ ab . 
wenn man @,, @, der linearen Transformation (¢ ’) unterwirft.*) 


§ 4. 
Transformationsproblem. 


Kine Eigenthiimlichkeit, die den einfachen transcendenten Func- 
tionen gemeinsam ist, besteht darin, dass die Function fiir Argumente, 
die in einfachem Zusammenhange stehen, Werthe annimmt, die durch 
eine algebraische Gleichung verkniipft sind. 

Diese Bemerkung rechtfertigt die Frage: 

Wie muss eine algebraische Gleichung 

f(@, a’) =0 
beschaffen sein, damit nur eine endliche Zahl von indquivalenten Werthen 
a’ (resp. @) hervorgehe, wenn man fiir @ (resp. a’) alle einem beliebigen 
Werthe dquivalenten Werthe in f = 0 eintrégt?**) 

Offenbar uur fiir solcie Gleichungen zwischen @ und w’ wird es 
zutreffen kéinen, dass der Werth einer Modulfunction fiir w mit dem 
fiir w’ in einem algebraischen Zusammenhange steht. 

Nimmt man die Gleichung f= 0 in @ und @’ vom ersten Grade 
an, so zeigt sich, dass jede bilineare Relation zwischen und a’, die 
rationale Zahlen-Coefficienten hat, der gestellten Anforderung geniigt. 

Ist I’ eine Modulfunction, so wollen wir die Untersuchung des 
Zusammenhanges zwischen /'(@) und F'(@’), wo @ und o’ durch eine 
solche bilineare Gleichung verbunden sind, ,, Transformationsproblem“***) 
nennen. Man fiihrt das Transformationsproblem leicht auf die Unter- 


suchung des Zusammenhanges zwischen F'(w) und F(*) +) zuriick, 
wo » irgend eine positive ganze Zahl ist. 


*) In expliciter Form scheint sich der fiir [: zy gegebene Ausdruck in der 


Literatur nicht vorzufinden. Man erhilt ihn aber sofort, wenn man den bei Va vor- 
tretenden, aus der Theorie der O-Functionen bekannten Factor mit der dritten 
Einheitswurzel combinirt, welche bei der Transformation von Va auftritt, und 
die sich durch die Modulfunction Vy, — leicht bestimmt, 

A 

**) Es ist mir neuerdings gelungen, nachzuweisen, dass eine so beschaffene 
Gleichung nothwendig bilinear in und a’ ist. 

***) Die Beziehung zwischen @ und aw’ ist bekanntlich die bei der ,,Trans- 
formation“ der elliptischen Functionen zwischen den Periodenverhiltnissen statt- 
findende. 

+) Diese Vereinfachung der Fragestellung bietet wesentliche Vortheile dar. 
Vgl. Mathem, Annalen Bd, XIV, p. 130, 161, Bd. XVII, p. 62 ff. 
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Ganz analoge Fragestellungen werden fiir die Modulformen statt- 
finden. 

Hier wollen wir unter ,,Transformationsproblem“ die Untersuchung 
des Zusammenhanges zwischen den Werthen einer Modulform fiir @,, a, 
und dem fiir @,’, ,’ verstehen, wenn 


’ @, 
0, = - ’ 
*@.. = @, 


gesetzt wird, wo » wieder eine positive ganze Zahl bedeutet. 


§ 5. 
Fortsetzung. Anzahl der Repriasentanten. 


Bei der Behandlung des Transformationsproblems der Modulformen 
wird es vor allem néthig sein, die Frage zu erledigen: 

Wie viele inidquivalente Zahlenpaare @,', @, entstehen, wenn man 
@,, @, durch alle miéglichen dquivalenten Zahlenpaare «a, + Ba,, 
ya, + 0a, ersetet? 


Soll zuniichst das Zahlenpaar —* 


@o it 
a? 29 mi 

wo, + Boog a be B ber y 

a ’ ya, + d@,=a-—-+-— -@, ny: +0-0, 
iiquivalent sein, so ist klar, dass hierfiir 

6B = 0 (mod. n) 
nothwendige und hinreichende Bedingung ist. 
Ersetzt man hier nun @,,@, durch ein fquivalentes Zahlenpaar 

und bezeichnet mit P™ das zu der Transformation 


ab 
P= (‘ 1) 
gehorige Zahlenpaar: 


aay Toes co, + da,, 
so folgt: 
Zwei Zahlenpaare P™ und Q™ sind dann und nur dann dqui- 


valent, wenn 


P=S-Q 


(58) 


eine Substitution der Untergruppe 
6B = 0 (mod. n) 


ist, wo 


ist. 
Und zwar geht dann das Zahlenpaar P™ aus dem Zahlenpaare 
Q™ durch die Transformation 








A. Hurwirz. 


B 
Ss’ = ( - *) 
ny O 


hervor. Dies wollen wir symbolisch durch 
Pw — $'(Q) 
andeuten. 
In Bezug auf die hier auftretende Untergruppe 


B = 0 (mod. n) 
bemerkt man Folgendes: 


a 


Unter allen (mod. ) verschiedenen Substitutionen C 5) giebt es, 


wie leicht zu sehen, 


n= p(n) = nr(1 — ale — ) tae 


in denen B = 0 (mod. n) ist. 
Daher ist der Index unserer Untergruppe: 


et ae ee a ae 
ia Cs Ce a 


Und nun folgt hieraus als Antwort auf die eingangs gestellte Frage: 
Alle (bei festen, aber willkiirlichen @,, @,) iiberhaupt miglichen 
Zahlenpaare P™ vertheilen sich in 


N=n(i+ >)+4)-:: 


Classen. Jede Classe enthilt nur untereinander dquivalente Zahlen- 
paare; dagegen sind je zwei verschiedenen Classen angehirige Zahlenpaare 
zu emander indquivalent.“ 

Greift man aus jeder Classe ein beliebiges aber bestimmtes Zahlen- 
paar heraus, so hat man in diesen N Zahlenpaaren ein vollstindiges 
System von ,,Reprisentanten“, indem jedes Zahlenpaar P™ mit einem 
und nur einem jener N iiquivalent ist. 

Bilden 

T”, TH, ---, TH 
ein solches System von Repriisentanten, so ist dieses offenbar auch 


dann noch der Fall, wenn jedes 7; durch S; 7; ersetzt wird, wo S; eine 
willkiirlich gewihlte Substitution der Untergruppe B = 0 (mod. n) ist.*) 





*) Und zwar erhilt man so alle Reprisentantensysteme aus einem be- 
stimmten. 
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8 6. 


Die Gleichung, der die ,,transformirte“ 'j/A geniigt. 
(Multiplicatorgleichung erster Stufe.) 


Man kann die Transformationen S;, mit Hiilfe deren man irgend 
ein System von Repriisentanten abiindern kann, dazu verwenden, die 
Repriisentanten fiir bestimmte Absichten miglichst zweckmiissig zu 
gestalten, z. B. so, dass die in sie eingehenden Zahlen bestimmten- 
Congruenzen Geniige leisten.*) 

Wir wollen sie hier speciell so wihlen, dass alle Repriisentanten 

A;,o, + B;a, 
ar 





» Co, + D,o, 
den Bedingungen 

A;, Bi, C;, Dj resp. = 1, 0, 0, 1 (mod. 12) 
geniigen. 

Dieses wird immer mdglich-sein, so lange n relativ prim zu 12 
ist, was wir von jetet ab, sofern nicht das Gegentheil ausdriicklich fest- 
gesetzt wird, voraussetzen wollen. 

Nun kénnen wir den fiir das folgende fundamentalen Satz auf- 
stellen: 

Die symmetrischen Functionen der N Grissen 


a= 'VA{TM} = Va} st my yi, + d:a51, 


wo die T{ in der soeben Beda Weise gewdhlte Représentanten 
sind, dindern sich bei beliebigen Substitutionen von @,, @, nur um 12” 
Wurzeln der Einheit.“ 

In der That sei P irgend eine homogene lineare Transformation. 
Dann gehen die im Satze erwihnten Gréssen bei Anwendung dieser 


‘Substitution auf @,, @, tiber in: 


VA {(T;, Py} . , 
Es ist aber, da ja die 7 ein volles Repriisentantensystem bilden, 
(1) T,P = 8;-T,, 
wo 
s—(¢ mb), 
Daraus folgt: 
(2) (7, P)" = 8;(T)), 


wo 


Si = in it), 


*) Das allgemeine Princip vergl. Annalen XVII, pag. 67. 
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a; geht also iiber in 2; multiplicirt mit derjenigen Einheitswurzel, um 
die sich ‘//A bei Anwendung der Substitution S; indert. 
Nun folgt aus (1), da 


fT, = T, = (6 1) (mod. 12), 


S; = P (mod. 12). 


Also sind alle S; und folglich auch alle S; mod. 12 congruent, 
bringen also (§ 3.) dieselbe Aenderung (12' Einheitswurzel), auf '//A an- 
gewandt, hervor. Daraus folgt sofort die Richtigkeit unseres Satzes. 

Combiniren wir nun diesen mit den Siitzen pag. 555 (unten), indem 
wir beriicksichtigen , dass die Gréssen z;-@, im Ausgangsraum nirgends 
unendlich gross werden (was zur Evidenz aus den im folgenden Para- 
graphen zu gebenden Productentwicklungen der 2; hervorgeht), so haben 
wir den Satz gewonnen, auf den wir zustrebten: 


»Die Grisse ‘j/ A( =, @,) ist fiir Zahlen n, welche su 12 relativ 


prim sind, Wurzel einer Gleichung vom Grade 
1 1 
N=n(it+ > (i + +) eee 


deren Coefficienten bis auf einen Factor von der Gestalt 'j/A (@,, @,) 

ganze rationale Functionen von g,(@,, @,) und g,(@,, @,) sind.“ 
Diese Gleichung wollen wir Maultiplicatorgleichung erster Stufe 

nennen, eine Benennung, die sich aus dem Umstande rechtfertigt, 


Va 5 , @) 


5 bei Transformation des durch '/A nor- 
Va (ow, @) 

mirten elliptischen Integrals als , Multiplicator“ auftritt (Math. Annalen 
XIV, p. 144) und dass wir andererseits '/A als eine der Hauptgruppe 
(der Gruppe erster Stufe) ,adjungirte“ Form bezeichnen dirfen. (Siehe 


pag. 555.) 


dass die Grésse 


§ 7. 
Explicite Formeln fir die Wurzeln der Multiplicatorgleichung. 


Die Wurzeln unserer Gleichung waren: 
a; @ + B; @, . 
=> Va} = . = ’ 7:0, + 8,0.) 


=n-'VA{(a:@, + Bia,), n(yio, + d;0,)}, 


G 5) =(0 1) (mod. 12) 


wobei 
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war, und simmtliche = a Bree » 7:@, + 0;@, ein volles System von 


Repriisentanten bildeten. Fiir die Darstellung dieser Wurzeln durch 
Potenzreihen oder zunichst durch unendliche Producte nach q miissen — 
diese Reprisentanten nothwendig modificirt werden. 

Nun zeigt man aber durch leichte arithmetische Betrachtungen :*) 


Jedes Zahlenpaar 
aa, + Ba;, n(ya, + da,) 
ist einem einzigen Zahlenpaare 
aa,-+ba,, da, 


diquivalent, wobet 
a-d=n, b<d, 


und tiberdies a, b, d nicht-negative ganze Zahlen ohne einen allen dreien 
gemeinsamen Theiler sind. 
Es ist naimlich das Gleichungssystem 
«a, + pao, = a (aa, + ba,) + Pda,; 
nyo, +nda,=— y' (aw, + ba,) + da,; 


oder: 


(1) 


es — fy =1, 


om #'a a a ds: 
a aay, B “eb + pd; ed — Py =1, 


ny=ya;, nd0O=yb+ Od; 
in folgender Weise lésbar: 


Man nenne den groéssten gemeinsamen Theiler von @ und n (also 
auch von @ und m-y) a. Dann wird 


a=a-a 
- ’ 
ny=y-a 


wo @ und »’ relativ prim zu einander sind. Man setze ferner 


d Et n 
a 
und lése die Gleichung . 
ed — py =1 
durch die Formeln 
ae sak 
B’ = By + te’ : 


indem man unter @,, 8, irgend eine Lésung versteht. Schliesslich be- 
stimme man die ganze Zahl ¢ so, dass 


*) Vgl. z. B. Dedekind, Crelle’s Journal Bd. 88, p. 287 ff. 
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b=d,- 6 — B,-nd —t-d 
nicht negativ und < d wird. 
Dann sind alle Gleichungen (I) befriedigt, und also aw, + Ba,, 
n(y @, + 8@,) iquivalent mit aw, + ba,, da,. 
Indem man sich nun iiberzeugt, dass zwei verschiedene Zahlen- 
paare 


ao,+ba,,da,; a,@,+b,a,, da, 


die den angegebenen Bedingungen (ad = a,d, = n, b < d, b, < d, ete.) 
geniigen, nie aiquivalent sein kénnen, so ist klar, dass jedes Zahlen- 
paar 
co, + Ba, n(pya, + do,) 
einem und nur einem Zahlenpaare 
aa,+ba,, da, 
aiquivalent ist. 

Auch umgekehrt ist aber leicht zu sehen, dass zu jedem aw, + ba, 
dew, aquivalente Zahlenpaare ew, + Ba,, n(yo,-+d@,) gefunden 
werden kénnen,. so dass also das Entsprechen zwischen den Repriisen- 
tanten a;@,+/;@,, n(y;@,+0;@,) und den Zahlenpaaren a@,+-b@,, da, 
eindeutig umkehrbar ist.*) 

Ks folgt nun aus Ks 5) = (j 1) (mod. 12) und aus dem Glei- 
chungssystem (I), dass 


(§ Y= (6 a”) (mod. 12) 


ist » Wo (F *) diejenige Substitution ist, die 
a@, + Bi@,, (y;@, + 9; a) 
aus dem entsprechenden 


aa,+ba,, da, 
entstehen lisst. 


Somit ist, da die Wurzel z; oder vielmehr ~ & aus 
Vd {aa, + ba,, da,} 


durch Anwendung der Transformation ( bY hervorgeht, nach der 
Formel pag. 566: 
4=n- e. wanna VAt{ae,+bo,, da,}, 
(wobei mehrfach vou den selbstverstindlichen Congruenzen 
a’? = d*? = 1 (mod. 12) 
Gebrauch gemacht ist). 


*) Am leichtesten folgt dieses aus der pag. 580 bewiesenen Thatsache, dass 
die Anzahl der aa, + ba,, da, mit der der Repriisentanten iibereinstimmt. 
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Durch Anwendung der Productenentwicklung von A(w,, @,) pag. 552 
kommt nun fiir die Wurzel der Multiplicatorgleichung folgende explicite 


Formel : : 
a—tl 4 c—< =F a be a v2 
zi(a, d,b) = (=) (— 1) ie’ o( 12 ) aig [7TG-: eB 


v=1 


wober 


ist. » 


§ 8. 
Durch 2 oder 3 theilbare Transformationsgrade. 

Ist (der ,,Transformationsgrad“) nicht mehr relativ prim zu 12, 
so werden die Betrachtungen, die zur Existenz der Multiplicator- 
gleichung fiihrten, hinfillig. Indessen lassen sich leicht analoge Unter- 
suchungen durchfiihren, und ich will hier kurz die dabei entstehenden 
Resultate angeben. 

1) Ist n—=2"-m, w>O und m relativ prim zu 6, so gelingt es nicht 
mehr die Repriisentanten 7’) so zu wahlen, dass die symmetrischen 
Functionen der fiir sie gebildeten ‘//A bei beliebigen linearen Trans- 
formationen sich nur mit 12'° Einheitswurzeln multipliciren. Dieses ist 
jedoch noch zu erreichen, wenn wir statt 'j/A die j/A in Betracht ziehen. 
Denn wir kénnen, da n nicht durch 3 theilbar ist, die Repriisentanten 
so annehmen, dass ihre Zahlen 

a, B,y,9 resp. = 1,0, 0, 1 (mod. 3) 
werden, und dann gelten fir //A noch dieselben Schliisse wie oben fiir 
‘VA. Ks folgt: 
Der Ausdruck 


ya(, @,), wo n= 2"-m, m relativ prim eu 6, 
geniigt einer Gleichung vom Grade 
n(' + QE) 
deren Coefficienten bis auf einen Factor von der Form (j/A)’ ganze 


rationale Functionen von g, und g, sind. 
Ihre Wurzeln sind: 


224 P ar(*5" ) a3 a vab ony 
2(a,d,b) = (<) ate q IT l—eée @q ; 
wo a, d, b alle nicht-negative Zahlen zu durchlaufen haben, so dass 
fiir jedes Tripel a, d, b 
a-d=n, b<d 


ist, und a, d, b keinen allen dreien gemeinsamen Theiler besitzen. 
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2) Ganz analog verhialt sich die Sache, wenn 
n= 3"-m, m relativ prim zu 6, 
ist. 

Dann ergiebt sich: , 

Der Ausdruck A ( = : @,), wo n=3"-m, m relativ prim zu 6, 
geniigt einer Gleichung vom Grade n(1 4. a 4 ; - + +, deren Coef- 
ficienten bis auf einen Factor der Gestalt(/A)" ganze rationale Fune- 
tionen von g, und g, sind. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 


2x \3 ab-( =) F _ 7 “ 

2(a, a,b) =(—) -a@-¢é q TT (-« q y. 
3) Ist schliesslich durch 6 theilbar, so geniigt erst A selbst einer 
Gleichung n(i + =) (1 4. =) - - ten Grades, deren Coefficienten dann 


rationale ganze Functionen von g, und g, sind. 


II. Capitel. 
Kigenschaften der Multiplicatorgleichung erster Stufe. 


§ 1. 
Gruppe der Multiplicatorgleichung. 


“Die Monodromiegruppe der Multiplicatorgleichung besteht aus allen 
Permutationen ihrer Wurzeln, welche entstehen, wenn man auf w, und 
@, die stimmtlichen Substitutionen eines vollen Systems mod. n verschie- 
dener und mod. 12 der Identitdt congruenter Substitutionen anwendet. 

Dabei sind zwei Substitutionen 


ab a vw 
cf 1) “ (4 a) 
mod. n als congruent zu betrachten, wenn 
a:b:e:d=a@:V':c:d (mod. n), 


so dass die genannte Gruppe also der Monodromiegruppe der Modular- 
gleichung holoedrisch isomorph ist.“ 


Dass eine rationale Function der Wurzeln 2; = Va { T{™ }, welche 


als rationale Function von VB, Jo, 9, arstellbar ist, die in Rede 
stehenden Permutationen zuliisst, ist evident. Es handelt sich darum, 
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zu zeigen, dass 1) alle diese Permutationen verschieden sind und dass 
2) jede rationale Function der Wurzeln z,, welche die Permutationen 


zulisst, als rationale Function von V4, Jo) 9, dargestellt werden kann. 
Hierbei diirfen wir uns offenbar auf homogene ganze Functionen der 
zg; beschrinken. 

1) Kine beliebige homogene Substitution auf @, und , angewandt 
wird die Wurzel z; in eine Wurzel z verwandeln, letztere multiplicirt 
mit einer gewissen nur von der Substitution abhingenden 12'" Kin- 
heitswurzel (p. 569 und 570). Indem wir von dieser 12" Kinheitswurzel 
vorliufig absehen, wollen wir sagen, jene Substitution bewirke eine 
gewisse Permutation der Wurzeln, indem 4; in g tibergefihrt wird. 

Nun haben wir folgenden Satz: 

»Zwei Substitutionen P und P’ bewirken dann und nur dann die- 
selben Permutationen der Wurzeln 2;,, wenn P und P’ in dem eingangs 
prdcisirten Sinne mod. n congruent sind.“ 

In der That, sollen P’ und P dieselbe Permutation bewirken, so 
muss (p. 567) 

T;,P =8;T,;P’ 
sein, wo S; eine Substitution der Untergruppe 


6B = 0 (mod. n) 


ist, und 7; irgend einen der schon friiher so bezeichneten Repriisen- 
tanten bedeutet. Somit folgt: 


S; = 7, PrP - T;-'. 


Setzt man jetat PP’-! = - 1) , so ergiebt sich, indem man 7; 


die Reprasentanten 
@,+12a@,, @,, a=0,1,2,---n—1 
durchlaufen lisst, dass nothwendig 
a=d=k wd b=c=0 (mod. n) 
sein muss, wo k? = 1 (mod. n) ist. 
Man hat also 
Dp p'-1 k O 
PP-=(5 7 ) (mod. n) 


und folglich in dem angegebenen Sinne 
P = P’ (mod. n). 


Dass diese Congruenz auch hinreichend ist, damit P und P’ die- 
selbe Permutation bewirken, ist leicht zu verificiren. 

2) Liisst nun eine homogene Function der Wurzeln 2; alle die a- 
Substitutionen S zu, welche mod. 12 der Identitiit congruent sind, 
mod. » aber ein vollstiindiges System incongruenter Substitutionen bilden, 
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so ist klar, dass sich diese Function bei beliebigen -Substitutionen 
nur um eine 12” Kinheitswurzel, die als Factor hinzutritt, indern 
kann. Denn jede beliebige @-Substitution 7’ bewirkt ja dieselbe Per- 
mutation der Wurzeln z;, wie diejenige unter den Substitutionen S, 
die ihr mod. » congruent ist, nur dass noch zu jeder Wurzel ein und 
dieselbe 12'° Kinheitswurzel hinzutritt. 

Somit ist die Function der Wurzeln 2; nach den Entwicklungen in 
§ 6. des 2. Cap. des ersten Abschnitts eine ganze Function von g, und 
g, multiplicirt in eine positive Potenz von ‘//A. Der eingangs auf- 
gestellte Satz ist hiermit vollstindig erwiesen. Ueberdies haben wir 
offenbar gleichzeitig den Satz gewonnen: : 


»dede rational bekannte, in den Wurzeln 2; ganze rationale und 


+ . a - te ae 12/ — i 
homogene Function ist bis auf einen Factor (‘j/A)" eine ganze rationale 
Function von g, und g,.“ 


§ 2. 
Nahere Angaben iiber die Coefficienten der Multiplicatorgleichung. 


Zur wirklichen numerischen Berechnung der Multiplicatorgleichung 
kann man zwei Methoden verwenden. 

Entweder man berechnet, wie Herr Kiepert*), die symmetrischen 
Functionen der Wurzeln, indem man sie gleichsetzt (‘j/A)’ multiplicirt 
in eine ganze Function von g, und g, mit unbestimmten Coefficienten 
und sodann r und die unbestimmten Coefficienten vermége der Reihen- 
entwicklungen nach q bestimmt. 

Oder man schreibt die Gleichung mit unbestimmten Coefficienten 
hin, setzt fir g,, g;, ‘A ihre Entwicklungen nach q ein und fir die 
Unbekannte die Entwicklung einer speciellen Wurzel, etwa: 


n—1 n 
e(nm, 1, 0) =(22)(- 1)* -nq° [[¢ — gr-2”), 
2 


worauf sich wiederum die Zahlencoefficienten durch Nulisetzen der 
Coefficienten gleich hoher Potenzen von q ergeben. 
Wiihrend die erste Methode zur praktischen Berechnung der Glei- 
chungen den Vorzug verdient, erlaubt die letztere zuniichst den Schluss: 
Die Multiplicatorgleichung enthilt nur rationale Zahlencoef ficienten.**) 
Denn alle in Betracht kommenden Reihenentwicklungen haben 
rationale Zahlencoefficienten. 


*) 1. c. p. 209. 
**) Ob diese Coefficienten in allen Fillen (wie Annalen Bd, XV, pag. 87 
behauptet wird) ganze Zahlen sind, konnte ich bislang nicht entscheiden. 
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Sei nun 
aN + AyeX-1+...+4+ A;-2¥-i4...Ay=0 
unsere Gleichung, wobei 


N=a(i+5)(+ tyes 


A; = (‘Ay Gi; (Go; 93) » 
wo Gx; (925 93) eime ganze rationale Function von g, und g, bedeutet, 


die als Function von @,, @, homogen vom — k;" Grade ist. 


Da ‘VA (2 @,), sowie j/A(@,,@,), in Bezug auf @,, @, von 


Ks sei 


n? 
der Dimension — 1 ist, so folgt, indem alle Glieder der Gleichung die- 
selbe Dimension haben miissen: 
(1) v; +- k; =. 


Wir wollen nun in unsere Gleichung fiir die Unbekannte z die 
Wurzel z(n, 1,0) eingetragen denken. Schreibt man dann 
@,-+ @, stati @,, und a, statt o,, 
so geht dabei iiber: 
nin 
z(m,1,0) in e° -¢(n,1,0), 
iz 
va in e° Va, 
92 in J2> 
Ys in 9s: 
Da die Gleichung nach wie vor richtig bleiben muss, so miissen die 
bei den einzelnen Gliedern vortretenden 12' Kinheitswurzeln unter- 
einander gleich sein; also haben wir: 


r; + (N —i)-n = N-n (mod, 12), 


oder 

(2) v; =7-n (mod. 12). 
Ausserdem kann 

(3) r,< 12 


vorausgesetzt werden, da anderen Falls die ganze Potenz von A, 
welche hinzutritt, wegen 
A= g,° — 279;?, 

zur ganzen Function G;,;(g.,g3) genommen werden kann. 

Aus (1) und (2) folgt noch: 
(4) k; = i(1 — n) (mod. 12). 
Da r; wegen (1) nie grésser als i werden kann, so schliessen wir: 

Ist der kleinste positive Rest von i -n (mod. 12) grisser als i, so 
ist der Coefficient von 


Mathematische Annalen. XVIII. 37 
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gN-i 
in der Multiplicatorgleichung identisch Null. 

Ist C- 9,“ - gs’ irgend ein Glied einer ganzen Function von 9, 
und g,, die als Function von @,,@, die Dimension — k hat, so ist 





offenbar 12 
4a + 66 =k. so } 

Diese Gleichung kann fiir einen durch 4 theilbaren Werth von & nur 

fiir gerade Werthe von 8, und fiir ein durch 3 theilbares & nur fiir 


durch 3 theilbare Werthe von « befriedigt werden. 

Diese Bemerkung in Verbindung mit der Congruenz (4) begriindet 
den Satz: 

» Ist n == 1 (mod. 12), so treten in den Coefficienten unserer Gllei- Hie 
chung g, und g, nur in solchen Potenzen auf, deren Exponenten durch 
3 resp. 2 theilbar sind; fiir n= 5 (mod. 12) tritt g, nur in geraden 


Potenzen, fiir n =T (mod. 12) tritt g, nur in Potenzen mit durch 3 stel 
theilbaren Exponenten auf.“ alle 


Oder anders ausgedriickt: 
12 


Va (2 o,) rela 


3 = geniigt emer Gleichung N“" Grades. 
V/ A (a, , @3) 


Die Coefficienten dieser Gleichung sind rationale ganze Functionen von J tion 
fiir n= 1 (mod. 12), von J fiir n= 5 (mod. 12), von VJ — 1 fiir 

n == 7 (mod. 12), und schliesslich von VJ und VJ —1 fiir n= 11 

(mod, 12). *) 

Auch fiir nur durch eine Potenz von 2 (nicht aber durch 3) oder ges 
nur durch eine Potenz von 3 (nicht aber durch 2) theilbare Trans- iibe 
formationsgrade finden solche Siitze tber die Gestalt der Coeffi- 
cienten statt. 

Fiir n = 2". m(m relativ prim zu 6) enthilt die betr. Gleichung 
nur J oder auch f/J, je nachdem n= -+ 1 oder — 1 (mod. 3) ist, off 
und fir » = 3” - m (m relativ prim zu 6) tritt nur J oder auch YJ — 1 €ol 
auf, je nachdem n= -+ 1 oder — 1 (mod. 4) ist. 

(Vgl. wegen dieses Paragraphen Math. Annalen XV, p. 87 und 
die mehrfach citirte Arbeit von Kiepert.) » 


»Der Quotient = 


sofe 


*) Dass die VI und Vd —1 fiir n21 (mod. 12) nicht in solchen Potenzen 
iiberall auftreten, dass die Coefficienten rational in J werden, folgt aus dem 


Va a . w,) Th 


13 » wenn man statt a,, a,-+ no, setzt. 
V4 (@1, 2) Da 
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§ 3. 
Das letzte Glied der Multiplicatorgleichung. 
Bilden wir das letzte Glied unserer Gleichung (fiir beliebigen zu 


12 primen Transformationsgrad), also das Product P aller Wurzeln, 
so kommt: 


ya—1 d+ (ey 1—@ d- 
yr? << ca aC (75 Xo) S94) 


P= (22)" -( -[]@ 
2" Gey 


(a, 6, d) 





Hier bedeutet e den gréssten gemeinsamen Theiler von a und d. 
Zum Verstiindniss dieser Formel bemerke man, dass fiir einen 


stehenden Werth des Theilers a von n, d= ~~ bestimmt ist, und b 


alle ae Zahlen zu durchlaufen hat, die nicht negativ, < d und 


relativ prim zum gréssten gemeinsamen Theiler e¢ von a und d sind. 
Um die auftretenden zahlentheoretischen Functionen auszuwerthen, 
benutzen wir den hiiufig angewandten Kunstgriff, fiir dieselben Func- 
tionalgleichungen aufzustellen. 
Es ist immer, wenn 


fe 
Da. HO" — wn) 


gesetzt wird, wo 4, uw, v beliebige Gréssen sind und die Summation 
iiber alle Theiler a von m erstreckt wird, 

v(m) - H(m,) = v(m m), 
sofern » und m, theilerfremd sind. 
.  Vermdge dieser Kigenschaft von ~(n) kann man diese Function 
offenbar sofort aus den Primfactoren von n zusammensetzen. Wir 
wollen dies indess nur fiir w = y ausfiihren; wir setzen also 


vin) = Sa. (PY. 


Fiir eine Primzahlpotenz p* sind die Theiler: 


1,p, p,---, p, 


und die zugehérigen Werthe von ie) fiir den ersten und letzten 


Theiler 1, ftir alle tibrigen 
1 


cae alia 
p 


Daher wird 


v( pt) = 14 ph? + (1 me 1y 
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womit auch, wenn 


n= pp,» - 


wv (n) = v(p,*) o(p,”) -- - 


ist, 


gefunden ist. 
Fir « = 4—=1 kommt 


(1) ya eo —n(i+5)(1+-)--- =, 
fir 4=0, »=—1: 
an = Be [](@+@-na- ay 


Der Exponent von (— 1) in P wird daher: 


: n>) “> a: 9) | 
2 : e j 


= yp tps. SEY p+ (p—1) &—1)— J] (w+ 


= : IT (pi— 1) k; TT (p#i— 1) (mod. 2). 


Da fiir einen stehenden Werth von a 2b stets durch d theilbar 


ist, so ist die in P eingehende n'* Einheitswurzel gleich 1. 
N 


Aus (1) folgt nun, dass g” als Factor in P auftritt. Somit 


kommt: 
d-p(e) 


TT (psi —1 
P= (—1)* (ei), [Ja ° (ya 
Es bleibt nur noch iibrig, den Zahlenfactor 
a. le) n. ple) ° 


[] « ; =|]. e-¢ == 4(n) 
auszuwerthen. 


Sind » und n, relativ prim, so ist 
nm.nm, ple). le) 


1(m +m) = [[@ a,)*"% | iis " 


wo sich das Product iiber alle Theiler a und a, von resp. » und n, 
zu erstrecken hat. 
Wir spalten jeden einzelnen Factor dieses Productes in zwei 


Theile: 
2 GOA\ m , ple) ™ , Pla\ @ | He 
a a e aq e 4 i a ae ) a 


*) Dedekind, l. c pag. 288, 
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und fiihren die Multiplication bei dem ersten Theile zuniichst nach a,, 
dann nach a aus, wiihrend beim zweiten Theile gerade die umgekehrte 
Recthenfolge der Multiplication befolgt werden soll. 

Dann ergiebt sich mit Benutzung der Formel (1): 


%(m > ,) = 4(m)%- y(m,)%, 


oder 
d 1 1 
x (m- my) = x(n)" - x(m)™, 
und folglich 
y 1 oe by 1 1 
(M+ M, - My + + + My) eit x(m) + x (my) ++ 4m)", 
wenn %,, %)-*~- ®, zu einander relativ prim sind. 


Fir eine Primzahlpotenz findet man nun: 
pk—1 
‘ =f 

up )=—pP-', 
also fiir ein beliebiges n 


k: 
PS] 1 
1 m —— a gg 
WV bi p;) (p+) 
x(n)" = Di , 
gasi 
wenn 
om mi le. ss om. 
dine? ted iis Pn 


Wir erhalten somit schliesslich fiir das letste Glied der Multiplicator- 
gleichung den folgenden Werth: 


Pa N 


i 


Pm (MOO) TT», C90) cyaye. 


§ 4. 
Verhalten der Multiplicatorgleichung fir g, — 0 und fiir g, = 0. 


Schon pag. 578 haben wir die Gleichung fiir 'j/ A( - , @,) dadurch 


. . . @ 
in eine nur Functionen von @ = —! enthaltende umgewandelt, dass 


“a 2 
wir dieselbe durch (‘j/A)” dividirten und also als Unbekannte die Grosse 


VAG) , 
en 0 


*) M(@) ist die Grisse, welche als ,,Multiplicator“ zu bezeichnen ist. 
Nichtsdestoweniger wollen wir unter ,,Multiplicatorgleichung‘‘ auch weiterhin 


immer die Gleichung fir *j/ a(< : o,) verstehen. 
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einfitthrten. Die Coefficienten der Gleichung fiir M()-waren dann 
rationale ganze Functionen von resp. J, J, “J —1 oder VJ und 
VJ — 1, je nachdem 

n 1,5, 7, 11 (mod. 12) 


war. Wir benutzen jetzt diese Gleichung fiir M um die Multiplicator- 
gleichung fiir den Fall zu studiren, dass wir in derselben g, = 0 
(wobei J = 0 wird) resp. g, = 0 (wobei J = 1 wird) eintragen. 
Um aber die Gleichungen zu erhalten, welche entstehen, wenn wir 
in der Gleichung fir M J—0O oder J=1 setzen, kénnen wir in 
derselben, aufgefasst als Gleichung fiir @, dem w die Werthe @ resp. i 
ertheilen. 


Die Untersuchung der Wurzeln dieser speciellen Gleichungen wird 
daher durch die Untersuchung der Reprisentantenwerthe 


ae+b ait+d s 
q und 4 ) 
resp. zu erledigen sein. 
Zunichst kénnen wir sagen: 
»Die Repriisentantenwerthe —“® + resp. —“ +. > werden sich 


theils zu je 3 resp. zu je 2 untereinander dquivalenten zusammenschaaren, 
theils vereinzelt ohne dquivalente vorhanden sein. 
Dieses ist ein unmittelbarer Ausfluss des auf p. 553 angegebenen Ver- 


zweigungssatzes (letzterer angewandt auf J (2 ) als Function von Ho)) ; 
Betrachten wir nun zuniichst behufs niiherer Durchfiihrung die 
Repriisentantenwerthe 
ai+b 


ad 
Es ist 


B.. 3 eS 
hi ees 


Und nun ist die Zahl Ss —$ mit einem Repriisentanten eth 
i 


iiquivalent, so dass die beiden Repriisentantenwerthe 


ai+b 
ay" 


ait+d, 
und d, 


aiquivalent werden. 


*) Dieses (dass wir namlich auf die nicht homogenen Repriisentanten gefiihrt 
werden) ist der Grund, weshalb wir an Stelle der Multiplicatorgleichung einen 
Augenblick die Gleichung fiir M untersuchen, 
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Modulfunctionen und Multiplicatorgleichungen. 
Des Niheren wird nimlich 
b, —@ ( B a, b, 
d, 0 —\y 0 0 d,}? 
b = aa, |. 

d= ya, 


wenn 


¢- 
gesetzt wird, indem man mit a, den gréssten gemeinsamen Theiler 
von b und d bezeichnet; wenn ferner die Gleichung 


ad —Bpy=1 
durch die Formeln 

B= By + ta \ 

d= 0, + ty J 


gelést wird, wo 8,, 0, irgeud ein Lésungspaar bezeichnen, und wenn 
man schliesslich die ganze Zahl ¢ so bestimmt, dass 


i, on — 00, — i 


nicht negativ und < d, wird. 

Es fragt sich nun: Wann kénnen zwei so zusammengehirige 
Reprisentanten 

(a, b, d) und (a,, b,, d;) 

zusammenfallen ? 

Dazu ist erforderlich, dass der grésste gemeinsame Theiler a, von 
b und d dem a gleich wird. Somit muss a= 1 und 6 relutiv prim 
zu d= sein. Es kommen daher nur noch die Werthe 

i+b 


“a * 


iu Betracht. Die zu * a gehérige Zahl ot ee 


_ t+h 


— a 


n 


ist nun nach Obigem 


wo b, der kleinste positive Rest von 


— 0, (mod. n) 
ist, und es ist 
bd, =1 (mod. n). 


Soll also auch b mit b, iibereinstimmen, so muss 
b? + 1 = 0 (mod. n) 


sein. Und umgekehrt, ist diese Congruenz erfiillt, so fallt der Repri- 
sentant (1, b, m) mit seinem entsprechenden (1, b,, ) zusammen. 
Fiir unsere Gleichung ergiebt sich demnach: 
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Die Wurzeln M ordnen sich fiir J = 1 in Puare, wie wurd 
— ents} 
Reade =. VA@i+», d) 
VAG, 1) 
und Bes ey wo l 
M an. ants = Vatai +b, a) 
Vay” ; 
genii 
welche sich nur wm eine 12” Einheitswurzel unterscheiden kinnen. Eine spret 
Ausnahme bilden nur diejenigen Wurzeln, welche den Repriisen- 
tantenwerthen de entsprechen , wo b der Congruenz 
“= 
2 = 
b? + 1 = 0 (mod. n) ‘le 
geniigt. Sie bleiben isolirt. 
Die 12’ Einheitswurzel, um welche sich die eben genannten M 
und M’ unterscheiden, findet man vermége der Gleichungen pag. 583 oben 
aus der Formel pag. 566. Es ergiebt sich nach leichten Reductionen: 
n—1 
M=(—1)? M’. 
Ganz analog verhilt es sich mit den Repriisentantenwerthen 
ae+b 
- oom die 
, : al nal 
Diese ordnen sich, den Gleichungen 
SF. gg BOS * , F928 - 9 
d a d-@ a, d-o+d sat 
entsprechend, zu je drei einander fiquivalenten an 
ae+b ao + by a2@ + by - 
d ? d, ? d, ? 
indem die Zahlen 
(b—a)oa—a boa + (b—a) 
(A) ia und —Tetd 
sich 2 Repriisentanten ” 
b b 
(B) 7 ee resp. “2° a 2 di 
iiquivalent erweisen. : ™ 
Die linearen Transformationen, durch welche aus den beiden Re- L 
priisentanten (A) die resp. entsprechenden Zahlen (B) hervorgehen, wer- 
den wiederum vermége eines Verfahrens gefunden, das demjenigen 
analog ist, welches soeben fiir die Repriisentanten = angegeben s 
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wurde. Die einzigen Reprisentantenwerthe, die mit einem ihrer beiden 
entsprechenden zusammenfallen kénnen, sind die Zahlen 
e+) 
n ’ 
wo b der Congruenz 


b? + b+ 1 = 0 (mod. n) 


geniigt. Und zwar zeigt sich, dass mit jedem solchen -° +t beide ent- «4 
‘ime sprechenden Repriisentantenwerthe zusammenfallen. 
jen Ks folgt also: 

Die Wurzel M der aus unserer Gleichung durch die Substitution 
J =) entstehenden Gleichung schaaren sich im Allgemeinen zu dreien, 
wie die folgenden, zusammen: 


M im, Fe b +3(a—1)) “ Va (ac + 5,d) 
ben Va (e, 1) 
en: 


M ane ae tsanm Ss VA (ae + b.4,) 


ee 
VA(@,1) 
M” [— d,6.4+3(a.—1)] ° Va (Age + be, de) 
=n-e , a 
VA(e, 1) 
die sich nur um 12% Einheitswurzeln unterscheiden kinnen. Eine Aus- 
nahme bilden nur die Wurzeln, welche den Zahlen = a entsprechen, wo 


n 
b? + b+ 1 =0 (mod. n) 
ist. Sie bleiben isolirt. 
Die betr. 12’ Einheitswurzeln berechnen sich nach pag. 566, und 
es kommt nach einigen Reductionen 


n—1\7 


Pd oe ee Oe eo 





Auf Grund dieser Entwicklungen kénnen wir nunmehr die Sitze 
aussprechen : 
Wenn n = 1 oder = 5 (mod. 12) ist, verwandelt sich die linke Seite 
der Multiplicatorgleichung fiir g, = 0, nach Abtrennung eines Factors 
vom Grade v, in ein vollstindiges Quadrat. — v ist dabei die Zahl der $ 
Re- ‘Lésungen der Congruenz 


rll b? + 1 = 0 (mod. n). 


yen , —" 
Wenn n=1, oder =T (mod. 12) ist, verwandelt sich die linke 


on: Seite unserer Gleichung fiir g, = 0, nach Abtrennung eines Factors vom 
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Grade uw, in einen vollstindigen Cubus. — w ist dabei die Zahl der 
Liésungen der Congruens : , 


b? + b + 1 = 0 (mod. n).*) 

























Ist m= 11 oder = 5 (mod. 12), so enthilt unsere Gleichung fiir 
9. = 0 nur durch 3 theilbare Potenzen, fiir n = 11 oder = 7 (mod. 12) 
und g, = 0 nur durch 2 theilbare Potenzen der Unbekannten. 
, Das in diesem letzten Satze ausgesprochene Resultat ist aber darum 
trivial, weil es schon aus der Betrachtung der Dimension der einzelnen 
Glieder der Gleichung hervorgeht. - 


§ 5. 
Bestimmung der w resp. v sich abtrennénden Wurzeln. 


Es ist bemerkenswerth, dass man den Werth der uw resp. v sich 
abtrennenden Wurzeln der im vorigen Paragraphen behandelten Glei- 
chungen leicht angeben kann. 


Sei 





im 12/ ‘ 
M=n-e” ¢.F de 2 
V Ai, 1) 
eine solche Wurzel (fiir g, = 0). 
Dann geniigt 6 der Congruenz: 
b? + 1 = 0 (mod. n). 


Nennt man nun (indem man in das Gebiet der complexen ganzen 
Zahlen 6 +- ti iibergeht) D — Ci den gréssten gemeinsamen Theiler 
von i+ b und n, so folgt: 


n = (D+ Ci) (D — Ci) 
b+i—(B+ Ai(D — ia 
welche Gleichungen die nachfolgenden in sich enthalten : 
n= D> +C’, 
b= AC+ BD, 
AD— BC=1. 


*) Vgl. Mathem. Annalen Bd. XV, pag. 87 und 88. 


Siehe auch wegen der Gruppirung der Repriisentantenwerthe 
ag+b 
d 


oft? und 


— die Arbeit von Gierster: ,,Notiz tiber Modulargleichungen bei zu- 


sammengesetztem Transformationsgrad‘‘, Math. Annalen, Bd. XIV, p. 536, die 
jedoch keine Beweise enthilt. 
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Modulfunctionen und Multiplicatorgleich 


Man findet hieraus noch leicht: 
bC = — D (mod. n), 

eine Congruenz, die zeigt, dass nicht nur jedem b + i ein Factor 
D+ Ci einer Zerfallung von » in (D+ Ci) (D — Ci) entspricht, 
sondern dass auch umgekehrt jedem solchen Factor eine und nur eine 
Zahl b und folglich ein b + ¢ zugehdrt. 

Associirte Zahlen (D+ Ci), i(D+Ci), —(D+Ci), —i(D+ Ci) 
sind dabei als nicht verschiedene Factoren ‘anzusehen. 

Es wird nun 


nbin 


12/ » ° 
M=—=n-e 6. iit ° V A(A-i+B-1, C-i+D-1) 
tiles Va (1) 
d. h., da das Zahlenpaar A-i+ B-1, C-i+ D-1 dem Zahlen- 
paare 7, 1 aquivalent ist, 
M==:-(D+ Ci) 


wo é nach pag. 566 bestimmt wird, in der dortigen Bezeichnungsweise 


—"“*TA B 
ec CD 


ist, und sich als eine 4'° Einheitswurzel erweist. 

Wir haben also den Satz: 

Die w sich fiir g,—= 0 abtrennenden einfachen Wurzeln M sind 
diejenigen complexen Factoren D + Ci und D — Ci von n, welche bei 
allen méglichen, wesentlich verschiedenen Zerlegungen 

n=(D+ Ci)(D— Ci), (D und C theilerfremd) 
auftreten, jeder Factor mit einer bestimmten complexen Einheit multi- 
plicirt. 

Ganz analog findet man: 

Die v sich fiir g, = abtrennenden Wurzeln sind diejenigen com- 
plexen Factoren D+ Ce und D+ Co? von n, welche bei allen mig- 
lichen wesentlich verschiedenen Zerlegungen 


n = (D+ Ce)(D+ Co*), (D relativ prim zu C) 


auftreten, jeder solche Factor mit einer bestimmten Einheit (4-1, + @, 
+ @*) multiplicirt. 

Hier entspricht jedem Reprisentanten seh, fiir welchen b? + b 
+1=0 (mod. »), die Wurzel 


M=:(D+ C9), 


EéEe= e . lé pI: 


wo 


CD 
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A. Hurwrrz, 
D+ C@ der grésste gemeinsame Theiler von » und b+ 0, und 


schliesslich 

n = (D+ Co) (D+ Co’), 
. b+ e@—(B+ Ao) (D+ Ce’) 
ist. 


Es ist nicht schwer zu sehen, dass der zweifach resp. dreifach 
auftretende Factor unserer Gleichung, entsprechend den verschiedenen 
Divisoren der Zahl n, sich in Factoren mit rationalen Zahlencoefficienten 
zerlegt. Auch ist leicht nachzuweisen, dass alle diese Gleichungen 
Abel’sche Gleichungen sind, also algebraisch auflésbar sind. 

Ich will jedoch diesen Gegenstand hier nicht weiter verfolgen, in- 
dem ich mir vorbehalte, auf denselben bei anderer Gelegenheit (wo 
diese Siitze sich in allgemeinere Gesichtspunkte einordnen sollen) 
zuriickzukommen. Herr Kiepert hat, wie mir Herr Klein mittheilt, 
in neuerer Zeit ihnliche, jedoch noch nicht publicirte Untersuchungen 
angestellt. 


§ 6. 
Differential-Relation, welcher der Multiplicator M(o) geniigt. 
Wir sahen pag. 560, dass die Formel besteht: 
. aN: = S 2 
VA(a,, @,) = re -J %. (J—1) - Es M. 


3 w,* 


Schreiben wir in dieser Gleichung “ statt w,, so kommt: 


ya 1 @,)—=n- aJ’ ot gait. ee 


da 30,2 ’ 
, @ 
r=3(2) 
ist. Durch Division dieser beiden Formeln entsteht nun: 
as’ A(T — 19 
00? on a « : eh A 
"ad tg —ak’ ) 
eine Relation, die dem bekannten differentiellen Ausdruck des Jacobi’- 
schen Multiplicators ganz analog ist. 


*) Mathem. Annalen XIV, pag. 145. Siehe auch Brioschi, Atti della Acca- 
demia dei Lincei, vol. II. ser. 3, Sitzung vom 3. Mirz 1878. 


Anmerkung: Diese Relation wird fiir diejenige Methode zur Aufstellung 
der Transformationsgleichung zwischen J und J’ von Wichtigkeit, welche Herr 
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Modulfunctionen und Multiplicatorgleichungen. 


§ 7. 
Numerische Beispiele. 


Zum Schluss will ich noch eine kleine Zahl von wirklich aus- 
gerechneten Multiplicatorgleichungen zusammenstellen. Sie haben den 
Zweck, Material zu bieten, um die in abstracto entwickelten Satze an 
concreten Beispielen priifen zu kénnen. 

Vorab jedoch will ich einen zur numerischen Berechnung der 
Gleichungen fiir primzahlige Transformation dienenden allgemeinen 
Ansatz hersetzen, um an ihn einige Bemerkungen anzukniipfen. 

Die Wurzeln der Multiplicatorgleichung sind, wenn der Trans- 
formationsgrad » Primzahl ist: 


- k -) 1 Lee 2 
sa — (32) 0g TT (1 — era") 


keonQ,1,2,---,n—1, 
und 


n-1l 


#.— (7Z)-n(—1)* a° [J a—er. 


Klein im Anschluss an seine Darstellung dieser Gleichung fiir die niedersten Fille 
(n = 2, 3, 4, 5, 7,13; Mathem. Annalen XIV, pag. 141— 146) allgemein vorschliigt. 
Sein Gedankengang ist folgender: 

Man setze in der néthigenfalls (also fiir m = 5, 7, 11 (mod. 12)) in J(q) rational 
gemachten Gleichung fiir M() 


(1) f{(M, J)=0, 


sei statt @ ein. 
@ 


Dann geht dieselbe, wie man leicht erkennt, iiber in: 


(2) f(4y> J’)=o. 


In den Fillen n = 2, 3, 4, 5, 7, 13 geniigten die Gleichungen (1) und (2), 
um die Relation zwischen J und J’ als Resultat der Elimination von M zu defi- 
niren (1. ¢.). Im allgemeinen Falle wird diese Relation jedoch nur ein Factor 
des Eliminationsresultats sein, und es fragt sich, wie man diesen findet. Hierzu 
liefert nun offenbar unsere neue Relation 


J’ 
Pus. o. 2 
at yt —1t 


einen Beitrag. Ob dieselbe aber zur Absonderung des gewiinschten Factors aus- 
reicht, muss vorab dahingestellt bleiben. 
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Setzt man nun 


IT (1 —2")* = ae x® 


so wird 


n—1 
3, —( yt a 
zx=0 : 
na te 
=(zy ma? "| Sot, at (ay nt tg Sang |. 
We t=0 a 


t=—0 
Hierbei bedeutet 


Paks 
v= [+ = a 
12n 


tt ia " 
enthaltene ganze Zahl, und es ist 


. = ° 1 
die grosste in d.- i Pre 


n® —1 
a=-/A. — nv. 
A a nv 


Diese Formel hat zuniichst den Vortheil, dass sie a priori erkennen 


12/ . : 
lasst, welehe Potenz von j/A absolut genommen als Factor vor die 


ganze Function von g, und g,, der S, bis auf eine Potenz von ‘j/A 
gleich ist, vortritt. — Kine zweite Bemerkung ist folgende: 


Man kennt (aus der Theorie der elliptischen Functionen) nur die 
Reihenentwicklungen von 


(1 — a”) und TI(i — a). 


Vermige des obigen Ansatzes liefern nun offenbar die Maltiplicator- 
gleichungen unendlich viele Bestimmungsgleichungen fiir die Coefficien- 
ten der Reihenentwicklung von TI(1 — 2”)?*, Gleichungen, die z. B. 
als Kigenschaften der fiinfeckigen Zahlen ausgesprochen werden kénnen. 
Da ich aber in dieser Richtung einen allgemeinen Satz vermuthe, von 
dem die auf dem angegebenen Wege erhaltenen Siitze particuliire Fille 
sein wiirden, so will ich die letzteren hier unterdriicken, um bei Ge- 
legenheit auf dieselben zuriickzukommen. — 


Multiplicatorgleichung 
fiir » = 2: 


el? 12g, -At.st 4 166A—0, 
fir n = 3: 


e'? — 18AT . 26 4 216g, -At?. 25 — 27A—0, 
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2 — 48A).224 16.5108. 1016.92 2243.64.08 (68A—9g,5)-28 





—45.3(4A — 9g,3) A¥.244 4° A2—0, 
















fiir n = 5: 
+10 At. 3 129,-A™ -e@+5 At—o, 
fiir n = 7: 
4+ 14A%.c6 4 634-214 70 At. 224 2169,-A™ -2—7At—0, 
fiir » =.1]: 
2? — 90-11 A}. 264.40. 11. 129,-A4. 215. 11-216g,-At-23 
4-2-11-(12g,)?-A*-2? — 12g,-216g,-A™ -2—-11A=0, 
fiir n = 13: 
24 13[ 2 ATE. 2184 25 ATT. 2124 196077. ot! 4 10647? «cto 
4 4180"? «294 12086A7® . 28 4.25660 AT? -27-4 39182 AT? gf 
4 4114007? «254 o7072.AT?. 214 g604.at! 234 1165-27] 
+ {1464 — (12g,)*} AT? -2 4 13.a1 0, 
fiir n = 17: 
24.17 [10 AT? . 254 2.12y,-AT? 213 4 751 AT? gt? 
+ 184-12 g,-AT - 2104 2574001? . 294 17.(12g,)?- AT? «a8 
+ 8780-124, -AT? .c7 4 323903 01? . ¢61474.(12g,)?-AT? «28 
+ 99128 - 12g, - AT. 21-4 {20.(129,)8— 592310 A} AT? . 23 
4481-(12g,)?-AT? - 2] 4[994. 12g, -A — (12g,)"]A «2 
+ 17A4 =o. 


Die Gleichungen fiir 2, 3, 4, 5, 7, 13 finden sich im Wesentlichen 
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Mathem. Annalen Bd. XIV, p. 143 und 146; jedoch ist in den Formeln 


(26) p. 146 daselbst zu setzen: n=—2, t= — wa M*” und n=5, 
t= — 125 M’*. ; 
Die Formel fiir » = 11 ist Mathem. Annalen XV, pag. 88 mit- 
getheilt. Der Fall n= 17 ist der Arbeit von Kiepert entlehnt 
(Crelle 87, pag. 215), wo auch m = 19 und 23 berechnet sind. 
Wegen weiterer Beispiele siehe Gierster, 1. ¢, p. 541, 542 u. 543. 


Leipzig, im Mirz 188}. 

















Ueber Darstellungsfunctionen. 
Von 


Paut pu Bois-Reyrmonp in Ttibingen.*) 





. Sehr zutreffend bemerkst Du, dass mein Beweis des Satzes: 
liman dz fe) (e, h) = f(0) limaaf dope, h), 
Q 


b 
sowie die Beweise einiger anderen Sitze den lim,—, fi dzg(a,h) =0 


nicht allein fiir feste a und b, sondern auch fiir — waihrend des Ansteigens 
von h — irgendwie bewegliche a und b voraussetzen, dass jedoch der 
Schluss vom Grenzwerth Null bei festen a, b auf den gleichen bei 
beweglichen a,b nicht ohne Weiteres einleuchte. Gewiss. So un- 
beschriinkt hinsichtlich der Function g(x, h) wiire der Schluss sogar 
falsch, wie Beispiele lehren. Allein wenn man g(x, h) angemessen 
beschriinkt, namentlich wenn man annimmt, dass g(a, h) fiir « > 0 
nicht unendlich wird, was doch von den bis jetzt an den Tag ge- 
tretenen Darstellungsformeln ausnahmslos gilt, so ist es, wie ich als- 
bald zeigen werde, sehr leicht, jene Beweise durch den Nachweis der 
Identitét beider Grenzwerthe zu ergiinzen. Die Annahme der End- 
lichkeit von g(x, h) fiir 2 > 0 und h = oo ist iibrigens bei allen Siitzen 
der beiden Abhandlungen: Ueber die allgemeinen Eigenschaften etc,**) 
und Allgemeine Lehrsitze etc.***), auch wo dies nicht ausdriicklich 
angegeben ist, gemacht, und es ist vielleicht von Interesse einmal ihre 
Nothwendigkeit zu priifen. Denn im Ganzen war mein Streben bei 
jenen ilteren Untersuchungen und ihrer Fortsetzung bis zu denen iiber 


*) Aus einer brieflichen Mittheiluug des Verfassers an Hrn, C. Neumann. 
**) Borch. Journal, Bd. 69, p. 1. 
***) Borch, Journal, Bd. 79, p. 38. 


Mathematische Annalen. XVIII. 











594 


* P. pv Bors-Reymonp. 


die Convergenz und Divergenz der Fourier’schen Darstellungen, in 
den Grundformeln: 


b 
lim f def(z) 9, h)=0, O0O<a<b,---A 


lim | dxf (x) p(x, h) = f (0) lim f dx a, h), 


a 
0 0 


von der Hypothese, dass lim f dz (x, h) eine von a unabhiingige, 
v0 
endliche, feste Grosse G sei, ausgehend, die Beschrinkungen der Func- 
tion f(#) successive und auf Kosten des Spielraums der Function »(z, h) 
thunlich aufzuheben*). Es liegt daher nahe auch eininal den entgegen- 
gesetzten Weg zu verfolgen, d. h. unter Beibehaltung der fir die 
Giiltigkeit der vorstehenden Sitze zuerst sich darbietenden Beschriin- 
kungen von f(a) den weitesten Spielraum fiir p(x, h) aufzusuchen. 
Man wird also f(x) der urspriinglichen Dirichlet’schen Bedingung 
unterwerfen, oder nach Deiner zweckmissigen Bezeichnungsweise, der 
ich unbedingt mich anschliesse, f(a”) als abtheilungsweise monoton voraus- 
setzen, und sodann zusehen, welcher umfassendste Spielraum der Func- 
tion f(x, h) gelassen werden darf, damit der Beweis des § 4. der 
ersten der cit. Abhandlungen bindend bleibe. Dies liuft eben einfach 
b 
auf die Frage nach der Identitit der Grenzwerthe J dap (x,h) bei 


festen und bei beweglichen a, b hinaus, die ich im Folgenden er- 


ledigen will. Die Ergebnisse sind iibrigens insofern allgemeinerer 
Natur, als an Stelle der durch die Darstellungstheorie geforderten Be- 


dingung, dass lim J dx (x,h) von a unabhiingig sei, dieser Limes 
0 


auch eine beliebige Function von a sein darf. 


*) Die Forderung der Endlichkeit von (a, h) ist unerliisslich fiir den Be- 
weis des Satzes A (Art. 1 der zweiten cit. Abhandlung), welcher der Function 
f(z) ihre denkbar grisste nur durch das Erforderniss der Integrirbarkeit be- 
schriinkte Freiheit wahrt. Allein nachtrédglich kann man hier wie in analogen 
Fallen der Function g(«, h) bedingtes Unendlichwerden gestatten, iihnlich wie der 
Function f(#) im Art. 2 der cit. Abhandlung. Es darf g(x,h) von vornherein 
einige feste Unendlichkeitspunkte haben, oder auch in einzelnen festen Punkten 
mit h unendlich werden, wenn nur das { dx mod g(a, h) tiber diese Unendlich- 
keitsstellen, hinreichend eng begrenzt, fiir jeden Werth von h unter einem be- 
liebigen Kleinheitsgrad bleibt. Unter solchen Umstiinden wird tibrigens auch eine 
Bewegung der Unendlichkeitspunkte gestattet sein. 
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in 


1, 
6 
Es sei lim J dxg(x, h) =0, wo ich a und b durch die Ungleich- 
heit 0< e<a<b< X beschriinke, unter «¢ eine beliebig klein an- 
zunehmende Grésse verstanden. Wihrend h iiber alle Grenzen zu- 
nimmt, seien @ und b unbeweglich. Weiter sei auch 0< e<a< P< X, 
und es ist zu zeigen, dass auch lim,—. | dxzg(x,h)=0 ist, fall « 
ige , a 
“a und 8 wiihrend des Wachsthums von h innerhalb der ihnen zugewiesenen 
ne- Strecke ihre Werthe veriindern. Hinsichtlich der Function (zx, h) 
yh) setze ich zuniichst voraus, dass in: 
ren- 8 
die azole, h) = (6 —«) ¥ 
‘in- ® 
_ y stets unter einer endlichen, allerdings je kleiner ¢ desto hdher be- 
= findlichen Schranke ® verbleibt, wihrend « und £ sich verindern. 
der Dies vorausgeschickt, theilen wir das Intervall X—« in » Theile A. 
g ’ 
aa Man wird, da m endlich ist, h immer hinreichend gross annehmen 
ame; kénnen, dass 
der e+q4 
aah dap(x,h); p,qg=0,1,2, +++, 
f e+pda 
bei numerisch kleiner als eine beliebig kleine Grésse @ sei. Es wird also, 
a wenn h hinreichend gross ist: 
erer ¢ 
Be- mod f dew (x, h) << e+2A0 
mes sein, Nun koénnen A und g, jedes fiir sich, beliebig klein ange- 
nommen werden, stets entspricht einer Wahl A, @ ein die vorstehende 
Ungleichheit erfiillender Werth h. Setzt man z B. 9=A, so ist 
also fiir ein hinreichend grosses h 
| Be- 8 
ction . 
oe mod fdxg(v, h) < A(1 + 20), 
ogen @ 
— wo immer « und # auf der ihnen zugewiesenen Strecke sich befinden 
akten f 
llich- mégen. Es ist A beliebig klein und in mod J dxg(x,h) sonst nicht 
n be- « 
eine enthalten, als dass es dem h eine untere Grenze vorschreibt, damit 
vorstehende Ungleichheit stattfinde. Wichst h alsdann von dieser - 
38* 
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P. vv Bots-Rerymonp. 


unteren Grenze in’s Unendliche, so kann der Limes von mod i dx (a, h) 


a 
nicht von Null verschieden sein. Denn wire er es, so kénnten wir 
ja von vornherein A(1l -+ 2) kleiner annehmen, als diesen Limes, 
was sinnlos ist. Es bedarf kaum der Erwihnung, dass, wenn ich von 
B 


einem Limes von mod y] dxg(x,h) rede, ich nicht eine feste Grosse 


















als solechen vorauszusetzen brauche, sondern darunter auch die Un- 
bestimmtheitsgrenzen seiner Schwankungen verstehen darf. 

Doch ist die Bedingung, dass g(z,h) fir « >0 mit h nicht 
unendlich werde, d. i., dass in 


face, h)=8-9(8,a,h), B—a=d, 
w unter einer endlichen Grenze ® verharren solle, ersichtlich eine fiir 
die Giiltigkeit der allgemeinen Siitze der Darstellungstheorie nicht 
nothwendige. Der obige Beweis der Coexistenz der Grenzwerthe Null 


: é 
von fdzg(e, h) und J dxg(x,h) lasst sich in kaum veriinderter 


Weise fiihren, wenn nur vorausgesetzt wird: 


B 
fazoce, h) = 4(8) - ¥(8, «, hi), 


wo A(0) beliebig langsam Null werden darf, » aber wieder unter einer 
Schranke Y verbleiben muss. 

So fiihrt denn dieser Weg kurz und miihelos zu einer Bedingung 
fiir m(x,h), welche dieser Function mannigfaches Unendlichwerden 
gestattet. Es giebt aber noch einen Gedankengang, der uns zu einer 
neuen, die vorstehende enthaltenden, scheinbar weiteren Bedingung 
fiihrt, und welche fiir die Giiltigkeit unserer Beweismethoden mnoth- 
wendig ist. Von dieser neuen Bedingung lisst sich dann zeigen, dass 
sie mit der alten iiquivalent ist, wodurch diese Betrachtungen einen 
befriedigenden Abschluss finden. 


Il. 


) Die urspriingliche Bedingung war, dass die Function 
F(a, h) = |[ dxg(za, h) 
0 
- nach h = oo einen von a unabhiingigen Limes G haben solle, und 
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zwar fir jedes feste a> 0. Die neu hinzutretende Bedingung ist 
offenbar, dass F(a, h) diesen Limes G auch haben miisse, wenn, 
wihrend h ansteigt, a beweglich ist, bei seiner hypothetischen Be- 
wegung aber von Null durch eine feste, wenn auch beliebig kleine 
Distanz ¢ getrennt bleibt. Dann wird in der That: 


faxote, h) = F(b, h) — F(a, h) 
den Limes G— G=O haben miissen, wie auch @ und b in der 
Strecke O< e<a<b<X sich beim Ansteigen von h verhalten 
mogen. 

Um diese Bedingung zu formuliren, wollen wir, gewohnten Vor- 
stellungen zu Liebe, setzen x statt a, + statt h, F(a, h) = f(x, y), 
und dieser Function das rechteckige Gebiet [ vorschreiben: 

e<a<X, 
O<sy<Y¥. 


Nach dem Obigen muss /(w, y) folgende Eigenschaft haben: lim, —of(«,y) 
muss = G sein, wie auch, wihrend y abnimmt, x zwischen ¢ und X 
sich hin und her bewegen mége. Jedenfalls darf also f(x, y) fiir keinen 
Punkt w= 2,, y= 0 stetigvieldeutig sein. D. h. es darf in der Strecke 
e<a<X, y=0 kein Punkt « = 2, existiren, fiir den der Grenz- 
werth Netcina, y=of(#, y) abhiingt von der relativen Geschwindigkeit 
der Abnahme von x, — 2% und y. “Mit anderen Worten es muss /(2, y) 
fiir jeden besonderen Punkt 2 =, des Intervalles ¢---X der Linie 
y = 0 stetig sein. Dies ist unerliisslich, reicht es aber auch aus, d. h. 
wenn bei Anniiherung von 2 an jeden besonderen Werth « = 2, und 
bei gleichzeitiger Abnahme von y gegen Null f(x, y) stets den Limes 
G hat, ist dies auch ihr Limes, wenn 2, bei Abnahme von y, z. B. 
keiner Grenze sich niihert, sondern unausgesetzt hin und her springt? 

Er ist es ohne Zweifel. Der Nachweis geschieht mit Hiilfe ge- 
wisser Rechtecke, die man von den Stetigkeitskreisen aus erhilt, so- 
dann auch direct definiren kann. Wir nehmen auf einen Augenblick 
die Function f(z, y) im ganzen Gebiet [ stetig an, was jedenfalls 
heischt, dass p(x, h) nach h stetig sei. Ausserdem wollen wir f(x, y) 
iiber das Gebiet [ hinaus fortsetzen, sie dort durchweg constant und 
=G annehmen. Dann ist f(z, y) in der ganzen Strecke ¢< a < X, 
y= 0 stetig und jeder Punkt dieser Strecke ist von solchem Gebiet, in 
welchem f(x, y) existirt, umgeben. Jetzt setzen wir eine beliebig 
kleine Grésse mw fest, und construiren zu jedem Punkt der Strecke 
esac X,y=—0, ‘ts Mittelpunkt den gréssten Kreis, in welchem 
die Schwankung dev Function f(x, y) das Maass pw erreicht. 















598 


P. pu Bors-Reymonp. 


Keiner dieser Kreise kann den Halbmesser Nul! haben, da er 
alsdann einem Unstetigkeitspunkt der Function f(z, y) entspriiche. 
Von diesen Kreisen gehen uns nur ihre im Gebiet der positiven 
y liegenden Hilften an. Diese Halbkreise bedecken dort ein Gebiet, 
dessen eine Begrenzung die Linie «<< + < X, y= 0 ist, wiihrend die 
andere Begrenzung die Kreis- Enveloppe ist, die mit y= (x) bezeichnet 
werden mag. Von dieser Linie behalten wir nur den Theil bei, der 
im Gebiet [ liegt, und nur ihn wollen wir mit y = (x) bezeichnen. 
Doch diirfen wir uns nicht auf die Anschauung der Enveloppe stiitzen, 
sondern miissen die Existenz der Function (x) wirklich beweisen. 

Der Kreis fiir den Mittelpunkt = 2,, y= 0, den wir kurz den 
Kreis z,,0 nennen wollen, habe den Radius ry. Nun errichten wir 
auf der -Axe im Punkt x= 2, ein Loth y. Die Peripherie des Kreises 
x,,9 schneidet y in der Héhe ry. Auch von allen iibrigen Kreisen 
x, kann » geschnitten werden. Der hiéchst mdgliche Schnitt- 
punkt wird der eines der Kreise ¢, 0 oder X, 0 sein, und zwar resp. in 
den Héhen /2r(x,— &)+-r? oder /2r(X—z,)+ 7%. Der hichste dieser 
beiden Punkte sei 7. So kann also von den Kreisen x, 0 (wo x dem Inter- 
vall e<2< X angehdrt) noch geschnitten werden im Intervall r< 4 <7. 
Falls nun x’ weder vom Kreis ¢,0 noch vom Kreis X, 0 geschnitten 
wird, so muss es im Intervall r---7 einen Punkt 7” geben, der 
Art, dass es keinen tieferen Punkt y” giebt, tiber den nicht noch 
Schnittpunkte von 7 mit Kreisen x, 0 fielen. Die Existenz des Punktes 
7 kann man nach bekanntem Verfahren durch irrationale Darstellung 
beweisen, indem man das Intervall r --- 7 z. B. successive in 
10', 10?, .-- Theile zerlegt. Ein héchstes der Intervalle 

42-6. 59st t etn 
enthalt dann noch Schnittpunkte. Dies sei das Intervall p= p,. Man 
zerlege es wiederum in 10 gleiche Intervalle, von denen wieder ein 
héchstes noch Schnittpunkte enthilt, u. s. f., so dass 4” — r unmittelbar 
durch einen fortlaufenden Decimalbruch dargestellt wird. Es ist als- 
dann 4” = 7(2;). 

Weiter ist n(x) eine stetige Function von x. -Es existirt n(x) fiir 
jeden Werth x=—z,. Nun existire noch neben (a,) ein Werth 
n(#,+0), der von »(#,) verschieden ist. Da durch n(x, + 0) ebenfalls 
Kreise gehen miissten, so kénnte die Bestimmung y(2,) keine eindeutige 
sein, was sie doch ist. 

Sodann kann y(a) nirgend Null sein. Denn wo y(a) Null ist, 
ist es auch v, und die Function f(x, y) ist dann gegen die Voraus- 
setzung unstetig. 

Es muss also nach bekannten Grundsitzen (x) seinen kleinsten 
Werth y, irgendwo annehmen und dieser Werth y, ist > 0. 
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Zu jedem wu gehért mithin ein y, Und bei abnehmendem w kann 
weder y,, noch (fiir irgend ein festes x) y(x2) wachsen. Man hat also 
ein Rechteck: 

e<z<cX, 
0< y < Ys 


in welchem die Schwankung der Function 2u nicht tibersteigt. Und 
wenn man y, als Argument ansieht, so kann man ihm ganz leicht u 
so zuordnen, dass w als monoton abnehmende Function mit y, unter 
jede Grenze sinkt. Doch wird eine solche Zuordnung bei der directen 
Definition der Stetigkeitsstreifen kiirzer bewerkstelligt. 

Jene Kreise sind dieselben, von denen Herr Liiroth in seinem origi- 
nellen Beweise fiir die Gleichmiissigkeit der Stetigkeit von Functionen 
zweier Variabeln*) Gebrauch macht. Er zeigt, dass die Radien der Kreise 
x,y stetige Functionen von w, y sind. Diese merkwiirdige Eigenschaft 
bleibt offenbar noch fiir Linien als Oerter der Kreismittelpunkte bestehen, 
auch wenn die Function f(x, y) mur in diesen Linien stetig ist. Auch 
unsere vorstehenden Betrachtungen gelten unveriindert, wenn wir die 
Stetigkeit der Function f(x,y) auf die Linie e<x2< X, y=0O be- 
schriinken, also von g(x, h) nicht voraussetzen, dass sie nach h stetig 
sei. Nur die Definition der Kreise x, 0 muss etwas anders gefasst 
werden. Der Kreis x,0 muss derjenige grisste Kreis sein, in dessen 
Gebiet, mit Ausschluss der Peripherie, die grisste Werthdifferenz der 

‘unction f(x, y) den Werth w nicht iibersteigt. 

Man kann jene rechteckigen Stetigkeitsstreifen auch direct defi- 
niren, wie folgt. Es sei y der gemeinsame Radius von allen Kreisen 
x, 0, und wp sei die grésseste unter den Schwankungen von f(z, y), 
die innerhalb dieser Kreise vorkommen, oder der grésste Werth, der 
von keiner dieser Schwankungen tiberstiegen wird. Es wird w monoton 
gegen Null abnehmen miissen, wihrend y stetig gegen Null abnimmt, 
und es sei « = A(y). Man hat also: 

fa, y)-—G@—=Ay)-¥, vSi,_ nicht <2! 

Kin besonderer Fall hiervon ist die Stetigkeit der Functionen einer 
Variabeln. Verschwindet niimlich fiir jeden besonderen Werth x die 
Function f(x, y) = F(a + y) — F(x) mit y, so wird, wie leicht zu 
sehen, die Function f(w, y) auch nach ihren beiden Argumenten fiir 
jeden besonderen Werth von a stetig sein, und man wird setzen 
dirfen : 

Fa+y)—F@)=4y):% st, 
wo 4(y) eine mit y monoton gegen Null abnehmende Function, Wenn 
limy—oY nicht Null ist (wobei nicht ausgeschlossen ist, dass sein Un- 


*) Math. Ann. VI, 319. 
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bestimmtheitsintervall die Null enthilt), wird man A(y) den Stetigkeits- 
grad von F(x) im Intervall e << x< X nennen, analog wie ich schon 
éfters vom Stetigkeitsgrad in Punkten Gebrauch machte. 

Diese Bemerkungen lassen sich unmittelbar auf Functionen von 
drei Variabeln ausdehnen. Es sei f(x, y, 2) fiir alle Punkte x, 0, 0 
des Intervalls e<a2<X stetig, und = G. Man wird den Kreis- 
cylinder construiren, dessen Axe die z-Axe ist, und dessen Radius 
r= Vy? + 2 auf Grund von Kugeln so zu einer Grésse uw in Beziehung 


gesetzt ist, wie es eben bei y und w auf Grund von Kreisen der Fall 
war. Man hat also: 


f(@,y,2) —-G=A(r)-¥, ¥<l. 
Es kann in 2? = 2? + y’, y und z sonst beliebig sein, z. B. kann 
z=0 oder y= 0 sein. So ergiebt sich: 
f(@,y,2) -G=Alty)-%, w<l, 
f(v,y,2)—-G= A, (2)- y, <1 
oder durch Multiplication : 
f(@,y, 2) —G@= ay) -Ae)-4, 4S), 
wenn wir ‘A(y)4,(¢) statt ihrer Quadratwurzel schreiben, wo A(y) und 


4,(¢) mit ihren Argumenten monoton gegen Null abnehmende Func- 
tionen vorstellen. 


II. 
Wenn also f(x, y) fiir alle Punkte 2, O(e < x < X) stetig ist, so 
ist auch limy—o f(v, y) = @ ganz unabhiingig von der Verfiigung 


iiber w, d, i, 
f(e, 9) = F(a, b) = fazg(e, h) 
0 


nihert sich der Grenze G bei ins Unendliche wachsendem h, wie auch 
a wahrend dessen seinen Werth iindern mége, wenn es nur von 0 um 
ein Festes entfernt bleibt. 

Der Bedingung der Stetigkeit von F(a, h) nach a und h fiir jeden 
besonderen Werth von a geben wir eine etwas andere Form, indem wir 


facoce, h) — lime | dzg(a, h) 
0 0 


= |dao(s, h) —G=]|dzg(x,h)+ ds9(s, h) —G 
/ form ey 
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setzen, woraus dann folgt, dass limg,—c,s=0 | dxg(x,h) =O sein 


a 
muss. Somit ergiebt sich: 


Mein (Ueber die allgemeinen Eiigenschaften etc., Borch. Journ, Bd. 69, 
§ 4) fiir den Satz: 


lim f dxf a) 9(e, h) = f(0) lim favo, h) 


gegebener Beweis gestattet, wenn man die Vorausseteung der abtheilungs- 
weisen Monotonie der Function f(x) bestehen lisst, der Function p(x, h) 
folgenden Spielraum: 

Erstens muss 


lim J dzgy(a, h) 
0 
von a unabhingig endlich und bestimmt sein. Zweitens muss sein: 
lim, =, A= af dzo(e, h) = 0 


a 


fiir jeden festen Werth a> 0, und ein beliebiges gleichzeitiges Ver- 
schwinden von a, — a und x . 


Setzen wir a, — a = 0, so ist die vorstehende Bedingung offenbar 
erfillt, wenn, 


a o 
favo, h)=A(O)v(a,d,h), O<e<a, 


gesetzt, 4(0) mit 0 iiberhaupt Null wird, und (a, 0, h) unter einer 
eudlichen von ¢ abhingigen Grenze ® bleibt. Andererseits geht aus den 
obigen Siitzen iiber die Stetigkeit einer Function von drei Variabeln 
hervor, dass 
a+d 
f(a, 0, h) = faze, h) 

stets auf die Form 4(d)-%, w~<1 gebracht werden kann. Hieraus 
folgt, dass diese Bedingung, welche mit der im Art. I. aufgestellten 
identisch ist, oder die véllig iiquivalente Bedingung 


limg = «,, rae fdzole, h) => 0, 


im Sinne meines erwihnten Beweises die Theorie in der That ab- 
schliesst. 
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IV. 


Ich werde zum Schluss ein Beispiel einer Function vorlegen, 
welche die Bedingung 
limg, =a, mel dzg(x, h) =0 


a 


nicht erfiillt. 


“Die Function 
Zt—2 


Fe 
[@ — x)? + a 
h” 

ist nach « — x ungerade, so dass ihr Integral von x —k bis x +k 


Null ist. 
Schreiben wir ox statt x, und setzen 





w(x, h) = —-—__— D. .o a . 3) 
(ex — x) +z 
h” 
so ist: 
: | 
Jazv@, m= Pm -_-— : ie 
rf ‘+o5 (oN w+ | 
und hierin setzen wir: 9 = h®, x = i , »= 4. Dann ist der Limes 


h=co des vorstehenden Integrals Null fiir jeden festen Werth N, 
unendlich fiir 9 N — x = 0. 
Nun betrachten wir das Integral e 
b 


faze —y,h), y>09%. 


Sobald @ und Db fest sind, hat es nach dem vorigen den Limes Null, 
nicht aber z. B. wenn a= y, b=y+ = 
Hieraus folgt, dass u. A. 
9 (x, h) = he-** + w(x — », h) 


das erste Attribut einer darstellenden Function besitzt. Denn 


a 
. 


lima. f dzo(2, h) ist von a unabhingig und = 1. Allein g(z, h) 
erfiillt die weitere fir die darstellenden Functionen abgeleitete Be- 
dingung nicht. Jf deh = e-*4 — ¢-%" erfiillt sie allerdings. 


Dagegen hat man, wenn a = y, a, — y = 0 gesetzt wird: 
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a é 
fazue— y, h) =f dzv(z,h) = 5; - +} 
4 6 wf arm Qe —aF + = 
h h 
Diese Grésse wird aber, wie wir oben sahen, unendlich statt Null, 
wenn 0 = = gesetzt und h unendlich wird. Sie ist eben nach 0 und 


h stetig vieldeutig. 


Seit ich meine Eingangs angefihrten Abhandlungen schrieb, 
sind die analytischen Grundbegriffe verschirft, die Methoden vervoll- 
kommnet und vermehrt worden. Namentlich drei. Siitze habe ich ge- 
glaubt einer Ueberarbeitung unterziehen zu sollen. Der das Integral 


J da moa f'(e) 


benutzenden Darstellbarkeitsbedingung*) gab ich ihren weitesten In- 
halt.**) Sodann bediente ich mich besserer Methoden zur Discussion 
eines Theils der aus der Darstellbarkeitsbedingung 


‘2 da mod —* ma { af (8) < co***) 


sich ergebenden Folgerungen.+) Endlich habe ich soeben den Satz 
des § 4. der ersten der citirten Abhandlungen bis an seine Grenzen 
verfolgt. 

Mit diesen drei Nachtriigen bilden die allgemeinen Sitze iiber die 
Darstellungsformeln, trotz manchen offenen Fragen, die es fiir’s Erste 
wohl bleiben diirften, und manchen Punkten, die ich noch zu er- 
liutern vermag, schon jetzt einen zusammenhingenden und durchsich- 
tigen Lehrgegenstand. 


Tiibingen, im April 1881. 








*) Borch. Journ. Bd. 79, Art. 8. 
**) Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen etc,, Tiibingen bei Laupp, 
pag. 28 sqq. 
***) Borch. Journ, Bd. 79, Art. 9. 
+) Comptes Rendus, 11. und 18. April 1881. 







































Ueber eine charakteristische Eigenschaft der 
Flachen. 


developpabeln 





Von 


Hans v. Mancoupt in Freiburg i/Br. 


Die Constructionsaufgabe, in einer Ebene eine gegebene Strecke 
AB von einem gegebenen Punkte C aus der Grosse und Richtung 
nach abzutragen, lisst unter anderen folgende Lésung zu, die auf 
beliebig gekriimmte Flichen itibertragen werden kann: Man verbinde 
C mit B durch eine Gerade, halbire diese in M, ziehe die Gerade 
AM und verliingere sie um sich selbst bis D, so ist CD gleich und 
parallel AB, 

Sind auf einer beliebig gekriimmten Fliche ein geoditischer Bogen 
AB und ein Punkt C gegeben, so kann man genau dieselbe Con- 
struction ausfiihren, indem man jede vorkommende gerade Linie durch 
die entsprechende geodiitische ersetzt. Der so erhaltene Bogen CD 
soll dem urspriinglichen gleich und parallel genannt werden. 


CD =|| AB. 


Diese Beziehung zwischen den Bogen AB und CD ist offenbar 
wie in der Ebene reciprok. Ist 


CD =|| AB, 
AB =||CD. 


Dagegen bleibt der Satz: ,,Sind zwei Strecken einer dritten gleich 
und parallel, so sind sie auch einander gleich und parallel‘ fiir be- 
liebig gekriimmte Flichen im Allgemeinen nicht mehr giiltig. — Es 
soll bewiesen werden, dass die developpabeln Fliichen die’ einzigen sind, 
fiir welche er bestehen bleibt. 

Es sei F eine Fliiche, welche die verlangte Eigenschaft besitzt, 
wenigstens so lange man die Betrachtung auf eine gewisse Umgebung 
eines bestimmten nicht singuliren Punktes O der Fliche beschrinkt. 
Aus dem angegebenen Verfahren zur Construction eines geoditischen 
Bogens, der einem gegebenen gleich und parallel ist, ergeben sich 
unmittelbar folgende Sitze: 


so ist auch 
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1) Ein Bogen AB wird von einem in ihm selbst oder in seiner 
geoditischen Verlingerung gelegenen Punkte C einfach dadurch 
abgetragen, dass man ihn ohne Aenderung seiner Linge in 
seiner eigenen Richtung so lange verschiebt, bis sein Anfang 
A mit C zusammenfillt. 

2) Ist 

AB=\| AB, 


AA’ =|| BB. 


Denn die letzteren beiden Bogen sind durch die Diagonalen 
A’ B, AB’ in genau derselben Weise mit einander verbunden, 
wie die urspriinglichen. 

3) Sind in zwei Dreiecken zwei Paar Seiten gleich und parallel, 
so sind auch die dritten Seiten gleich und parallel, Denn ist 


so ist auch 


AB=|| AB 
und 

AC=||A4C’, 
so ist nach 2) sowohl 

AA’ =| BB, 
als auch 

AA’ =|| CC’. 


In Folge der vorausgesetzten Fundamentaleigenschaft 
unserer Fliiche ergiebt sich hieraus 


BB =|| CC’ 


und wieder nach 2) 
BC=| BC, 
w. z b. w. 

4) Sind AB und AC Theile ein und derselben geodiitischen Linie, 
deren Lingen sich verhalten wie 1: , und sind A’ B,, A’C’ 
die geodiitischen Bégen, welche man erhalt, indem man AB 
und AC von demselben Punkte A’ aus abtriigt, so sind auch 
A’B und A’C’ Theile ein und derselben geoditischen Linie, 
und ihre Lingen verhalten sich ebenfalls wie 1 : n. 

Beweis. Sei zunichst » = 2. Dann ist 


AA =|| BB =| CC, 


folglich 

BC=| BC’; 
ferner 

AB=|BC=|| AB, 

also 

AB =|| BC’. 

Nach 1) muss daher BC’ die Verlingerung von A’ BR’ 

bilden und ihm an Linge gleich sein. — Durch wiederholte 


Anwendung derselben Schliisse ergiebt sich die Richtigkeit 
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unseres Satzes fiir den Fall, dass m irgend eine rationale Zahl 
bedeutet, und daraus folgt, dass er auch fiir alle irrationalen 
Werthe von » giiltig bleibt. 

Nun sei s eine beliebige unbegrenzte geoditische Linie und JA’ 
ein Punkt ausserhalb derselben. Wenn man von s einen beliebigen 
Bogen AB abschneidet, diesen von A’ aus abtrigt und den ent- 
stehenden Bogen A’ PB’ nach beiden Seiten unbegrenzt verlingert, so 
entsteht eine neue geodiitische Linie s’, welche wir die durch A’ ge- 
zogene Parallele zu s nennen wollen. — Die Lage dieser Parallelen 
hiingt offenbar nur von der Lage des Punktes A’, nicht aber von der 
Grésse, Lage und Richtung des Stiickes AB ab. 

Zwei parallele geodiitische Linien s, s’ kénnen sich innerhalb des 
Flichentheils, den wir betrachten, niemals schneiden. Denn hitten sie 
einen Schnittpunkt C, so kénnte man ein Stiick AB der Linie s von 
C aus auf zwei verschiedene Weisen abtragen: einmal dadurch, dass 
man dasselbe in s verschiebt, bis sein Anfangspunkt nach C gelangt, 
und zweitens dadurch, dass man AB erst von einem Punkte A’ der 
Linie s’ aus abtriigt und den entstehenden Bogen A’ B’ in s’ verschiebt, 
bis sein Anfang mit C zusammenfillt. Dies wiirde aber unseren 
Voraussetzungen widersprechen. 

Durch den Punkt 0, dessen Umgebung wir betrachten, ziehen 
wir nun zwei sich schneidende unbegrenzte geoditische Linien OP, 
OQ, die wir als Axen eines Coordinatensystems auf F betrachten. In jeder 
von ihnen denken wir uns eine bestimmte Richtung als die positive 
fixirt. Zieht man durch einen hinreichend nahe bei O gelegenen Punkt 
A von F' zwei Parallele zu den Axen, so schneiden diese auf OP und 
O@ resp. zwei Bogen p, g ab, welche die Lage des Punktes A villig 
bestimmen und daher als Coordinaten von A bezeichnet werden kénnen. 

In diesem System wird jede geoditische Linie durch eine lineare 
Gleichung zwischen den Coordinaten p, q dargestelit. 

Sind nimlich A, B irgend zwei benachbarte Punkte einer geodi- 
tischen Linie und resp. p, g und p+ dp, q+ dq ihre Coordinaten, 
so gehért auch der Punkt C mit den Coordinaten p + 2dp, q+ 2dq 
der Curve an. Denn bezeichnen wir etwa noch die Punkte mit = 
Coordinaten p+ dp, q und p+ 2dp, g-+ dq durch A’ und B, 
ist in den Dreiecken AA B, BB'C 


AA’ = || BB =| dp, 
AB=\||BC=| dq, 
AB =|| BC, 


also auch 


und daher jeder dieser beiden Bogen die Verliingerung des anderen. 
Aehnlich ergiebt sich, dass auch jeder Punkt mit den Coordinaten 
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q+ vdq, wo v zunichst irgend eine rationale und dann 
auch jede irrationale Zahl bedeuten kann, der Curve angehért. Diese 
letztere erfiillt somit die Differentialgleichung 
d 
wo A eine Constante bedeutet, und wird daher in endlicher Form 
durch eine Gleichung ersten Grades zwischen p und q dargestellt, 
Auch umgekehrt ist jede Curve, welche eine solche Gleichung be- 
friedigt, eine geodiitische Linie, wie sich leicht beweisen lisst. Durch 
Schliisse, welche den eben angewendeten vollig analog sind, ergiebt 
sich, dass in jeder geoditischen Linie das Bogenelement ds, welches 
einem festen Zuwachs dp von p entspricht, von der Lage seines An- 
fangspunktes, also dem Werthe von p, unabhiingig ist. 

Denken wir uns die Flache F durch drei Gleichungen von 
der Form 

&=9(p, 9); y=V(P, 9} #=2(P, 9) 

und die betrachtete geodiitische Linie durch ihre Differentialgleichung 


(1) rae 


gegeben, so hat man unter Anwendung der bekannten Gauss’schen 
Bezeichnungen 


ds = dp(E+2F-4+G- 2°). 


Die Unabhingigkeit des Bogenelementes von p driickt sich daher 
aus durch die Gleichung 


(2) Beng 
-£ re (Ze +2 5°) 4 a2 (2 oe +) + a3 2G ae =; 


ee da sie te beliebige Werthe von 4 bestehen soll, sofort in 
die vier anderen 





OE 
(3) “Op ——s 
OE oF 
(4) Fc +2 =% 
F 9 OF [.. 
(5) 2 “04q + op — 0, 
(6) oe =0 
q 
zerfallt, 


Weitere Gleichungen fiir die Functionen EZ, F, G ergeben sich 
aus dem Umstande, dass die geodiitischen Linien unserer Fliiche durch 
lineare Gleichungen zwischen p und g dargestellt werden. Die hierfiir 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, welche von Beltrami 
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aufgestellt worden sind (Annali di matematica, I.-serie, tom. VII, 
pag. 188), bestehen in vier Differentialgleichungen, denen die Fune- 
tionen E, F’, G geniigen miissen. Wir haben fiir den gegenwirtigen 
Zweck nur von der ersten und letzten derselben Gebrauch zu machen, 
die folgendermassen lauten: 


oF 
E Op 
oF 
@ (Gr 


In Folge von (3) und (6) reduciren sich diese Gleichungen 


sofort auf . 
oF 7] 
it shat omens 
oF eG 


aq op Sf? 
und liefern in Verbindung mit den Gleichungen (4) und (5) 


0F _, dE oF 0G _ 
Op = ; Oa = 0, Oa = 0, op 0. 

Die Gréssen E, F’,G sind also simmtlich constant. Das Krimmungs- 
mass unserer Fiche ist daher gleich Null und diese selbst developpabel, | 


wie wir beweisen wollten. 


Freiburg i/Br., Ende Juni 1881. . 
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